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可逆セルオートマトンの統計力学と動力学

京都大学総合人間学部 武未真二

1 序

本稿では､力学系に対する幾何学的見方という本研究会の主蓮からひとまず離れ､大自由度系

の測度論的性質､それも統計力学の基碇というボルツマン以来の開港について考えてみたい｡扱

う系としては､ギプス流の統計力学の議論ができる系で､しかもなるべく構造が簡単で系統的な

取り扱いができるものというl理由から､可逆セルオートマトンの族を選んだ｡具体的な現象とし

ては熱輸送を取り扱い､フーリエ別のような拡散的挙動が現われ､熱伝導率に対する久保公式が

成立するためには､どのような条件が必要であるかということを中心に考える｡拡散を示す力学

モデルとしては､他に田崎【1,2】らによる結合写像系や､蕪木､'pT田【31によるハミルトン力学系

の例がある｡それらと比較した場合､セルオートマトンは∴(i)時間･空間･状態のすべてが離散

的なモデルであり､その上で統計力学の議論を行なうことができる､(ii)シミュレーションを行

なう場合､ハミルトン系のような数値誤差がなく､しかも計算時間が比較的少なくてすむ､とい

う特徴を持つ｡したがって､統計力学の基礎を考える上でのプロトタイプとなりうるものである

と考えている｡研究会で議論のあった､エントロピーの増大についての数値計算の予備的結果に

ついて､最後に触れてみたい｡

2 モデル

我々が用いるモデルは､ERCA(ElementaryReversibleCellularAutomata)と呼ぶ次のような
可逆セルオートマトンの族である｡ すなわち､ERCAとは､各格子点iに値 0,1を取る変数が2

個 (qi,3iと表す)属しており､それらの時間発展規則が次式で表される力学系をいう｡

J.!+1主 f(q書_1,J.i,ql!+1)⑳31! (1)

可+1- g.! (2)

ここで時刻tは整数値を取り､Jは0,1の値を取る3変数関数であるoまた⑳は､1甲1-0⑳0-0､
0⑳1≡1⑳0=1セ定義される排他的論理和と呼ばれる2項演算を表す.この系が時間反転対称

性を持つことは､式の形から明らかであろう.場合によっては､簡便のために可-(可,3.!)とし､
式 (1)､(2)をまとめて

夷+1-9(xLl,a.t,夷+1) (3)

のように表すことにする. 関数 Jを与えることにより糸の時間発展牲 (ルール)が決定される｡

それぞれのルールを区別するために､関数 Jで与えられるルールに対し､一意的に対応する数字

111
∑∑∑f(a,a,C)24a'2b'Ca-Ob=Oc-0

に｢可逆｣を表すRをつけて ｢ルール26R｣などと呼ぶ｡ルールORからルール255Rまでの

256個のルールが存在するが､左右反転対称性とOと1の入れ替えの対称性で分類すると､本質
的に異なるルールは88個である｡
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3 加法的保存量 .

ERCAの各ルールに対し､次の形の保存量が存在するかどうかを考えよう｡

F(I:+1,x:Ⅰ壬,･･･,a,:Ⅰと)-F (x ‡,I:+1,･ ･ ･ ,X:+a)+J(X L 1,- ,3:+a)- J(3!,･･･.,a,:+a+1) (4 )

ここでαは与えられた自然数とする｡上式は連続の式を離散化したものとみなせるから､適当な

関数 F､Jを与えたとき､任意のxLl,Xi,･-,a.!+叫1に対して上式が成立するならば､Fを加
法的保存量の密度､Jをその流れを表すものと解釈することができる｡さらにこのような保存量

が存在する場合､周期境界条件のもとでの和

r凸-i1
7tN(txi))-∑F(xi,Xi+1,- ,Xi+a)
i=0

を (統計力学の意味における)ハミルトニアンと考えて､通常の平衡統計力学の諌論を行なうこ

とができる.すなわち､物理量A(txi))の温度 βllの平衡系におけるアンサンブル平均は

(jl)eq
∑tì)A(txi))e~PN"((3̀I)
∑tDJIe-PnN((ェiI)

で与えられる｡ これにより､例えば温度が格子点あたりの平均エネルギー¢-くF)eqの関数とし
て求められる｡

このような関数 FとJが存在するかどうかはルールによって､またαの値によっても異なる.

さらに､このような保存量が存在したとしても､7iN のみならず F(xi,-,Xi+α)自身が不変量
になる (つまりJが恒等的に0ノになる)場合には､統計力学の議論が成り立たないことはいうま

でもない｡(例えば部分系の保存量がギプス分布を満たすというようなことは期待できない｡)そ

こで､α=1の加法的保存量が存在するが､密度関数自身が保存するような量は~(α=2,3にお

いでも)持たないようなルールを書き出してみると表1の7個が得られる【41｡また各ルールに対
し､α-2,3でそれぞれ何個の保存量が新たに出現するかを求めてみると､表1の右の欄のよう

になる｡以下では主としてα=1の保存量に対する統計力学を考え､α>1の量はそれに対する

影響という形で考慮することにする｡

ルール α=1加法的保存量 α-2,3加法的保存量

26R A なし

■77R C 2,0

90R A,D 2,4

91R B,P 1,0
94R D なし

95R D 1.,2
123R B,D なし

表1:加法的保存量｡｢α-2,3保存量｣の欄はα-2および3で新たに出現する保存量の個数｡
｢α-1保存量｣の欄のA,B,C,Dは保存量の種類を表し､それぞれに対するF(U,3,Z,,3)は､

A: (3-Z,)2+(q-3)2
B: 1+qケ+vD-[1-2(1-q)(1-3)][1-2(1-6)(1-Z,)]
C:qD(1-23-Z/)-3Z/(1-2g-2D)
D: (3-〟)2-(q-D)2
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4 熱伝導

前節で述べたように､加法的保存量を持つルールに対しては､平衡統計力学の標準的手法によっ

て温度を導入することができた｡さらにこのとき､系の両端に異なる温度の熟浴を取付けること

によって､エネルギー輸送すなわち熱伝導を引き起こすことが可能になる｡

熱浴は両端の変数を確率的に更新することによって表すことができる｡具体的には､Ⅳ個の格

子点からなる系に対し､熱浴を表す格子点OとⅣ+1を加え､格子点1からⅣ までの変数を式

(1),(2)に従って状態更新した後､格子点 OとⅣ+1の変数は､条件付き確率

ILL(xo匝1)- NLeXpトPLF(30,31)】 (5)I

pR(xN+1IxN)- NReXpトPRF(xN,XN+1)] (6)

に従って状態を選ぶものとする｡ただしここでFは､表1のルールに対しα=1の加法的保存量

密度を1個選んだもので､それ以外の保存量は無視している.また､βL,PRはそれぞれ左端､右端
の熱浴の逆温度を表し､NL,NRは規格化定数である (一般にはそれぞれxl､XNの関数となる).
このとき､系全体の状態が txi)-(xo,Xl,- ,XN,XN+1)からtx'i)=(xh,Ill,･･･,3'N,XIN+1)に
遷移する確率は､

〟

P((捌 くCi))-PL(矧xll)ILK(x'N+llx'N)rIe(夷,9(Hill,Xi,Xi+1)) (7)Fl-■il
(6(J,y)はクロネッカーのデルタ‥6(I,y)-1forx-y,6(I,y)-0forx≠y)で与えられ､分
布関数p((xiI)の時間発展演算子 T.はPを用いて

T.p((xi))=∑p(tx̀)Iは))p((3'i))
(3'il

(8)

と表される｡

熟浴であるための条件は､接触を続けていれば平衡状態が実現されるということであろう｡上

で与えた境界条件は､確かにこの要請を満足している｡すなわち､両端の熱浴の温度が等しい

βL-PR=βの場合には､ギプス分布 peq(Ixi))-keqexpトβ∑.N=｡F(xi,叫 1)】(N..は規格
化奉数)が定常分布となる､つまりT.peg-peqであることを厳密に示すことができる.さらに､
この状態への親和が実現することが､数値的に確認されている｡ただし､この熱浴は時間反転対

称性を破っていることを注意しておく｡

両端の熟浴の温度が異なる､βL≠βRの場合を次に考えよう.定常分布が一意的である､すな

わち任意の初期分布 pに対してt-∞ でT.tP-PB.となることを仮定すれば､定常分布p..は､
00

p"-i+∑.T.I(T.-1)p
t=0

と表される.ここでpの代わりに局所平衡分布

〟

pLe(txi))-NEEIlexpl-pip(xi,Xi+1)】i=0

(9)

(10)

(NJ.は規格化定数)を代入し､熱流3'-Nll∑.N=lJ(xi_1,Xi,Xi+1)のp..に関する平均を求め､
温度勾配に関して展開して1次まで取ると､熱流が温度勾配に比例するというフーリエの法則

(3')..±-FC∇T (ll)
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と､熱伝導率 Kに関する久保公式

托-蒜 E.(J(0)J(i,,eq(11箸)
(12)

(ここで､3(i)=∑iJ(Ill,可,可+1)､()eqは平衡状態での平均を表す)が得られる.また､右辺
の和の中で､時刻t=Oの項が局所平衡分布からの寄与を表し､時刻t>Oの項が局所平衡から
のずれが寄与する部分を表す｡

しかし､このような温度勾配に関する展開が許されるかどうかがまさに問題となる点であり､

このことは時間発展のルールに大いに依存する｡ この点に関する一般的な理論は存在しない｡し

たがって､実際にどのような振る舞いを示すかは､シミュレーションを行なってみなければ分か

らないことである｡

5 シミュレーション

表1の7個のルールとそれぞれのα-1加法的保存量に対し､式 (1)､(2)､(5)､(6)で与えら
れる時間発展を実行することによって数値実験を行なった｡局所平衡の保証もない非平衡状態な

ので､温度の定義から考え直す必要があるが､我々は局所的な温度として以下のような操作的な

定義を採用する｡α=1保存量は最近接相互作用のエネルギーを表すので､ポンドがエネルギー

を担う｡そこでボンド(i,i+1)における温度 Ti-P{1を､ボンド(i,i+1)でのエネルギーの
時間平均 ¢i=limTー∞妄∑T=lF(I.!,可+1)から､エネルギーと温度に関する平衡の関係式 (これ
は平衡統計力学の計算から得られる)を用いて決める｡

フ｢リエの法則 (ll)の成立･不成立を見るにはいろいろな測定が考えられるが､これまでに行
なったのは､

(i)大域的な温度勾配は形成されるか｡またそのサイズ依存性はどうか｡(系を大きくしたとき

残るのか消えるのか｡)

(ii)温度勾配が形成される場合､ある大きさの系で､両端の温度を変えたとき､式 (ll)のよう
な熱流と温度勾配の比例関係は (温度勾配が小さい極限で)確かに成立しているか｡

(iii)式 (ll)が成り立つならばNくj)BBは両端の温度だけで決まり､系の大きさN に依存しない
量になるはずだが､Ⅳ が大きいときにそのようになっているか｡

(iv)熱伝導率に対す声久保公式 (12)は成立するか.

(,)局所平衡はどれくらい良く成り立っているかoすなわち､相対エン.トロビーで測ったときの
局所平衡分布と定常分布のずれは､系を大きくしたとき小さくなるのか大きくなるのか｡

以上5項目である｡(i)から(iv)までは順に厳しいテストになっている【51｡
測定の詳細についてはいろいろなところで報告しているので､ここでは結果だけを述べよう｡

ルールごとの振る舞いは次のようになった｡

26R,94R:大域的な温度勾配を形成し､熟流は系が大きいときフーリエ別に従い､熱伝導率は

久保公式による値と一致する｡定常分布は系を大きくすると局所平衡分布に近づく｡
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77R:系が小さいときは大域的な温度勾配が形成されるが､熱流はフーリエ別には従わず､温度

勾配ではなく両端の熱浴の温度差に比例して変化する｡ 局所平衡からのずれが局所的にも

残る｡

91R,123R!境界付近で温度勾配が見られるが､内部に向かって指数関数に近い形で急速に勾配

は消滅する｡熟流は熟浴の温度差に比例｡

95R,90R:ほぼ完全に平らな温度分布を示し､温度勾配は誤差の範囲内で 0 .(90Rでは0であ
ることを証明できる｡)熱流は熱浴の温度差に比例｡

以上4種類に分類したが､ルール26R､94Rとその他のルールの間には明確なギャップがあるが､

それ以外は単に定量的な差である可能性もある｡前者 (26R､94Rの振る舞い)を拡散的挙動､後

者を弾道的挙動と呼ぶことにしよう｡

6 ボルツマン型方程式とルール混合

前節の結果と表1を対照してみると､ルール26Rと94Rという､加法的保存量を1個Lや持た
ないルールだけがフーリエ別を満たしているということに気づく｡ そこで､他の保存量が存在す

ることによる効果を取り除くことを考えてみよう｡これは､局所的な分布関数の時間発展を記述

する､ボルツマン型の方程式を考えることにより行なうことができる0

まずボルツマン型の方程式を導く｡格子点iからi+TまでのJY+1個の格子点上の変数の確率

分布をpT,i(xi,Xi+1,･-,Xi+7)とし､力学変数ではなくこの分布関数の時間発展を考えると､リ
ウヴイル方程式 (8)より

PjTnl(xn,xn+1,･-,Xn+7)
n+JY

∑ I16(xi,9(Ill,舅,XLl)噂+2,nll(x'n-1,XL,-亮 +叶1)
･L 1,-,3,L+7+Ii=n

となり､(7+1)体の分布関数の時間発展を決めるためには(7+3)体の分布関数が必要であると
いうBBGKY階級方程式が得られる｡ そこで､

Pj+2,n_1(xL_1,XL,･･･五十7+1)

望 Pi.n_ll(xLl鶴,-･亮 +T+1)pin(xL,I･･五 十7)Pi,n+1(xL+7+1砿+1,･･.亮 +7)

(P3.m(xmlxm+1,- ,Xm+7+1)は条件xm+1,･･･,Xm+T+1の下でxmを取る条件付き確率を表すo)
というデカップリング近似を行なうと､i-1,2,-,N-Tに対しては

pI+1(xi,Xi+1,- ,Xi+7)

PLl(xL1,･･･凍+7_1)Pit(x'i,･-,I:+7)Pit+1(xi+1,-,X:+T+1)

Ill,.f=･巾 n ∑aPit-1(a･X十 ･,XLTll)∑bPiLl(x:+1,････XLT･b)
i+7

･I16(xj,9(xi._1,XL･,I,･+1))3'=i
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これまでの結果をまと.めると次のように言うことができる｡すなわち､ERCAにおいてフーリ

エの法則が成立するのは保存量が1個だけの場合に限る.加法的保存量が2個以上存在する場合

には､一方が他方の量の拡散的振る舞いに対し障害として働く｡別の言い方をすれば､保存量が1

個の場合には､フーリエの法則のような拡散的挙動がかなり普遍的に成り立つということになる｡

しかし､この段階ではまだ､数値実験の結果のまとめとしてそういうことがいえるというだけ

であり､では他の保存量はどのようにしてフーリエ別に対する障害として働くのか､保存量が1
個の場合のフーリエ別の普遍性の起源は何か､という新たな疑問が生ずる｡実際､定常状態では

なく､ボルツマン近似での親和の様子を調べてみると､定常状腰では弾道的でありながら拡散に

近い線和の振る舞いを示す場合も存在する.ここで得られた知見に対する一般性の確認や理論的

裏付けは今後の間麓である｡

7 エントロピーの増大について

最後に､研究会で議論のあった､エントロピーの増大に関する数値実験の結果について報告し

よう｡

周期的境界条件の系を考え､初期には系の半分はエネルギー (加法的保存量)最低の状態 (真

塗)にあり､もう半分はランダムに選ばれた状態にあったとしよう｡ この状態から時間発展させ

ることを考えると､これは箱を半分に仕切って片方を真空､もう片方に気体を入れ､時刻t=O
で仕切りを外すという､統計力学の教科書に必ず出てくる思考実験をセルオートマトンに置き換

えたものだということができる｡

このとき､時刻 tにおける空間的測度論的エントロピー

sp-忠 告 -蕊 (S-.1-S-) (17)
ただし､

S.n = - ∑ p(xl,･-,I,n)logP(xl,- ,I.n) (18)
3;lI.HICTn
i+m-1

p(xl･-･,8-) - 妄∑II 6(xj,可)13-i
を考えると､これは系が平衡状態に緩和するならば

1
P(xl,-･,Xm)--TeXpトβ ∑ F (xi,Xi+1)]

Zm

1

となるから､tー ∞ で熱力学的エントロピーに収束するはずである.

SF.-S-β(¢-fl)

ここに､5､九はそれぞれ格子点当たりの熱力学的エントロピーと自由エネルギーを表す｡

fl-Nl忠 志log∑ e-βW {3･'}'
(3,iI

例えば表1の保存量Dに対しては

S'-log毒 ･¢hg(岩 )
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である｡

では､この緩和の挙動はどのようになるだろうか.N=105の系を用いて､t=106まで時間
発展を行なわせた結果を図3に示す｡これらのグラフはSm+1-S.n(m-1,2,3,4)の時間発展を
表す｡不等式

Sm+2-Sm+1≦Sm+1-Sm

より､どの線がどれを表すかがわかる｡

1モ壬壬壬壬 ≡‡手≡壬壬 壬禦 甥 や … … 7000P … 仰 1●◆01
t

1仰 ○ 空甥 野 望野 ! l仙 … … 700COD l(m 】○ ∝脚 1●◆00
t

0.～

00

0帖

8,A

ち

ま

7 048

早
lO

O.4

0対

0.I

0.●■

0.1

0.8l

O.l
r=
女
i o4-110
0.4

0.38

0.I
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図3:エントロピーの増大｡ルール26R､77R以外はすべて保存量Dに対する結果

これで見ると､ルール95R以外は緩和時間の大小はあるもののエントロピー増大の傾向が現れ

ているが､ルール77Rや 123Rでは細かい振動が収まらないように見える. これと対照的に､拡

散的挙動を示すルール (26R､94R)ではm の増大と共に単調増加に近づいており､緩和後も-
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定借にとどまっている｡ この値は､熱力学エントロピーの値と一致している｡ ひとつのサイズの

系に対する結果だけであり､結論をくだすのは早計であるが､エントロギーの振る舞いの ｢素直

さ｣ど拡散的振る舞いとの周に相関があることが予想される｡ 研究会で議論になったのはこの曲
線がフラクタルであるかどうかという点であったが､これについてはあまり肯定的な結果とは言

えないようである｡ ひとつの可能性としては､フラクタル構造を見るためにはもっとずっと大き

な規模のシミュレーションを必要とするのかもしれない｡あるいは､このセルオートマトンの系

では､局所的なエネルギーが動く速度は有限個に限られているので､フラクタル構造が現れない

のかもしれない｡いずれにせよ､さらなる数値計算の結果が必要と思われる｡
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