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トポロジカルな観点からの力学系の研究

上江別 達也,久保 博嗣*

奈良女子大学理学部物理､*京都大学理学部物理

1.Introduction √l
周期解に関するトポロジカルな量 (torsionnumber,relativetor-

sionnumber)の定義と分岐の際の関係式

2.2n分岐の際のrewindingmechanism についての予備的考察

3.高次元への拡張

4.マスロフ指数とrelativetorsionnumberとの関係

1 Introduction

連続力学系におけるトポロジカルな観点からの研究は､BirmanとWilliamsのロー

レンツモデルにおける周期軌道の結び目型の研究から本格的に始まったと考えられ

る[11｡問題は3次元の自律常微分方琴式の周期解が､どのような結び目を持つかと
いうことであり､彼らはローレンツノットなる結び目を定義している｡この研究とは

独立に､Ail;aWaandUe2;uは､自明でない結び目を持つ周期解を数値的に兄い出し､

分岐によって自明な結び目から非自明な結び目が生じる得ることを示した[2,3]｡ そ
して､torsionnumber,relativetorsionnumber等の量を導入し､周期解のトポロジ
カルな特徴づけを行ない､一般的な分岐の際の､これらの量の変化別を兄い出した

【3,4,5】｡この章では､トポロジカルな量の定義と､分岐の際の変化別のレビューを

行なう･｡文献 【51参照｡

次の3次元常微分方程式系を考察する｡簡単のため自律系とする｡

孟言-F(i,p), 言- (〇1,32,E3)･
-◆
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｢多自由度の力学系と幾何学｣

〟:バイフアケ-ションパ ラメーター

式のまわりの線形化方程式を考える｡

よ.:周期解 T:周期次に周期解

鋲 -dF佃 ),～)Sx1

～ -

63;-(i)-S(i)Si(0)

S'i'〒Expl/:dF-'xoてS',p'ds],orderede3;POneniial

ここで､ストロボマップ S(T)の固有値問題を考える.

S(T) ;ストロボマップ

S(T)e7 - 人ie-i,i-0,1,2

人0 - 1,Jlllll≧ lll2ll

e-0- 孟x･o(i)

固有ベクトル e-iの グローバルな捻れを､次のように定義する｡

torsionnumberni(i-1,2)の定義

e7(i)-S(i)e7;固有ベクトルの時間発展

W-i(i)- e7(i)/lLe-i(i)ll
;e7(i)を規格化 したベクトル

以下で L(Cl,C2)は 閉曲線 ClとC2のリンク数 を表す｡
入i>0の場合

≡

≡

≡

L(Co,Ci,()

(I-o(i);0≦t､<T)

(a:-o(i)+捕 (i);0≦i<Tl

入i<0の場合

ni

Ci.(

;L(ao,a")

(I-0(i)+Ew-i(i);0≦i<2TI.

更に､軌道のまわりの相対的な捻れを次のように定義する｡
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relativetorsionnumberri(ri-1,2)の定義

動座標系 をf-1,I-2,孟 とし､I-1≡ 去私/IJが-.日とする｡relativetorsionnumber

riは､W-i(i)の f-1のまわりの周期当たりの回転数である｡
-● ･･･■ -･●

W-i(i)-3;(i)fl+y(i)f2+a(i)f3
y- pcosO

z - psinC

dO yz-zy
京 y2+Z2

r̀ ≡ 去 /.e'T'dC
T y i ユ z y

y2+Z2

di.

torsionnumberniとrelativetorsionnumberriとの隈係

ni - ri+L

L - L(Co,C2)-L(Co,C3)

, "self-linkingnumber"
C,I≡ tX-.(i)+('f-,I(i)･,0≦i<TI,3'-2,3

genericな分岐の際のトポロジカルな量の変化則

(a)n:-ni,r;-ri,L'-L;ピッチフォーク分岐,

RuleI(b)n:-2(nl+ni),r:-2riI,周期倍分岐,

(C)n'-m2n;ホップ分岐

A-expl27ril/m]で､lとm は､たがいに素な整数｡プライムのついた量は､分岐

解｡

周期倍分岐のカスケードの際のルール

n

n

まず､torsionnu血ber等を以下のように定義する｡

A)(i);2咽 期解の固有- - のときのtorsio.nnum b占r
A)(I);2咽 期解の固有値 入iが負のときのt｡rsl｡nnumber

e上c.

2n分岐がカスケードするためには､rewindingが起こる必要がある｡

rewinding
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△nS･k)≡ nSk)(I)-n･Sk)(i)-(ll)k書 (A)

このルールを仮定すれば､全てのトポロジカルな量は､n!0)(i),rI(?)(i)の2つの量

によって､決定される[4】｡

n ,(A)(i) - 22hln.(0)( i)

n .(A)(I) - 22hln50)(i)

ー

l

一

川u

tu

ー

-

ノ

ー
nu

l

一
4

1
一4

一

一

一Hlu
n
l
l-

聖
5

ユ

川

+

+

聖

5

聖

5

一

一

r･p (i) - 2hlrI(0'(i)-;I; (-

1

2

r.～(I ) - 2hlr.～ (i)-言+言 (一 言

｢~

lJ

,4
etH

rhH一
ー,Ae.1日‖■ー■

■

Hu

Li･"(i)-2hl2htn50'(i)一等)-rP(i)･･Ti]Ii

このルールの直観的説明は ､0.E.Rasslerによって導入されたpapersheetmodel[6】

を用いて行なうことができる【4]｡ また､G.BirmanandR.Williamsによって導入

されたtemplateを仮定すれば､ルールそのものを導 くことができる【7]｡しかしなが

らいずれの説明も､あらかじめ papersheetや templateの存在を仮定しており､亘
のような構造がいかにして生じるのか､また相空間の中でどのようなメカニズムで

カスケードが起こるのかについては不明である_｡次の章でこの間題について予備的

考察を行なう｡以上の議論は､2次元非自律系､3次元自律系に､及び一部分は3次

元非自律系に適用できるが､一般の次元への拡張が可能か､またそのときどのよう

なことがいえるのか､という問題は､まだ明らかでない｡これは極めて難しいテー

マであるが､それに対する1つのアプローチについて3章で述べる｡4章では､保

存系におけるトポロジカルな量であるマスロフ指数と､relativetorsionnllmberが､

同一のものである事を示す｡[8]

2 2n分岐の際のrewindingmechanism についての予
備的考察

1次元写像においては､周期点の一つが臨界点を通ることによって､2n 階写像の傾

きが正から負に変わり周期倍分岐が起こる｡2次元以上の可逆写像
･･･■

3,n-+1-a(Xn) (2)
-◆

においては､微分 dG2n(言)の固有値が､正から複素数を経て､負になることによっ
て､周期倍分岐が起こる｡この現象が､繰 り返し起こるメカニズムはどのようなも

のであろうか?これを､次のエノン写像を例にとって考察する｡
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H占nonmap

ェn+1 - -Byn+2C｡n+2戎

yn+1 =2:A

まず､一般の2行 2列の実行列の固有値問題を考える｡

A - (㍊ )

Aの複素固有値 を 入-A,+i入i(入i>0)､Aの固有値ベクリレel-eT,+ieTiと
する｡

AeT'=入eT.

このとき､Aを任意のベクトルに作用させる｡すると､回転方向は､i

(eT'.leTi) が右手系 =⇒ 時計まわり,

(eT.ji) が左手系 -⇒ 反時計まわり,

となり､この条件は､

b>0なら､時計まわり､ b<0なら反時計まわり

と書き表せる｡エノン写像の場合は次のようになる｡

原点が安定な場合､

A-(21C･-.B)
であり､b=-B<0なので 反時計まわりとなる.

次に､2周期解 (♂,y')が安定な場合は､-2周期解のひとつを原点にする変数変
換を行ない適当にスケールして､2階写像をつ くると､近似的にもとの写像と同型
とすることができる｡

TL
k
∵∵
I

が
症

聖

n-帽川U
(C.1
-β
iB)(

〇n-3*yn-y*
-B'y二十2CIxl+23;12,
3も,
82,

C'- -2C2+2(1+B)C2B2+3B+2≡f(B,a),
cl - 2(a+2㍍),C2-2(a+2y*)
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｢多自由度の力学系と幾何学｣

cl<0であり､座標変換によって座標系が､右手系 =⇒ 左手系 となるので､固

有ベクトルは反時計まわりに回転する｡ このように近似的な繰り込み変換を考える

と､固有ベクトルの回転の向きが､1周期と2周期で逆になることが解る｡

大雑把には､以上の議論でrewindingメカニズムが理解される｡我々は､実際の相
空間ではどのようなことが起こっているのかに焦点を当てたい｡

H6nonmapの数値計算
B-0の一次元の場合は､周期 n の軌道が頂点 ト音,一言)を通過するときに､ n

階写像の傾きが正から負になるoB>0のときには､どうなるかを調べ_るために､
次の事に注目する｡周期倍分岐のカスケードの後に現れるストレンジアトラクター

は､原点の不安定多様体の閉包と考えられる｡従って､原点の不安定多様体の構造

は､周期が増すにしたがって複雑化していくと考えられる｡ これが､周期解とどう

関係してくるのか?この様な観点から､我々は､周期解と原点の不安定多様体の関係

を調べたO図に示されているように､不安定多様体は安定周期解L_=漸近する｡ 当然､

固有値が実数の場合 (図(a))には､一方向から近づき､複素数の場合 (図(b),(d))
は回転的になる｡回転的になったとき､多様体は折 り畳み構造を有するようになり､

負になると､折れ曲がりを生じる｡そのとき､周期解は､折れ曲がりを通過した点

に位置している (図(C))0
勿論､多様体は複雑な微細構造を持つが､大まかには次のようにいうことができる｡

固有値が正 =⇒ 複素数 =⇒ 負になるとき､相平面での原点の不安定多様体と周期

点との関係を調べると､不安定多様体の折れ曲がり点を解が通過するときが､行列

のトレースが0になるときである｡

厳密にいうと､複素数のときには多様体の折れ曲がり点を定義できない｡固有値が

正と負のときに､解が多様体の折れ曲がり点の反対側にいるというべきである｡

以上は､まだ､予備的考察の段階である｡より詳細な解析は､現在遂行中である｡

3 ■高次元への拡張

高次元系への拡張として､次のような方向が考えられる｡

1.m次元の方程式系で､r次元とS次元の閉多様体のリンク数を考える(n-∫+
S+1).
2.2つの閉軌道を考えて3次元部分空間への射影をとる｡

ストレンジアトラクターは､不安定周期軌道の集合と考えることができるので､

2.の方法を試みる｡

簡単のため4次元自律系を考察する｡

影-F(i), 3--(31,22,33,I.)･ (3)

-◆

軌道を3次元部分空間に射影して､そこでの1)ンクを考える｡例えば､ (x2,2'3,3'4)

空間への射影を考え､そこでのtorsionnumberをni(1)とする｡ そのような射影は

4種類考えられるので､4つの数の組､(ni(1),ni(2),ni(3),ni(4)),を'torsionvector'
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n-iとよぶ｡同様にして､r-.I,L-が定義できる｡また､n-i-r-i+Lが成立 し､分岐の
連続性から次のことが示せる｡

(a)n-:-n-i,r7-rT,L-I-L-;ピッチフォーク分岐,

ruleII +
.
I

TgTLe
山判
m

こ
こ

fF
Tg

Jlrhリー
nu

e

巨
n-.･),r7-2r7 ;周期倍分岐,
ホップ分岐.

これらをチェックするために以下の2つのモデルについて数値計算を行なった｡

(1)modifiedLorenzmodel(4次元自律系)

ニ'

ニ

ニ

ニ

･c
I留

年

d
l出
d
訂

tl

y

Z

-o･(3-y),

rx-y-3;(a+W),

3;y-bz,

ka;2ICW.

ここで､ q- 16,a-4,C- 1,A-0.02｡rはバイフアケ-ションパ ラメーターで
ある｡

(2)coupledrotatormodel(4次元自律系)

d
一曲
d
L出

Wl- (rl-iwl)Wl-(cl-idl)Wl lWI L2+D(W2-Wl)+R,

W,- (r2liw2)W2-(C2lid2)W2IW, t2+D(Wl-W2)

Ⅵ早ま､複素数｡Irl-r2-0.4,wl-W2-C1-C2-dl-d2-1,D-0.04とする｡
Rは､バイプアケ-ションパラメーターである｡

ピッチフォーク分岐については､modifiedLorenzmodelにおいて (Tablet)､周期

倍分岐については､coupledrotatormodelにおいて (TableII)計算を行ない､rule
IIを確認 した｡

一万､2n 分岐の際のrewindingrule(A)は､TableIIからわかるように､高次元
では成立していない｡また､強制ローレンツ系 (3次元非自律系)での以前の数値

計算においても､

An(ll)三一号,△n(12)-書,△ni2)-一 書,
となった〔31｡これは､ルール (A)を満たしておらず､その結果､r と n について

のルールも満たさない｡これについては､P.Holmesにより､疑義が呈 されたが [7ト
再計算の結果､正しいことが確認された[5]｡したがって､高次元にお､いてはルール
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｢多自由度の力学系と幾何学｣

(A)が成立しないと考えられる｡これは､テンプレート措像が実験系などの高次元
系においては､安当でないことを意味 しているように思われる｡このような描像が

漸近領域で正 しいのか否かについては､今後の明らかにする必要がある｡

4 マスロフ指数とrelativetorsionnumberとの関係

Ⅳ自由度ハ ミルトン系において､マスロフ指数 〝は次のように定義される｡

座標 と運動量を す,pTとする｡a-o(i)を双曲型固定点とする｡

Z･o(t,-(霊((ii,,), q･0(i,-(qq.oil(7i-',)･PTo(i,-(p7.Oil(ti',)･
易 のマスロフ指数 pは､次式で与えられる【9]｡

p =土targ(detM(I)ト arg(detM(0))),

汀は､
(

〟 =

Sz.i-

q.1IiSpT1,- ,6q-N -iSp.N),

針

(4)

ここで､Tは､軌道の周期､Sz-i(i-1,…,N)は､品(i)の安定 (不安定)多様体に
接するⅣ個の独立なベクトル｡〟 は Ⅳ×Ⅳの複素行列｡ここで､

detM(i)-3;(i)+iy(i)･

p-三to(T)-e(0))-吉/.T
Xy~yX

x2 +y2
dt,

(8)

(9)

とお くと､

となる｡但 し､ x-pcosC,y-psinOで､丘はtでの微分を意味する｡ .

これを､relativetorsionnumberの式と較べると､〟-2γとなることが期待され
るが､実際､2自由度ハ ミルトン系において､これを証明できる｡

証明
2自由度ハ ミルトン系を3次元力学系 とみなす｡

H=PiZ13i+V(ql,q2).2m
エネルギー積分,H-E,は 3次元超曲面 Sとなる.
座標変換

q-,pT=⇒ I-,言- (x1,｡2,和,X4)T,T転置.
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運動方程式

a_

扇 ヱ =

C =

吐

弘
也

恥
地

軸
監

恒

怒
l語
t岩
塩
監
釜

pl

卯
一
L 姓

的
吐
eJl
弘
造

れ

吐

弘
也

他
姓

恥
地

軸

周期解 易 のまわりの線形化方程式

孟Si - (孟0- 1) (6詔か C-1孟 ( 針

Sx･- a-1( 諾 ) ,

111
nH
l

u

(12)

C;はZ--Z-Oでの値.〇4はEのみに依存すると仮定する｡つまりtz;4-COnStant)

が超曲面 Sとなる｡3次元空間(xl,I-2,33)を考え､琴4成分 34を省略する｡

(7)式の接ベクトル Sz-1とSz-2として速度ベクトル 品 とポアンカレ写像の固有ベ

クトルの時間発展 Szl(i)をとる. 従って､(8)式の x とyは､次式で与えられるO

〃｢一
〃】

1
2
t･8
∫U

如
.LCT
-

1
2

0
0

.〃丁.〃｢一
1

2

0

0

.p

..p

.

1

2
131(

～ - 1一

孟孟気 警賃詣 豪 射 盈 :ff)f3%A.蒜,孟 舘 '孟 宗.y吉宗 i=,覧 106誓 tLLTi
構成できる｡

3'あが る に対応させ､ベクトル a-とtを次式で定義する｡

こ

こ

T

α
T･C

42∇q1-41∇q2一身2∇pl+bl∇p2,
91∇q2-卓2∇ql+42∇plA-41∇p2,

ここで ∇-(怠,蓋,孟)T･このとき次の関係式が成り立つo
-◆

(義,aT)-0,(a-,Si)-I,(a,Sx-)-y.

ここで､直交基底 f̂1,f̂2andj3を次のように定義する｡

- 1～
f̂1-a ,j2-a , f ^3 - j l Xf̂2･
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求める動座標系は､

f-1- 品 tjl -

し
‖"l

HI
TlOX･′カーαhlU

f1- 品 {f̂2-

･T3-云:=31
【HHu

.I.T･i
4'榊
3..

(17)

-･● -
となる｡次の関係式が､簡単に示せる｡ Si-all+｡f2+yf-3.従って､この系で

〟-2γとなる｡

この関係式は､q-とp-のパラメトリゼ-ションによらないことも示される｡x一空
間での量を nE 等と表すと､次式が成立する｡

nI-Lc+r才,ny-Ly+ry･

p-2r才-2ry ,L-LC-Lyであ■るから､

n才-ny-L･芸･

となる｡

(18 )

(1 9)
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TableI.modifiedLorenzmodelにおけるピッチフォーク分岐

lらt 2nd 3rd

r=535.0 elgenValue 0.967 0.761 4.65*10-3

-●㍗ (0,0,0,1) (0,0,-1,0) (0,0,0,1)

i (1,-1,1,0) (1,-1,1,0) (1,-1,1,0)
-●n (1,-1,1,1) (1,-1,0,0) (1,-1,1,1)

r=527.0 elgenValue 0.994 0.759 4.34*1(ー-3

-.◆r (0,0,0,i) (0,0,ニ1-:6-) (0,0,0,1)

i (1,-1,1,0) (1,-1,1,0) (1,-1,1,0)

TableILcoupledrotatormodelにおける周期倍分岐
Tは周期を表す. *は､計算精度の範囲内で決定できなかった箇所である.

1st 2nd 3rd

R=0.28887T=10.0533 elgenValue -0.974 -4.87*10-2 7.18*10-4

･-㍗ ト書,一書,書,一書) (一書,喜,圭,一書) (-1,0,1,0)

Ll (1,0,-1,0) (1,0,-1,0) (1,0,-1,0)
-●n (一書,一書,吉,一書) (-吉,吉,一書,一書) (0,P,0,0)

R=0.28900T=20.1074 elgenValue 0.975 2.32*10-3 5.38*10-7

-.◆㍗ ト3,-1,3,-1) (.-3,1,1,-1) (-2.,0,2,0.)_
阜 (1,-1,-1,-1) (1,-1,-I,-i), (1,-1,-1,-1)
-●n ト2,-2,2,-2) ト2,0,0,-2) ト1,-1,1,- 1)

R=0.29885で=20.0685 elgenValue -0.992 -3.01*10-3 ･2.99*10--7

-㍗ (-i,i,i,i) (丁芸,一書,圭,-喜) (-1,0,1,0)

I (0,-1,0,-1) (0,-1,0,-1) (0,-1,0,-1)
-n- ト音,一書,号,一書) (-書,-書,吉,一書) ト1,-1,1,-1)

R=0.298885で=40.1369 elgenValue 0.998 8.50*10-6 -4;96*10-7

･...●㍗ ト3,1,3,1) (-3,-1,1,-1) (-2,*,*,*)_
I (-3,-3,3,-3) (-3,-3,3,-3) (-3,-3,3,-3)
-■'n (-6,-2,6,-2) (-6,-4,4,-4) ト5,*,~*,*)

R=0.30086T=40.1474 elgenValue -0.996 -1.01*10-5 5.39*10-7

-㍗ 上宝,一言,喜,喜) (-書,一号,吉,一 書) (-2,*,*,*)
L ..(-4,-3,.-1,-3) ト4,-3,-1,-3) ト4,-3,-1,-3)
-n (-2,-i,i,-i) (-守,一書,一書,一号) ト6,*,*,*)

R=0.300868で=80.2948 elgenValue 0.982 4.11*10-7 3.36*10-7

･｢■㍗ ト5,-3,5,1) (-5,*,*,*) (-4,*,*,*)
I (-21,-15,1,-ll) ト21,-15,1,-ll) .(-21,-15,1,-ll)
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(a)

/

lcI

(b)

(a)

●■●●●■■

■よし__一一-̀~_-I.- ･,-

エノン写像の2周期解領域における原点の不安定多様体｡B-0.30+は原点､口は

2周期解を表す｡

(a)入>0,(b)A-comple｡,(C)-A<0,(d)(b)の右側の部分の拡大図｡

- 433 -


