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l はじめに

自由度の大きな力学系の連動を理解するにはどのような方法があるだろうか｡リヤプノフ数､

エントロピー及びその拡張､パワースペクトル､アトラクタの次元等､力学系を特徴付けるため

の特性主としては革々な物が考案されている.

が､いくつかの量を定義して計った後で､その力学系を数値シミュレーションし､実際の時系

列を計算機のモ土タ-上に表示してじ一つと眺めるのが一番分かりやすい､と感じた事がある人

は多いのではないだろうか｡上に上げた様な特性量では系の情報が大幅に落ちている事と感じら

れるのがその原因であろう｡

しかし､｢実際に見てみるのが一番｣とは言ってもやはり限界はある｡第一､｢どのように動い

ているのか､は分かる (ような気がする)｣としても､時系列を実空間へ射影して眺めているだけ

では ｢なぜその様に動いているのか｣は直接見るだけでは分からない0
｢理解する｣と言った時に､どのように理解したいのかを少し考えてみよう｡我々は､ある系が

カオスであるか､カオスでないか､という事にはほとんど関心がない｡カオスである､という事

は力学系のごく普通の性質であるために､｢ある系がカオスである｣という事を主張しても､その

系について何かが分かった事はならない｡知りたいのは､｢カオスであるか/ないか｣ではなく､
｢どのようなカオスであるのか｣という事である｡

この場合､上で述べた様な特性量についても再考が必要である. というのは､多くの特性量は

｢カオスであるか否か｣の判定には有効であるが､｢どの様なカオスであるか｣を見るには不通切

な事が多い｡例えばある系のリヤプノフ数を系のパラメタを変えて計ったとして､リヤプノフ数

が0.1の場合と-0.1の場合とでは振る舞いが全く違う事は良く分かるが､0.1の場合と0.2の

場合とで系の撮る舞いが違うかどうかは分からない｡それよりも､リヤプノフ数の揺らぎを見て

みた方が､例えばハミルトン系の場合には､トーラスへ張り付いたり離れたりする運動の有無等､

良く分かる事が多い｡おおむね､平均値よりはその揺らぎの方が､漸近的な値よりは局所的な値

とその分布の方が､その系のダイナミクスをつかんでいる事は確かであろう｡ が､それだけでは

多自由度の運動を理解するにはまだまだ不足している物が多い｡

この小報告では､-多自由度の力学系のダイナミクスを理解するための古くで新しい方法を2つ､

具体例とともに紹介したい｡一つは ｢相空間の解剖｣という直接的なアプローチであり､もう一

つはハミルトン系やsymplecticdynamicalsystemSに対してgeneratingfunctionの持っている
情報を活用する事である｡

2 相空間の解剖 ′

相空間の解剖､それは-､端掛に言えば､運動の多様毒 (非定常さ)を欄空間の中の多様さ (非

一様さ)と見直し､相空間の内部の構造をつぶせ)に調べ有事で運動の複雑さを理解すると言うア

プローチである.つぶさに調べるに当たっては､可視化が重要である｡

相空間の点を指定すれば時間発展が一意に定まっているので､このアプローチにより､｢でこ

ぼこなポテンシャル面+熟揺らぎによるダイナミクス｣を超える事を期待している｡弱点は､棉
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空間を始めから規定してしまうために､系の自由度が変化してしまう様なopenendedevolution

8yStem には通用できない事である｡

相空間の解剖の例として､globallycoupledsympecticmapにおけるクラスターの形成と崩壊

現象を挙げよう｡ 【21これは､次の様な大域結合型の保存系のcoupledmapにおいて自発甲に構
造を形成する物である｡系は単位円上にN個の粒子があり､粒子iの角度 (を2qで割った物)杏

座標3.I.それに共役な運動量をp.･tL､(ci,Pi)→(3li,P:I),i-1,2,-,N として､時間発展
法則は以下の様に書かれる｡

pli-Pt･+
〟

2q N-1,tTl

一Ⅳ

∑ sin2q(I,･-I.･),K:real,司.=Ci+p;･mOdl･ (1)

初期条件の違いにより､この系は次の2種類の時間発展を示す｡一つは"クラスター状患"､即

ち､orderⅣの粒子がからまって運動する相であり､もう一つは"一様乱雑状態"､即ち､単位
円全体に粒子が分散してばらばらに連動している相である｡
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Fig.1;Clusteredmotion.
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Fig.2:Non-clusteredmotion.
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これらの図は系のパラメタが全く同一の物で得られている.唯一異なるのは､クラスターを作

る場合は初期条件の運動量が小さく､一様乱雑状態では､初期条件の運動量が大きい､という事

である｡

この系は離散時間上で定義されているので､エネルギーは保存しない｡時間発展は8ymplectic

∑r=l血î dp.･-∑r:ldXlî dp'i,なので､相空間の体積要素は保存する｡
この2種類の運動を理解するために､以下の解析を試みた｡詳細は文献【2,1】を参照されたい｡

●リヤプノフ･スペクトルおよびベクトル

.各状態の滞在時間分布

●各状態の相空間内での分布

●各状態におけるリヤプノフ数の揺らぎ

まず､クラスター状態でのリヤプノフスペクトルが､みな正であった事から､クラスター状態

もカオスである､即ち､クラスター自体の運動も､クラスターを構成する粒子の内部運動もカオ

スである事が分かった｡そこで､クラスター状態と一棟乱雑状態という､2種類のカオス状態が

相空間内に共存している事がわかる｡すると､この2種類のカオ不状態は相空間内で連結してい
る事がわかる｡(連結していないとすると､トーラスで分割されている事になるが､いま系は多自
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由度なので､Ⅳ次元のトーラスは2Ⅳ次元の相空間を分割することはできない｡)このため､系は

クラスター状態と一様乱雑状態の間を時間的に移り変わる事が予想される. その結果､各状態で

の滞在時間は､図の様に､
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とまとめられる｡このような時系列の特徴の違いはリヤプノフ数の揺らぎにも共通にみられる｡

【21
また､クラスターを形成する様な初期条件が相空間内のどこに分布するか(Fig.5)を見てみる

と､それは､系の (短時間で見た)軌道不安定性が小さい領域 (Fig.6)と極めて良く-敦し､運動

量空間の原点の回りに自己相似的構造を作っている｡

･0.5

0 Z 2.5

Fig･S!(Pl,P2)平面上でのクラスター領域の分

布｡白い領坤がクラスターを作るような初期条件.

詳細は【1】参照｡Ⅳ=4,∬=0.2.
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こうして､様々な物理量を援用しながら､相空間を切り開いてその構造を直接調べる事で､こ

の系の理解が深まった｡

以上から､この系でのクラスター形成と崩壊は､

･相空間内に､クラスター状態を作るカオス領域と､クラスターがな▲いカオス領域が共存して

いて､系はその両者の間を行き来する｡

●クラスターを作るカオス領域は､ハミルトン系カオスの相空間に基本的なトーラスや周期解

の残骸のつくる自己相似的階層構造のなかにトラップされた物と理解できる｡即ち､カオス

である事に依ってクラスター構造が形成され､維持されている｡

と理解できる｡

3 generatingfunctionとその応用

ここではこれまでトーラスの判定存在に使われていたactionprincipleを､相空間の構造を調

べるために使って見る｡基本的な計算の方法は【31と同様である｡
カオスの性質を数値的に調べる場合､リヤプノフ数を見るのは基本とされている｡ が､本当に

リヤプノフ数を知りたくてリヤプノフ数を計算している場合は少ない｡むしろ､本当は系の不安

定性 (とその時間軸上での不安定性 ･安定性の混じり具合)が知りたいのだが､便宜上リヤプノ

フ数を計算している事が多い｡リヤプノフ数が好んで計算されるのは､カオスである事を確認出

来るためと､数値計算が容易であるためであると思われる｡実際にリヤプノフ数から分かる事が

それほど多く無いのは前に述べた通りである｡ また､リヤプノフ数は無限時間で定義される量だ

が､短時間での量をうまく定義するのは難しい｡

系の不安定性を見る指標については､(Ⅰ)Lyapunovexponent,(ⅠⅠ)測地線の曲率､ (ⅠⅠⅠ)作

用あるいは (正準変換の)母関数の2階変分 が知られて.いる｡ここでは3番目の､generating

functionの2階変分♂GBこついて考えてみようoこれは､量子カオスでvanVleよdete-中nt
と呼ばれている物と同じ皇である｡

sym plectic-appingに対しでもgeneratingfunctiona(3,X,)､nPi-一芸,p,.･=芸 ,を導
入する事で時間発展は連続時間系同様に変分

6G(I,x′)-0 (3)

の形に書かれる｡以下ではsymplecticmappingについて述べる.堺下では･generatingfunction
の事をactionと呼ぶこともある.

3.1 minimalactionとregularorbit

解析力学では､作用積分の変分から運動が規定される事を ｢最小作用の原理｣と呼ぶ事が多い

が､実際に使うのは作用が停留値を取るべLという要請である｡実際に実軌道に対して作用が極

小になっているかどうかは軌道に依存する｡次の定理は､多くのカオス的な軌道では作用は最小

にならない事を示唆している;

定理 Symplectictwistmapにおいては､Lagrangegraph上の全ての軌道はminimalactiohを

持つ.ここで､Lagrangegraphとは､ある函数朗鳴 って､_p=学 の形に大域的にかけ∂x
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系 actionが最小にならないような軌道のsegmentがある場合､その軌道はLagrangegraph上

には無い｡

Lagrangegraphは上記のようにregularorbitの一種である｡

運動量が座標の関数として2価kなってしまう様な場合(運動の転回点を含んで､p-土V2(E-V(3))
という記述が避けられない場合)には､regularorbitであってもgeneratingfunctionの2階変分

が正定借で無く､d2G<0 となってしまう事があり得る｡(これはたとえば調和振動子で作用積
分を計算して見ればわかる.)このため､d2G の正定借性は､orbitがregularである事と同値で

はない｡が､rotationalinvariantcircle等､多くの重要なregularorbitがこのクラスに含まれて

いる｡

MacKayら【31は､これを_KAMtorusの存在判定に援用した｡ ここでは､｢トーラスがあるか

否か｣即ち ｢カオスであるか否か｣では無く､｢どの様なカオスであるか｣についてこの方法を拡

張してみる｡

例えば､二階変分d2Gの値を見ながち系の時間発展を数値的に追うとする.ある軌道はある時

間の後に2階変分が負となるであろうし､また､たまたま初期条件がLagrangegraph上に置かれ

たため､2階変分の値は正定借となることもあるであろう｡そこで､各初期条件に､d20の値が
負.となるまでの時間を対応させることが出来る｡1これを相空間上に図示して見ると､安定多様体

が自動的に浮かび上がってくる｡これをstandard-app,-p･芸 sin2qX,3′-3･p',-Odl
に対して図示したのが次のFig.7である｡

此血 dm叩.bl.2

･0.5

bg(steps)toFeAChalconjugateTX)iJtt

0 50

k芦0.5,b=0.05;x2=0,p2=0

0 Xl 1

stepsH R .point
O 128

Fig.7:Standardmapでの初期条件と,d2G<0 Fig.8;Coupledstandardmapでの初期条件と
となるまでの時間O白い部分が安定多様体にあた d2G<0となるまでの時間｡
る｡

ld2G<0となる点は､連続時間の系で共役点conjugatepointと呼んでいる物と本質的に同じである｡

-416-



｢多自由度の力学系と幾何学｣

この様にして安定多様体が見えてくる理由は簡単である｡系が安定多様体の近くにあると､そ

こからほほ安定多様体に添って運動する｡この時､安定多様体がその不動点 (あるいは周期点)に

近くなるにつれて運動は極めてゆっくりとなる｡ こうして､安定多様体の近くの点は極めて長時

間の問あたかもLagrangegraph上にあるかの棟に振る舞う｡

この方法は系の次元によらずに定義されているので､多自由度の系の相空間を調べる方法とL

ても有効であると思われる｡たとえばcoupledStandardmap

p,,･=p･･･去 Sin2- ･･･芸 sin(3,･-3t･),3'i-Xi･p'i-,i=1,2,3lfi,-odl (4)

の也l,｡l)平面で行なうとFig.8の棟になる.4次元の相空間の中で安定多様体がうねっている
様子が措かれている｡

高次元への拡張は straightforwardであり､安定･不安定多様体の相互関係､特に､低次元系
の直積としては表わせない物を調べるのに有効であろうと思われる｡
一方､d2G<0となる点 (初めてとは限らない)は相空間上でどの様に分布しているのであろ
うか?この点は､いわば､系がregularorbitから外れる点､であるから､ChaoticSeaの中や重要
な役割を持っている可能性がある｡定義上はこの点は初期条件に依存するが､長い時系列の中で
その様な点の集合を取 ってみると､その集励ま初期条件にはあまり依らない様である｡Fig.9,10
は､8tadldardmapのある1本の軌道に対してd2G<0となる点を描いた物である｡
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Fig.9;Standardmapの1つの軌道上でd2G<0 Fig.10;Fig.9の拡大図.
となる点｡∬=1.2
これを見ると､Chaoticseaの中は一様では無く､d2G<0となる点､即ち､系がregularorbit
から外れると見られる点は､相空間の中の限られた領域に局在する｡ この領域は一見､引き延ば

し･折りたたみの構造の様にも見える｡d2G <0となる点が集積している部分を拡大して見ると､

葉状の積層構造に見えるが､これが何を意味しているのかは今後の研究を待たねばならない｡
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