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0.はじめに

カオスを考察する際の幾何学的枠組みとして,主にトポロジーが用いられ,数多

くの成果をあげてきた.これ●は基本的に力学系を離散時間系に還元する枠組みであ

る･従って,解析的な特性を持つ連続時間声では,与の特性･を十分に活用することが

できず,定量的な議論や微細な性質の考察が困難であり,しばしば解析的な手法が併

せて必要とされる.

ここでは痩素解析性を持つ常微分方程式系を考察の対象とする.系の複素解析性

を基本的な枠組として使い,トポロジーた加えて代数幾何学 (初等的な)を考察の道

具に取 り入れる.特異点の回りの性質を大域的に接続して,ある程度代数的な議論を

おこなう.その結果,ホモクリニックカオスにおける,安定多様体と不安定多様体の

分離が始まる際の臨界的挙動や,非等方ケブラー問題におけるカオスの発生機構等,

トポロジー的手法だけでは扱えない不変集合の微細な構造をみることができる.

1.代数幾何学的手法

対象とする系はn次元力学系

空域
dt_-A(I?J･(i))-0 (1)

であり,∬:C-Cn,A:C-1-cmで,人は C-1上ほとんどいたるところ解析的な
関数とする･この系を対象にするの帆 物理的にみてかなり一般的であり,系の複素

解析性により取 り扱い易い性質をもっているからである.この性質は例え畔､力学

的要素が解析接続できる,また,人がパラメーターを解析的に含むときに各要素もこ
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れに解析的に依存する,といったものである.さらに,時間 tが実数であれば実の初

期値 xoに対し,系のフロー Pfは,

pt(a･o)∈Rnuf∞)n (2)

を満足するものとする.

ここでは系の力学的な諸要素,例えば,解,不変集合等を,各要素上で 0になる解

析関数全休によって捕らえ,それらのつくる代数も利用し,系の振舞を解析する.

Ex.1･.ある集合が和と積の演算に関して閉じているとき,これを環と
いう.明らかにCnの開集合 U上の解析関数全体 0は通常の和と横の

演算に関して環をなす.力学系の解 a･(i)杏,

I-巨.(i)上で0忙なるU上解析関数の全体 ) (3)

と同一視することができる.明らかにJは､

h∈0,I,9∈I,

≠

hfEJ,

∫+♂∈J,Jg∈J,

(4)

という性質を満たす.一般に,環 0の部分集合 Jがこの性質を満たすと

き,Iを0のイデアルとよE.また,このようK:多様体上で 0になる適

当な関数全体をその多様体の定義イデアルとよぶ.

こうした手法の導入により､

･不変集合

･多様休の特異点 (解,不変集合の)

･局所的性質と大域的性質の関係

･柴草同士の代数演算 (掛け算,割 り算)

の取 り扱いが整理できる,続く章でこれらをカオスの解析に利用する.可積分系で

紘,例えばこのうちの 2つを整理することにより,次の定理を簡単に証明できる.

Th.1:系が代数的に積分可能.⇔ 系の標準形の解は代数的特異点の

みを許す (WealiPainrev6特性を持つ)･
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Proof..(outline)まず必要条件を示す･解軌道の適当革連結成分を

S-(I(i)⊂CnnULi∈C) (7)

とおく.ここで Uは適当な開集合である.仮定より解は多項式の零点と

して表せるから,その定義イデアルを

I(S)-lS上で0になる多項式の全体 ), (8)

としたとき,零点定理よりJ(β)と代数多様体 βとは1対 1に対応する.

Cn上の多項式全体の環をC回 とおき,環A(S)杏

A(S)-C回/I(S), (9)

で定義してやれば,I(S)は素イデアルであるから,A(S)は整域となり
その商環 ∬(β),は体になる･正規化定理より∬(β)は超越次数 1の体

C(丁)の代数拡大と同型である･ところで代数関数論から,この代数拡大

体と,無限遠点も含め局所的に,丁.のPuiseux級数(有理形分岐ベキ級数)

で表されるRicmann面上の複素関数の全体とは同型になる.時間を適当

に伸縮すれば新ためて T を時間 tにとりなおす (系の標準形-の変換)

ことができるから,標準形の解はPuiscux級数で表される.十分条件は

こ_こまでの証明の流れを逆に辿ればよい･QED･
つ

2.大域的積分と局所的積分

2.幸では,ここでの解析の最小単位である局所的積分の概念を整理する.

大域的 (有限多価)積分 4?(3)とは,Cn上有限多価でほとんどいたるところ解析

的な系の保存量である･局所的(1価)革分 ¢,･(a･)(i-1,2,･･･,n-1)とは,ある開
集合 U(⊂C-I)上のみで 1価解析的な保存量である･逆にいえば,局所的積分は,そ
の値に有限多価性が要請されたときにその定義域が局所的にしかとれないものを含

む.重義坂の方に大域性が要請されたとき,もし自然境界が鈍いとすれば,一般にこ

れは無限多価になる.この(大域的)無限多価積分と局所的(1価)積分は同じ積分の

異なる定義域の上での表現である.ここでは,必要に応じてこれらの表現を使い分け

ながら議論を進める.

大域的積分は橿めて限られた系にしか存在しない.これが,n-1個完全に存在

する系を可積分系とよぴ,特にその全てが代数関数で表せるとき代数的可積分系と

よぶ.可積分系では,解曲線は集積的な挙動を示さない粗で滑らかな曲線になり,特

にフローがコンパクトなときは単純な閉曲線になる.局所的積分はどんな力学系に

ち,A(a･)が0でなくかつ発散しない点の近傍であれば,7i-1個存在し,次の性質を
もつ.
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･摂動に対しても存在.摂動パラメーターに解析的に依存.

･集積的に振舞う解曲線を定義しうる.

･U上で rank(∂動(a.)/∂alJ･)-n-1がなりたつように選べる.

局所的積分を U上非退化になるように選んだ場合,(¢1,¢2,･･･,_Qn-1,i)がそこで
の局所座標にとれる.大域的積分は時間を含まないから¢(U)(⊂Cn-1)を含む近傍
上の解析関数として常に

◎-¢(¢1,¢2,- ,¢n_1) (10)

と表せる.一万,°は U上で退化して特異点を持つ場合があり,特定の近傍上では

大域的積分をどのように選んでも局所座標にとれないことがあることに注意.

無限多価積分は必ずしもカオス的な運動を引き起こすわけではない.例えば準周

期運動を定める積分は無限多価である.少なくとも,カオスが発生するためには,解

の構造に次の条件が必要である.

･フローがコンパクト.

･解が空間の一部を璃密にうめつくす.

･解が滑らかな低次元多様体上に束縛されない.

これを対応する積分の構造に翻訳すれば次のようになる.

･積分面の実空間での断面がコンパクト

･実空間で積分が無限多価.

･積分面が集積的にねじれる.

これらが琴際にどのようにカオスと関係しているかについては,4･章,5･章の具体的

な力学系で議論する.

3.不変集合とその表式

この章では,系の不変集合をその上で0'になる解析関数の全体(不変集合の定義
イデアル),により定式化しその性質を調べる.
まず系のベクトル巷を

･-∑頼･)at･･at (ai-孟 ) (ll)

▼1

uL→i!

とおく･もしあるベクトル場 Wが通常の交換子横に関して【Ⅴ,W】.-0を満たすな
ら,解(al(i),i)は変換 exp(Cw)(at(!),i)によって解に写される･このベクトル釜は
系のシンメトリーとよばれる.
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多様体 M の定養イデアルをI(M)とおく.基底定理よりJ,･(M)-0をみたす
適当な解析関数 fl,f2,･･･,fL･をとれば,

I(M)-(alfl+a.lf2+- +akfkI∀a.･∈0,I.･∈01 (12)

と表現できる.このF,･(i=1,2,･-,A)をイデアルI(M)の基底とよぶ.0は適当
な領域上の解析関数の全体とした.このときⅤが解析的である領域上で

vJ(〟)⊂∫(〟) (13)

がなたつことと,M が系の不変琴合K:なっていてI(M)が系の不変集合の定義イデ
アルになっていること,Jとは必要十分になっている.

Ex.2:

(1)◎を積分,Cを定数としたとき,明らかに, 'D(.T)-C-0はn-1次
元不変集合を定める.イデアル

I(C)-ta･(中一C)la∈0)

の任意の元 m (≡αm(◎-C))に対し

(14)

vm - (van)･(〇一C)+am･Ⅴ(◎-C) (15)

- (Ⅴαm)･(◎-C) (16)

がなりたち,Yが解析的な領域上で Ⅴαmも解析的であるから,vm は

I(C)の元になる.つまりvI(C)⊂I(C)である.

(2)fl,f2,- ,fn-1■(50)が適当な領域上で独立で,
∩-1

vf,･-∑ai,･f,･(i-1,2,.･･,n-1,ai,･∈0)
J=1

がなりたつなら,fl-f2-･･･-fn_1-0は解軌道を定める.

(17)

不変集合は局所的積分により琴示できる･局所的積分による U上の局所座標

杏 (¢1,¢2,- ,¢n_1,i)としたとき,不変集合の定義イデアルの基底として,tを

含まず ¢iだけに依存するfl(a),f2(a),.-,fk(a)がとれるのである.ここでネ-
(¢1,¢2,･･･,九一1)とおいた.

Proof･･(A-1のときのみ) この局所座標では,V-∂,であるから,

vJ-∂fJ-αJ(α∈0) (18)
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がなりたつ.与れをJに関する偏微分方程式とみなして解くと,■

f(a,i)-exp(ra(a,i)di)･i(i) (19)

{･なくてはならない.la(U)L≪ ∞ なので最初の因子はU上で 10にな

らなず不変集合の定義には関与しない(このような因子は単元とよばれ

る).従って ネだけに依る因子 jを基底に選ぶことができる.QED.

イデアルの定める不変集合の大域的性質はその基底の性質に支配される.という

のも,開集合 U上で基底fに対してvf-afがなりたつとしても,fがCn上では
無限多価に解析接続される場合があり,不変集合も閉じた多様体にならない,といっ

たことがありえるからだ.このような事態は,例えばポアンカレマップの双曲型特異

点をなす周期解の回りで発生する.またこの場合,基底の無限多価性は不変集合の多

様休としての特異点と関係している.

Ex･3:実質的に3次元であり,周期解p(i)が双曲的特異点をなし,そ
,の回りに大域的積分 中が存在する力学系を考えも.

中は安定多様体や不安定多様体上で 0になるようにとっておく.周期

解の点p(io)の小さい近傍 Uoをとると,この近傍で明らかにⅤは0でな

く正則になる.従って,局所的積分 ¢1,¢･)杏,'l'-¢･L¢2が成立し,Uo上

非退化であるように,さらに,¢1(3;)-0が安定多様体 T4/tyを,¢2(1･)-0
が不安定多様体 Wu を定義するように選ぶことができる.Uo上の不変
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集合 W,･で,その定義イデアルの基底がf.I-4･i-Ci(C.1≠0,i-1,2)
であるものを考える.W,･を周期解に沿って 1周期程度時間発展させ,辛

びU.上に至ったものをrWiとおく.

rW.･は周期解を中心にWiをずらしたものになっているので,食い違

いが発生する.従って,この不変集合は閉じておらず,局所的な意味しか

持たない.この局所性は定義イデアルの基底の局所性あるいは多価性に

よりもた･らされる.I.･を周期解に沿って解析接続すると無限多価になる.

逆にいえば,非退化で 1価の解析関数では,この不変集合を局所的にし

か定義できないのである.

ところで ¢1¢2は大域的積分 ◎になり,fl･1(17J･)-¢1¢･l⊥cIC･Lは周
期解に沿って解析接続しても1価である.

従ってf12-0の定める多様体 W12は大域的不変集合になる.W,･と
W12の形状の違いに注意.また,'I'は明らかに(可¢1(I),干0)∩(可4･2(I)-
0)上,つまり周期解上で退化する･この場合,積分の非退化性が失われ,

不変集合が多様体としての特異点を持つ代わりに,積分の 1価性が成立

している･ことに注意.このことがrホ阜クリニックカオスの発生と深い関

わりを持つことを5.章でみる.

4.非等方 Kepler問題

この章では,非等方 ltepler間駿を取り扱い,系がカオス的な挙動を示すと考,そ

の不変集合が集横的挙動を示すことをみる.

非等方 Kepler開度はパラメクー 〃によりKepler間唐を歪ませた 2自由度

Hamilton系であり,そのハミル トニアンは

H-喜(.pp2･q2)-

である･運動方程式は,I-(a.,y,p,q)とおくと,

a

扇Z=

ILl7

q

-a･(a･2+y2)13/'1
-y(32+y2)~3/2

-:A(I)

(20)

(21)

で与えられる.系は相似変換9(e)(I,i)-(02/33,02/3y,e~1/3p,o~1/3q,ot)で不変
であり,この無限小変換

vB-吉城 ･ 言 ya y 一 言pap一言 qaq･ ∂ `
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はシンメトリー になる.明らかに【Y,Ⅴβ1-0がなりたつ.
この系には,相似変換で変化しない,相似不変解

Ll(i)-(0,all.2/3,0,a2tl3/1)
L2(i)-(blt2/3,0,b･1113/1,0)

が存在する.ここで a.I,biは定数である.この解の近傍では相似変換を利用して,局

所的積分が解析接続されていく様子がよくわかる.ここでの不変集合の按舞を通し

てカオスの生成状況を解析することができる.

各相似不変解の構造は同じであるから,点 Ll(1)の近傍 U上で考察を進める.U

上で非退化な局所的積分で解軌道Ll(i)上で 0になるものを 4･1,¢･L~とおく.相似変
換は解を解に変換するから,積分を積分に変換し,

9(0)¢i- ¢.･(9(e)x) (25)

- Fi(0,¢1,¢･L,H) (i-1,2) (26)

がなりたつ･この変換は,局所的積分の定義域をd(C)Uにまで拡張するから,この上
-の局所的積分の解析接続を与える.その無限小変換をとり,

vB( 44: ) = (;.:'(Sll;冨2,:HH',) (27,

･'(:･oA_)(宝)･o(42, (28,

がなりたつことを示すことができる.ここで 入+,A_紘,解 エlの回りでの特異点解

析によって得られる局所的積分のKovalevskaja指数であり,

1-8(〟-1)
(29)

である.9/8<pのときIm人士≠0となり,QA1-¢1+42,4̂2-√7(¢1-¢2),入J,-
Re入+,lI-lm 入+,とおけば,

eq(GVB)(34:) -0人R(
cos(入J･logβ) sin(入∫･logβ)

-sin(lI･logO) cos(lI･logC))(宝)･o(42,(30,
であることがわかる.

従ら† 与の歩合,この解析接続は無限多価になり,これから作られるイデアルは

lime_09(0-)Uの東城に,回転が集積する不変集合を定義する.
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実際,数値計算 【11によっても,こ?ような解の挙動が示されている･またこの集
積的構造が存在する場合のパラメーター値に対して,カオスが観測されている.解が

一時的にこの不変集合に囚われた後,回転の集積部分で振 り放され,過去の記憶を失

うことがこの系のカオス発生の機構であると考えられる.

p<9/8のとき<･も特殊な値を除き,積分は無限多価になる･LやlLこの場合転

不変集合は集積的な振舞を示さないので,(少なくとも激しい)戸オスは発生し左い･
数値計算でもこのことは確かめられている.
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5.ホモクリニックカオス

この事では,不変集合を定めるイデアルの代数的構造を利用して,3.章のEx.2の

系に摂動を加えたものを考察する.これから,摂動によって安定多様体と不安定多様

休の最初に分離の始まる点(PIP)をみるt

3.幸の記号等はそのまま流用する.まず,必要な記号と概念を定義しておく.無

摂動時のホモクリニック構造を持つ不変集合をWo⊂iat∈C''l'D(L･)-01とおき,
これを含む適当な Cnの領域をD とする.D.は内部を含むトーラス状の形をして

いる.

図 4.

し

積分 0(a･)は,D上全休で 1価廟折的とし,W.はD上で既約とする.W.がD

上で既約とは,中がU上の解析関数 fl,f2により,¢-flj2と横に因子分解できな
いことをいい,分解できることを可約という.ここで考える摂動項は,D上で解析

的なものだけにする.摂動パラメーターをEとおき,i-0を無摂動系にとる.双曲

型特異点をなす周期解を取り巻く適当な近傍をUpとおき,Up上の双曲的不変集合

をⅥ/p(0)(⊂Wo)とおく･十分小さい摂動に対して,周期解が存在し,Ⅵ/p(e)が解析
的多様体として存在し続けることを仮定する.

系の解析性により,十分小さい摂動に対して,U.上で Eに解析的に依存する局
所的積分が存在することを示すことができる.この積分 pl(E,JJ･),P･1(E,a･)が,

¢1(.I.)- Pl(0,･t.),¢2(a.)-P2(0,･t･). (31)

Wp(E)nUo-ta･∈Uofpl(E,a)-0)∪(･L･∈Uolp･1(C,I)=0) (32)

を満足するようにとっておく.
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3.章でWo.o多様体としての特異点が周期解軌道になっていること,また局所的
積分は無限多価性を持つ代わりに,特異点の無い2枚の多様体を定義しそれらの交

点がIJT/Oの特異点になっていることをみた.これは代数的にみれば,'l)はUo大域的

なD上では既約であるが,局所的なUo上では'I'(･t･)- pl(0,･?J･)?･2(0,a･)と因子分解
され可約になってしまうことに対応する.

以上の準備の下で次の定理をいうことができる.

Th.2:中は周期解軌道を除いて D上非退化とする.このとき,非摂

動系で,U.上で W.を定義する非追化なイデアルの基底 (ここでは

¢1(x),42(x))をそれぞれ安定多様体,不安定多様体に沿って解析接続す
ると,どんな基底をとっても,どちらもWo上に特異点集合をもつ.この

嘩異点集合が同一のときは,安定多様休,不安定多様体を定義するイデア

ルの基底は,それぞれ,この特異点集合の所で入れ換わる.

この特異点集合を入れ換わり特異点 rp とよぶ･入れ換わり特異点は安定多様休,不

安定多様休をくっつけると同時に入れ換えることにより,大域的に可積分な状態を

つくりだしているのである.
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特異点集合が唯一の場合,明かに,その位置は一意的であるが,複数ある場合で

ち,最も遠くまで解析接続できる基底をとることにより,一意的に決まる.また,こ

れは非摂動系に存在するので,具体的に位置が計算できる.定理の証明には代数的手

法を使う.この証明は長いので,残念だが結果を認めて先-すすむ.(必要な方ほど

連絡下さvl･ブレブリントが出来上がりしだいお送りしま千･)

摂動が加わっても,双曲型特異点付近の構造は,局所的積分が存在し続けること

により,ほとんど変化しなvl.しかし,大域的な可積分状態は一般にただち咋失われ

る.これは入れ換わり特異点が摂動により消滅し,安定多様体と不安定多様体が入れ

換わる与となく,剥がれたり,交差することによると考えられる.

十分小さヤ摂動に対してまずこの消滅が起こるから,ホモクリニックカオスにお

け争PIPは,もし出現する阜すれば,入れ換わり特異点の近くに出現することが主
張できる.このようにして 2つの多様体の横断的交差さえ生じてしまえば,あとは,

よく知 られた手続き･により,不変集合に無限回の交華の集積が発生し,系はカオス的

挙動をみせることが示せる.

5.まとめ

これまでの手法に加え代数幾何学的手法を取 り入れ,複素解析性を持つ力学系を

考蕪した.この結果をまとめておく.

1代数裁何学的手法を準備し,それにより,代数的可積分系がWcal(Paiulev6特性
を持つことを簡潔に証明できるのをみた.
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2局所的積分の解析接続を考察し,系がカオスになるためには,単にその積分が無

限多価になるだけでは不十分であり,さらに,積分面が集積的な揖舞を示すことが必

要であると推察した.

3 非等方 I(cpler開度では,系がカオスになるために,2が満たされており,無限多

価積分の作る不変集合の回転の集積がカオスの原因であるのをみた.

4 ホモクリニックカオスでも,2が満たされていることを確かめた.代数幾何学的

手法を通じて,安定多様体と不安定多様体の定義イデアルを入れ換える特異点の消

滅により,これらが交差等を生じることをみた.また,この交差虹よる不変集合の集

積がカオスの原因であること･をみた.
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