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緩和過程のモードとしてのクラスター

慶大理工,阪大理A 高野 宏,宮下 精二A

1.背景

ランダム ･スピン系において､ランダム ･スピン系の相転移温度Tcrandomより上のある

温度範囲(グリフィス相と呼ばれる)において緩和現象に異常が現れることが議論されてい

る｡1-5)これは､ランダム･スピン系においていくらでも大きい "強磁性的"クラスターが

有限の確率で存在し､クラスター内のスピンの緩和時間がこの温度範囲ではクラスターが

大きくなると非常に長くなることのために生じる｡

例えば､d次元の希釈強磁性イジング模型や土Jイジング模型の場合､ランダムでない強

磁性イジング模型の相転移温度をTcPureとすると､TcL●a)-dom<T<TcPureの温度範囲がグリ
フイス相であり,この温度範囲においてスピン自己相関関数が

q(i,=詣 qi(i,-妄g(si(i,Si(0,, - expトC(lnt)a/(a-1,]･ (1)

のように非指数関数的緩和を示すことが画論的た予想されている｡これに対し､モンテカ

ルロ･シミュレーションの結果は､希釈イジング模型､土Jイジング模型に対して､q(i)の

緩和はq(i)～expl-DtP]ただし 0<β<1.のように"引き伸ばされた指数関数"的に見
えている｡6-12)

(1)式を導く理論の概略は以下の通りである｡系がフラストレートしていない "強磁性

的"クラスターに分けられ､系の長時間の振舞いが､これらのクラスターが独立に反転す

る運動で決ると仮定する.d次元系で､スピン数n～n+dnのクラスターを考える｡1つ

のスピンがこのようなクラスターに含ま咋る確率をP(n)dn､クラスター中の最長の緩和時

間(クラスター全体の反転時間)をT(n)､クラスター内でのスピン1個当たりの 儲̀化"の
大きさをm(n)とする.このとき､q(i)は､

q(i)と/dnP(n)m2(n)exp卜L/T(n)]･

のように表される.P(n)､T(n)､m(n)はnの大きいところで

P(n)～expl-cn],T(n)～eXp【qn(a-1)/d], m(n)～ m

(2)

(3)

のように振る舞うと予想される｡これらの振る舞いを(2)に代入し､積分を鞍点評価する

ことにより､(1)が得られる｡

これまでに､ボンド渡度pがパーコレーションのしきい値pcより低い2次元ボンド希釈
イジング模型に対しモンテカルロ ･シミュレーションを行ない､以下のことを明らかにし

た｡8)系は有限のクラスターに幾何学的に分かれるが､各クラスター内の最長の緩和時間

の分布が理論の予想と合うことがわかった｡さらに､この緩和時間の分布から､q(i)の "引

き伸ばされた指数関数"的緩和が説明できることがわかった｡結局､理論の予想(3)は正し
いが､漸近形(1)に対する補正が大きいと考えられる｡
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p>pcの希釈イジング模型の場合､独立に反転運動をするクラスターをどのように定義
すればよいかは自明ではない.2次元 土Jイジング模型に対して､スピンごとに緩和時間

を測定し､希釈イジング模型と同様の結果を得ているが､ll)この場合にも､クラスターの

定義がはっきりしない｡

以下では､ランダムスピン系において緩和モードを見出す方法､12)遅い局在 した緩和

モードをクラスターと見なせること､12)j=Jイジング模型に対する結果12)Lおよびp>pc
のボンド希釈イジング模型に対する結果について報告する｡

2.緩和モードとしてのクラスター

以下では､シングル ･スピン･フリップの動的イジング模型を考える.時刻 tにスピン

配置Sをとる確率をP(S;i)とするとき,マスタ-方程式は,

孟p(S;i)-∑ [-Ⅵ,i(S)P(瑚 ･-,.,i(FiS)P(FiS;i)]--∑ ,(SIS,)P(S,;i) (4)tL Sl

で与えられる｡ここで､I,I,i(S)lまスピン配置Sにおいてi番目のスピシS.･カ坂 転する単位
時間当たりの確率を表し､FiSはスピン配置SからSiを反転して得られるスピン配置配置を

表す.I'(SIS′)は系の時間発展演算子 (遷移行列)であり､確率保存の条件∑sT(SIS')=0
と､平衡分布 peq(S)に関する詳細釣合の条件Il(SIS')Peq(S′)-Il(S'lS)Pe句(S)を満たすo
I'(SLS′)に対する固有値方程式∑S¢n(S)I'(SIS')-,tn¢n(S′),∑S･T(SlS')4,n(S')-入n血(S)
を考える.このとき､同じ固有値入ntこ対する左固有関数4,n(S)と右固有関数車n(S)の間には､

4,n(S)-¢n(S)Peq(S)q)_関係があるo平衡分布関数pcq(S)6ま固有値Oの左固有関数で､対応
する右固有関数は1である.固有関数は規格直交関係∑S4,m(S)4,n(S)-∑S¢m(S)4･n(S)Pe句(S)
=(¢m¢n)=6.n,n を満たすように選ぶものとする｡ 時刻 tで S′,特刻 l+Tで Sをとる条
件付き確率は､T,(SIS/)-e-rT(SlS′)で与えられる.¢n(S),鶴(S)は､T,(SJS')の固有関
数であり､積分形の固有値方程式∑S4,n(S)T,(SLS')-e一入"'¢Tl(S'),∑S･T,(SIS')4,n(S')-
e-入n'4･n(S)を満たす.スピン配置の関数としての物理量 A(S),B(S)を固有関数を用いて
A(S)-∑nan¢n(S),B(S)-∑nbn¢n(S)のように展開すると､平衡での時間相関関数は
(A(i)B(0))-∑S∑sIA(S)T,(SLS′)B(S')Pe句(S/)-∑nanbnexp(一入nt)で与えられる｡特
に､左固有関数¢n(S)の時間相関関数は(¢m(榊 n(0))±∂m,nexp(一入nt)で与えられる.互

いに直交し､指数関数的に緩和する関数として､¢n(S)を緩和モードと呼ぶことにする｡

p<pcのボンド希釈イジング模型のグリフィス相においては､クラスターの磁化 m の

相関関数(m(i)m(0))が指数関数的に緩和している08)士Jイジング模型のグリフィス相に
おいて､フラストレーションの無い領域をクラスターとして切り出すと､その領域の "磁

化"(Mattisorder)13)mMの時間相関関数(mM(i)mM(0))が指数関数的緩和を示す｡ll)い
ずれの場合も､クラスターの "磁化"mまたはmMが緩和モードの良い近似になっている｡

これより､"磁化"に対応するような緩和モード(時間発展演算子の左固有関数)が局在して

いればクラスターと見なすことができることが示唆される｡すなわち､動的性質からクラ

スターを見出す問題は､"磁化"に相当するような時間発展演算子の左固有関数(緩和モー

ド)を近似的に見出す問題になる｡12)

3･緩和モードq)近似的計嘗法12)
前節に出てきた積分形の固有値方程式は､Rayleigl一商
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(5)

に対する変分間題に等価で､71の極値を与える¢nが固有関数､78の極値が固有値exp(一入nt)
となる｡緩和モードを近似的に求める方法として変分法を用いる｡クラスターの "磁化"が

スピンの線型結合で与えられることを参考にして､試行関数として､

bn(S)-写fn･iSi(普;S) (?)
を採用する｡ここで､Si(i;S)-∑S,Si(S')Tl(S′lS)は配置Sから出発して時間t後の
i番目のスピンの期待値である. この試行関数を678-0に代入すると､変分パラメタ-fnj
と固有値exp(一入ni)を決める方程式として､⊥般化固有値方程式

∑,YiJ･(i+to)fn,i-eXp(-lnl)∑xi,,.(to)fn,,I
3 3

(7)

が得られるoここで､礼j(i)-(Si(i)Sj(i))はスピンの相関行列であるo規格直交関係
く¢n¢m)-6nJnは､∑i∑,･fn.iXi,,･(to)fm.i-∂n..nとなるo Si(S)の固有関数展開Si(S)-
∑ npi,n4･n(S)の係数はpi,n-∑sSf･(S)4･n(S)Pe句(S)-(銅 n)で与えられるが､今の近似的
固有関数を用いると､Fbi,n-∑j,I,.･,,･(lo/2)fn,j となる.このmui,nと緩和率入nを用いれば､
スピンの自己相関関数はqi(i)-(Si(i)Si(0))-∑nlpi.,112exp(一入nt)のように表される｡

4.2次元 土Jイジング模型に対する結果12)

LxL正方格子上の 士Jイジング模型を考える.因子-1/(kBT)を含めたハミルトニア
ンは-71/(kBT)-∑(.1,,I)Ki,jS.･S,･で与えられる.∑ (i,,.)は最隣接格子点の組に関する和を表
し､各 Ki,jは確率pで '̂>0､確率1-pで -A'という値をとる.純粋系(p-1)の臨界
点はKc巴0.44であり､p-0.5の系では有限温度で転移はないと考えられている.L-32,
K=0.6>Kc,p-0.5の場合に､4個のサンプルに対してモンテカルロ･シミュレーショ

を評価した｡緩和の遅い順に(ll<入2<入3<- となるように)モード番号TLをつけるム図
1は､n-1に対するIFLi,nl2の空間分布で､モードが局在しクラスターを形成していること
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がわかる｡図2は､評価した入n とpi,nから再構成したq(i)(点線)をを直接シミュレーショ

ンで評価したq(i)(実線)とを比較したもので､よく一致している.同様に比較したqi(i)も
よく一致していた.クラスター(緩和モード)の有効サイズL/をその緩和時間T-1/人を用い
てT-eXplu(a-1)/d]で定義する(a-2)oこのuq)分布関数P(U)を示したのが図3で､〝の
大きいところでP(i,)～eXp(-71/)のように指数関数的に減衰していることがわかる.この
ことより､クラスター的描像に基づく理論の予想(3)がよさそうであり､漸近形(1)に対す

る補正が大きいためにシミュレーションでは(1)が見えないと考えられる｡

5.2次元ボンド希釈イジング模型に対する結果

同様の解析をボンド濃度p-0.6>pc-0.5の 16×16正方格子上のポンド希釈イジン
グ模型に対して行なった｡図4,5,6は結合定数 (温度の逆数)I(を0.4,0.6,0.8としたとき
の一番遅い緩和モードのlpi,nl2の空間分布である｡高温相における局在したモード(図4)
が､温度をさげると複数つながり(図5)､低温相では系全体に広がる(図6)様子がわかる｡

〝=0.6では､有効サイズの分布などを調べたところ､前節同様､グリフィス相でのクラ

スター的描像に基づく理論の予想と矛盾しない結果が得られた｡
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