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§1 序

Yang-Nills場のある種の古典解は非摂動論的研究において重要な役割りを果たしているの.To

[1]- [2],古典解についていろいろな研究がなされてきた｡それらの研究の中には厳密

解を求める研究 [3]- [9]の他に,分岐 [10]- [20]やカオス [21]一一 [35]に関する

研究も存在した｡本稿ではYang-Mills場の分岐について考察する｡Yang-Mills場は,主として,

素粒子物理学の分野で用いられてきたが,分岐やカオスを示すモデルとして応用数学の研究対

象としても興味深いものであろう｡

Yang-Mills場の分岐の研究対象のひとつにYang-MillsMechanicsというものがある [10]-

[11] ｡SU(2)Yang-Mills方程式は

∂〟FaJLy+eabcApbFC〟レ-Jaレ･

FaLLレ=∂LLAaリー∂yAaJL+8abcAbLLACレ

(a.b,C-1,2,3;FL,ン-0,1,2,3)

であるが,

Ag-o･A3･-ASa-0･ (L'-1,2,3),

(1)

(2)

(3.a)

A壬-S(i),A芋-a(i),A呈-u(i),A…-W(i), (3.b)

J30-R,その他の場合 Jay-0, (Rは定数),
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とすると,方程式 (1)紘

'S'--W (sw-uz),

'd- I (sw-uz),

i-u (sw-uZ),

諺ニー S (sw-uZ),

sk一台2+Uか一山W-R,

(4.a)

(4.b)

(4.C)

(4.d)

(4.e)

となる. ここで ｢･｣は tに関する微分を表わすOこの (4.a)- (4.e)がYang-Mills

Mechanicsを記述する方程式である｡さらに,

2 (i)-0,u(i)-0,R-0,

とすると, (4.a)- (4.e)は

S+sw2 -0,

Ⅳ+∫ 2 Ⅳ-0,

となるが,.これらの方程式系もYang-MillsMechanicsと呼ばれている｡I

また,

Aoa-0,

AL3-0'Jqfa (i),

Jay-0,

とすると,方程式 (1)は
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(5)

(6.a)

(6.b)

(7.a)

(7.b)

(7.C)
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f I +fl (f芸+f…)-0,

●●
f2+f2 (f…+f守)-0,

●●
E 3 +E 3 ( f 芋 +f…)-0,

(8.-a)

(8.b)

(8.C)

となるoただし･ (7･b)においてはaCこついて和はとらず･また･OLqは一定の直交行列で

ある｡すなわち

oLeof-6ab.

方程式系 (8.a)- (8.C)もYang-MillsMechanicsと呼ばれている. ここで,

f 3 (i)-0,

とすると, (8.a)-(8.C)は

fl+flf…-0,

f2+I?f2-0,

(9)

(10)

(ll.a)

(ll.b)

となって,方程式系 (6.a)- (6.b)と一致する｡

なお,Yang-MillsMechanics以外にもYang-Mills場の分岐についてはいろいろと調べられ

ている [12]-[20]. また,Chern-Sin)ons項を含んだ (2+1)一次元のYang-Mills場

(TopologicallymassiveYang-Millsfield)については, [36]において分岐の研究がなされ

ているし,Yang-Mills-Higgs系や AbelianHiggs模型に関する分岐については前の論文 [37]

-[38]で扱っている｡

本稿では§3と§4で, (3.a)- (3.C)及び (5)とは少し異なる仮定を用いて分岐を

調べることにするが,その前に§2において,分岐の証明に用いる定理を述べ,§3と§4で

行なう証明と比較するために,この定理を用いてYang-MillsMechanics(4.a)- (4.e)及

び (6.a)- (6.b)の分岐解の存在の証明を確認しておく｡ここで用いられる定理は物理で

はあまり用いられることがないので,§2で簡単に紹介しておくことも無駄ではないであろう｡
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§2 Yang-HiHsHechanicsの分岐

Yang-MillsMechanicsの分岐の証明 [11]に用いられた分岐理論の定理は以下の定理 (参考

文献 [39]の 188頁の定理5.1)である｡

(定理) LetX,Zbereal(Orcomplex)Banachspaces,ノlbeanopensetinR(orC)

andM∈CJD(AxX,Z),爪≧2. Supposethat

M (A,x)-Bxllx+N (A,x),

N (A,0)-0,Dx N (A,0)-0.

(12.a)

(12.b)

If A o is a simple eigenvalue of Bwith eigenve c to r y o ≠ 0, then ( A ,x ) -

(A(),0)isabifurcationpointofM(A,x)-0. Moreover,thereexistCmI

ftJnCtions

1'(u)-l o +0(Iul),

x' (u)-uyo+0(uZ ) ,

forrealanearzerostIChthat

M(1'(u),x' (u))=0.

(13.a)

(13.b)

(14)

AllzerosofNnear(Ao,0)areeitherthetrivialsolutionx=Oorgivenby

(13.a)-(13.b). Finally,ifMisananalyticfunctionofA,x near (1 0,0),

thenl̀,x'areanalyticnearzero. (終わり)

なお,この定理の中でB:X-Zは有界線形作用素 (boundedlinearoperator)である.

U.KursaweとE.Malecは周期的境界条件をかして,この定理を用いてYang-MillsMechanics

(4.a)- (4.e)と (6.a)- (6.b)の分岐を証明し,分岐解についていろいろな考察を

行なった [11] (文献 [11]では (8.a)- (8.C)は考察されていない｡)｡ 以下では,§

3,§4の証明と比較するため, (6.a)- (6.b)の分岐の証明を確認しておく｡
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方程式系 (6.a)- (6b)は

∫-0,Ⅳ-α, (αは定数),

なる解をもつ｡ ここで

W (i)-V(i)+a,

で V(i)を定義 して, (16)を (6.a)- (6.b)に代入すると,

S+a2 S+2asv+sv2 -0,

V+a s2 +vs2 -0,

(15)

(16)

(17.a)

(17.b)

となる. ここでは 0≦ t≦T(Tは任意の正数) の範囲で考えることにし,周期的境界条

件ではなく簡単のために両端固定型の境界条件

S(0)=V(0)-S(T)-V(T7-0, (18)

を考えることにする｡ このとき,αを分岐のパラメーターにとると,次の定理 1が成立する｡

(定理 1)方程式系(17.a)-(17.b)には

L72 7T2

T2
(A-1,2,3,･･････), (19)

のとき,自明解 ∫-0, γ-0 から分岐し境界条件 (18)を満たす非自明解が存在する｡

a2がL721T2/T2に十分近いとき,この分岐解は

n7T
s-βsin i+0 (β2),

T

V-0 (β2),
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と表わされる. ここで,βは0に十分近い実数で,a'Zとは

n2 1T2

T2
+0(lβl), (21)

の関係がある｡ また, (a2, S, V)が (n27T2 / T2,0,0)に十分近いところでは

方程式系(17.a)-(17.b)の解は自明解 ∫-0,γ-0 と(20.a)-(20.b)で表わさ

れる解のみである｡

(証明)方程式系(17.a)-(17.b)の非線形部分

2α gy+gy 2

a s 2 +vs2

(22)

とこの非線形部分のぶとγに関する一次導関数が ∫-γ-0 のときに0になることは容易

にわかる｡

線形部分の固有値問題については,境界条件 (18)のもとで次の方程式系を考察すればよい｡

S+a2S-0,

';-0 .

この方程式は a2-D2方2/T2 のとき

n7T
sin i

T

O

(23.a)

(23.b)

(24)

なる非自明解をもつ.このことより,固有値Z72万 2ー/ TZが単純であり,また,この固有値

に対する固有ベクトルが (24)であることがわかる｡

以上の考察により,前に掲げた分岐の定理によって,本定理は証明されたことになる｡
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Yang-MillsMechanics(4.a)- (4,e)の分岐を示すには,分岐の定理を用いる前に, あ

る程度方程式を変形する必要がある｡以下では方程式系 (4.a)- (4.d)のみを考察するも

のとする.まず,以下のように新しい変数rl, ( 2 ,O L,02を導入する.

(1/√す~) (S+W)-IllCOS 0 .,

(1/√す~)(u-2)- T .sin 0 .,

(1/√官~) (u+2)- T 2 Sin 0 2 ,

(1/√す~)(S-W)-T 2 COS 0 2 0

(25.a)-(25.d)を用いると, (4.a)- (4.d)はLl,L2 を定数として,

T苧0 1 -Ll, T…0 2 -L2 ,

r2
+- (T…-r苧)-0 .

2

(25.a)

(25.b)

(25.C)

(25.d)

(26.a)

(26.b)

(26.C)

ここで L1 -0,L2 ≠0 を仮定し,方程式系(26.b)-(26.C)のみを考察することに

すると,

(27.a)

√ 2

- - (I.i-T;)-0,
2

(27.b)

を得る. 方程式系(27.a)-(27.b)は T . -0,r2 -2L/6 L主/3 なる解をもつの

で,
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a-21/8 L主/ 3 , T l - X, r2 -a+Y,

とすると,方程式系(27.a)-(27.b)は

∫
滋+- tx 2 - (y+a)2 )-0,

2

●●
Y-

a 6 y+a

2(∫+α)3 2

(28)

(29.a)

tx 2 - (y+α)2 )-0, (29.b)

となる. 0≦ t≦T で考察することにして,X,Yに両端固定型の境界条件

x (0)-Y (0)-x (T)-y(T)-0,

を考えることにすると,次のような定理 2を得る｡

(皐理 2)方程式系(29.a)-(29.b)には

D 2 1T2

3T'L
(A- I,2,3,･.･.･･),

(30)

(31)

のとき,自明解 ∬-0,∫-0 から分岐し境界条件 (30)を満たす非自明解が存在する｡

a2がL72が /3T2に十分近いとき,この分岐解は.,

x-0(β2),

n7T
y-B sin t+0 (82),

r

と表わされる｡ここで,βは0に十分近い実数で,α2とは

L72 方2

3r2
+0(lβt),
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の関係がある. また, (a2,x,y)が (n2 1T2/3T2,0,0)に十分近いところ

では方程式系(29.a)丁(29.b)の解は自明解 ∬-0,γ-0 と(32.a)-(32.b)で表

わされる解のみである｡

定理 2の証明は定理 1と同様にしてできるが,ここでは省略しておく｡

[11]では,Yang-MillsMechanics(4.a)- (4.d)と (6.a)-(6.b)を本稿よりく

わしく解析しており,たとえば, (33)ち

n2 方 2 2 n7Tβ

3T2 33/2 T
+0(C2), (34)

とよりくわしく求めてあり,また,周期的境界条件を考えているが,本稿では分岐が生じるこ

とのみを示すために定理 1およびその証明は簡単化されている｡

§3 解の分岐

ここでは§1の仮定とはすこし異なる仮定をたてて,Yang-Mills方程式の解の分岐を考える｡

Aミニ S (i),A…-W (i),

その他の場合 Aya-0･

Jミニa3,J芸-a3, (aは定数),

その他の場合 Ju8-0,

とすると,方程式 (1)は

S+ sw 2 -a3,

●●
Ⅳ+∫2 Ⅳ-α3,

く35.a)

(35.b)

(35.C)

(35.d)

(36.a)

(36.b)

となる｡ なお,(35.C)の右辺をαとはおかず,α3としたのは,あとの計算を簡単にするた

めである. a=-0 とした場合がYang-MillsMechanics(6.a)-(6.b)である｡ 方程式

系(36.a)-(36.b)に分岐が生じることを示すために,まず方程式を少し変形する｡
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方程式系(36.a)-(36.b)は

∫=α,Ⅳ=α,

なる解を持つ｡ここで,

S (i)- x (i)+a,

W (i)- Y (i)+a,

で,x(i),Y (i)を定義し,Lこれらの式を(36.a)-(36.b)に代入すると

●●
x+a2x+2aZy+xy2+2axy+ay2-0,

●●
Y+a2Y+2a2x+x2 y+2axy+ax2 -0,

を得る｡さらに,(39.a)+(39.b)より

(丈+i)+3a2 (x+Y)+xy (x+y)

+4axy+a (x2 +Y2)●-0,

また,(39.a)-(39.b)より

(立-Y)-a2 (x-Y)-xy (x-Y)

-a (x2 - Y2)-0,

を得る｡ ここで再び

x (i).+Y (i)-X (i),

x (i)-Y (i)-Y(i),

(37)

(38.a)

(38.b)

(39.a)

(39.b)

(40.a)

(40.b)

(41.a)

(41.b)

により,X (i), Y(i)を定義し,X (i), Y(i)で方程式系(40.a)-(40.b)杏

表わすと,
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3 1 1
X+3a2X+- aX 2 -- aY2+- X3 -

2 2 4

1 1
Y-a2 Y-aXY-- x2Y+- Y3-0,

4 4

XY2-0,(42∴a)

(42.b)

となる｡ここでは, 0≦ t≦T(Tは任意の正数) の範囲で考えることにし,両端固定型

の境界条件

X(o)-Y(0)-X(T)-Y(T)-0,

を考え,αを分岐のパラメーターにとると,次の定理 3が成立する｡

(定理 3)方程式系(42.a)-(42.b)には

172 1T2

3r2
(17- 1,2, 3,.････.),

(43)

(44)

のとき,自明解 X-0, Y-O から分岐し境界条件 (43)を満たす非自明解が存在する.

a2がD21T2/3T2に十分近いとき,この分岐解は

n7T
X-β sin i+0(β2),

r

Y-0(β2),

と表わされる｡ ここで,βは0に十分近い実数で,α2とは

D 2 1T2

3712
+0(Iβl),

(45.a)

(45.b)

(46)

の関係がある｡ また, (a2,X, Y)が (D21T2/3T'2,0,0)に十分近いところで

は方程式系(42.a)-(42.b)の解は自明解 X-0, Y-0 と(45.a)-(45.b)で衷わ

される解のみである｡
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(証明)方程式系(42.a)-(42.b)の非線形部分

1
aX2- - aYZ+

2

1 1
- X31 -
4 4

1
-aXY-- x2Y+

4

XY-2

(47)

とこの非線形部分のXとYに関する一次導関数が X-Y-0 のときに0になることは容易

にわかる｡

線形部分の固有値問題については,境界条件 (43)のもとで次の方程式系を考察すればよい｡

∫+3α2g-0,

㍗-α2y-0 0

この方程式は a2-Z727TZ/3TZ のとき,

D7T
sin i

r

O

(48.a)

(48.b)

(49)

なる非自明解をもつ.このことより,固有値D'LIT2/3T2が単純であり,また,この固有

値に対する固有ベクトルが (49)であることがわかる｡

以上の考察より,52の分岐の定理によって,本定理は証明されたことになる.

§4 ユークリッド空間での解の分岐

§1-53までの解析はすべてミンコフスキー空間で考察した.ここではユークリッド空間

で考察することにする｡すなわち,ユークリッド化されたYang-Mills方程式の解の分岐を考え

ることにする｡

Yang-Mills場は本来 ミンコフスキー空間で考察すべきものであるが,なぜユークリッド空間

でも考察するのかというと,インスタントン解などのユークリッド化されたYang-Mills方程式

の解が非摂動論的研究において重要な役割りを演じているので [1]- [2],ユークリッド
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化されたYang-Mills方程式の解の分岐がインスタントン解のように,非摂動論的研究において

何 らかの働きをする可能性があるからである. また,ユークリッド化されたYang-Mills場はイ

ンスタントン解というソリトンをもっているので,応用数学の研究対象としても興味深いと思

われるからである｡

ここで, §3で用いた仮定を再び用いてみる｡

A王-S (i),A…-W (i),

その他の場合 Aua-o･

Jミニa 3 ,J…-a3,

その他の場合 Jua-0,

ただし, §4では,i'-1,2, 3,4 である.

(50.a)-(50.d)をユークリッド化されたYang-Mills方程式に代入すると,

∫- gW 2 -α3,

Ⅳ一 g 2 Ⅳ- α 3 ,

を得る｡ 方程式系(51.a)-(51.b)は

∫=-α,Ⅳ=-α,

なる解を持つ｡ここで,

S (i)- x (i)-a,

W (i)-Y (i)-a,

で,X(i).Y (i)を定義 し,これらの式を(51.a)-(51.b)に代入すると

x-a2x-2a2Y- xy-2+2axy+ay2-0,

-495-

(50.a)

(50.b.)

(50.C)

(50.d)

(51.a)

(51.b)

(52)

(53.a)

(53∴b)

(54.a)



荒井 義則

Y-a2Y-2a2x- x2y+2axy+ax'2-0,

を得る｡さらに,(54.a)+(54.b)より

(x+y)-3a2 (x+y)-xy (x+y)

+4axy+a (x'L+y'2)-0,

また,(54.a)-(54.b)より

(x-メ)+a2 (x-Y)+xy(x-Y)

-a (-x'2 - Y'Z)-0,

を得る｡ここで再び

x (i)+Y (i)-X (i),

x (i)-Y (i)-Y(i),

(54.b)

(55.a)

(55.b)

(56.a)

(56.b)

により,X (i), Y(i)を定義し,X (i), Y(i)で方程式系(55.a)-(55.b)杏

表わすと,

Xl3a-iX+ aX2 -

1
aY2- - X.'1+

4

1 1
Y+aZY-aXY+ - x2Y- - Y3-0,

4 4

XY'2-0,(57.a)

(57.b)

となる. ここでは, 0≦Ji≦T(Tは任意の正数) の範囲で考えることにし,両端固定型

の境界条件 (43)を考え,αを分岐のパラメーターにとると,次の定理4が成立する｡

(定理4)方程式系(57.a)-(57.b)には

n2 1T2

T2
(D-I,2,3,･,････),
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のとき,自明解 ∬-0, y-0 から分岐 し境界条件 (43)を満たす非自明解が存在す.る｡

a2がD21T2/T2に十分近いとき,この分岐解は

X-0(82),

D7ZI
Y-B sin i+0 (82),

T

と表わされる｡ここで,βは0に十分近い実数で,α2とは

D 2 1T2

T2
+0(IBl),

(59.a)

(59.b)

(60)

の関係がある. また, (a2,X, n が (D21T'L/ T2,0,0)に十分近いところでは

方程式系(57.a)-(57.b)の解は自明解 X-0, Y-O と(59.a)-(59.b)で表わさ

れる解のみである｡

(証明)方程式系(57.a)-(57.b)の非線形部分

aX2- aY'Z-

1 .- 1
- g 3 +-

4 4

1

-aXY+- x2 Y-
4

gyZ

(61)

とこの非線形部分のXとYに関する一次導関数が X-Y-0 のときに0になることは容易

にわかる｡

線形部分の固有値問題については,境界条件 (43)のもとで次の方程式系を考察すればよい｡

Xl3a2X-0,

Y+a'Z Y-0 .

この方程式は a2-n27t'L/T2 のとき,
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(63)

なる非自明解をもつ . このことより,固有値 nz lT'2/T2が単純であり,また,この固有値

に対する固有ベクトルが (63)であることがわかる｡

以上の考察より, §2の分岐の定理によって,本定理は証明されたことになる｡

§5 結論

本稿では, §3において新 しいタイプのYang-Mills場の分岐を示 し, §4においては§3で

用いた仮定をユークリッド化されたYang-Mills場に適用 し,分岐が生 じることを証明 した.

定理 1では分岐のパラメーターαは最初には与えられていず,方程式系 (6.a)- (6.b)

の解として, (16)により導入されているが,定理 3,定理 4ではすでに最初か ら与えて し

まってある｡しか しなが ら,その分岐現象はほぼ同 じ構造を しており,定理 1のYang-Mills

Mechanicsと同様,打opf分岐をおこすものと思われる｡ また,定理 2においては導出される方

程式系の一部を扱っているが,定理 3,定理 4においては導出される方程式をすべて扱ってい

る｡

定理 3,定理 4で用いた仮定はミンコフスキー空間でひとつの空間変数 (たとえばx3 ) に

依存する場合にも適用できる｡

All- S (X 3 ) ,A…-W (x3 ) ,

その他の場合 Aua-0,

Jll-a3,J22-a3, (aは定数),

その他の場合 Jaレ-0,

とすると,方程式 (1)は,

●●
S- sw2 -a3,

Ⅳ一 g2 Ⅳ-α3,
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(64.C)

(64.d)

(65.a)

(65.b)
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となる｡ ただし,(65.a)-(65,b)では ｢･｣は∬ 3 に関する微分を表わ している｡ 方程式

系(65.a)-(65.b)は§4の方程式系(51.a)-(51.b)と同じ型をしているので,同様の

分岐を生 じていると考えられる. すなわち,ユークリッド空間における分岐のみならず, ミン

コフスキー空間において X 3 のみに依存するYang-Mills場の場合も分岐が生 じることを示せた

ことになる｡
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