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細胞性粘菌は物理学的に見ても､極めて興味深い研究対象である｡セルサイクルの中で､飢餓

状態におかれたアメーバが集合体を形成 し､移動体を経て子実体を形成するまでに､各細胞は集

合し､分化 し､パターンを作 り､移動するという一連の極めて興味深い振舞を示すことが知られ

ている｡我々克､その中で分化現象､特に分化した細胞間の比率の選択に関する問題に着日した.

実際の細胞分化プロセスで観測される性質としては､

･予定柄細胞 (pst)と予定胞子細胞 (psp)の2種類に分化すること

●比率が制御されている-すなわち､細胞集合体の大きさにかかわらずpstとpspの数の比辛

がほぼ一定 (-1:3)であること

･分化過程初期において､pspは集合体の中でランダムに分布している- すなわち､位置情報

を用いていないこと

●細胞の分化過程において個々の細胞は動き回っていること

†分化過程が進むにつれて2種類の細胞は空間的に分離し､pst領域を先頭とする移動体を形

作ること

などが知られている｡これらの性質は通常のセルサイクルの分化過程で見られるが､その外に､

人為的な操作によっておかれた特殊な状態からの分化に対して､次のような実験結果が知られて

いる｡

●移動体において一部分を切り離すと､分化転換が起って比率の回復が起こること

我々はこれらの中で ｢位置情報によらない分化と比率制御｣という現象を取 り上げ､そのメカ

ニズムを明らかにするために数理的な観点からアプローチを行なった｡我々は細胞をなるべ く単

純な要素として捉えるため､細胞とその間の相互作用に対して極めて単純なモデル化を行なった｡

このモデルは細胞に対応する要素 ｢ユニット｣とその間の相互作用で決まる｡ 具体的には〃個の

ユニットの内部状態 (u,･,vj)i=1,…,Nに村する次のような微分方程式系で与えられる.

i,･ = au,･- bv,･-u言+Kl(面一u,･),

i,j- Cuj- dvJ･+K2(17-vj),
〟

and 苛≡嘉∑vi･面≡指 ut･ and 苛≡示
1

i=1

(1)

ただし､a,b,a,a,Kl,K2は全て非負のパラメータとするとここで､ujは分化促進要因一例えば化学

物質-のj番目の細胞内での濃度であり､各細胞の状態は､u ～0で未分化､u>Oでpst､tL<0

でpspであると考える｡これに対して vjは､分化抑制要因に対応する化学物質の各細胞内濃度､

また､有,引ま細胞間にある各化学物質の平均濃度に対応すると考える｡各細胞はその平均濃度を感

受率 ∬1,∬ 2によって感じ､各細胞内の化学物質濃度を平均濃度に近づけようという傾向をもって

いる1｡ ここで重要なのは､本来動き回っている細胞の運動の効果を平均場という形で取入れたこ

1本来､感受率 Kl,K2は各細胞によって異なっていると考えるのが自然かもしれないが､このモデルは細胞による
個体差を考えない｡たとえ各細胞にその様な差異がなくても｢位置情報を用いない分化と比率制御｣が起りうることを
示す｡この結果はそのような差異があっても変わらない｡
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とである｡ すなわち､ユニットは他の各々のユニットと直接相互作用すると考えるかわりに､分

化要因(例えば化学物質)の平均量を感じるとするのである｡平均量のみを通 じて他のユニットと

相互作用することから各ユニットは位置情報に依存しない｡この近似は､例えば分化要因が拡散

する化学物質だとすると､その拡散長が集合体のサイズに比べて十分大きいか､各ユニットの単

位時間あたりの平均行程が拡散長に比べて充分大きい場合に成り立つものと思われる｡

まず最初に､結合が無 く各ユニットが独立である場合の性質を述べておく｡ ∬1-g2-0と

して､定常解(uo,vo)を求めると､原点(u,V)-(0,0)は常に固定点であるが､ S≡ad-bc≧0で

は固定点対 (u,V)- (土訴声,土C/d､β声)も存在することがわか皐｡次にこれらの固定点の線形

安定性であるが､固有値方程式が

0-人2-(a-a-3u岩)A-S+3du3

となることから､固定点 (uo,vo)が安定であるためには､α-dl3u3<Oかつ-S+3dug>Oが

必要十分である.以下ではa-d<0,S<0を仮定するo

次に1クラスタ状態を考える｡ 1クラスタ状態とは､すべてのユニットが同じ内部状態をと

り､あたかも1種類のユニットしかない様な状態を意味する｡ この1クラスタ状態を考える場合､

面- u,香-Vなので､解は各ユニットが独立な場合と一致する.しかし､結合の効果はその安定

性に現れるのである｡ 1クラスタ解の安定性を調べるために､ここでは以下のような方法を用い

る｡まず､全てのユニットが同一の解 u.を持ち､1クラスタ状態が実現されていると仮定する.

その1クラスタ状態中に付加的なユニット(テストユニット)(u,V)を加え､1クラスタ状態にある

ユニット集団からの寄与を単なる外力項と考えた場合のテストユニットの運動を考えるのである｡

このテストユニットの安定性を調べることによって元のクラスタ解の安定性を論じる｡ この安定

性解析方法を以下テストユニット解析と呼ぶ｡テストユニットの従う方程式は､

血 - au-bv-u3+Kl(uo-u)

i7 - cu - dv+K2(vo-V)

となる｡テストユニットは(uo,vo)に引き込まれているという定常解を必ずもつことに注意 し､そ

のまわりでの線形安定性を調べる｡固有値方程式は

o=入2-(a-d-K1- K2-Su去)A-(a-Kl- 3u3)(a+K2)+bc

となる｡ したがって､

∬2>∬2｡≡-
S-dKl

α-∬1

で不安定となる｡

以上は､1クラスタ状態中にあるテストユニットの安定性解析であるが､テストユニットが不

安定な場合､元々の 1クラスタ状態が不安定になるのは明らかである｡結局､1クラスタ状態は､

∬2<∬2｡の時､線形安定である (図1参照)が､∬2>∬2｡では不安定化するのである｡我々はこ

の1クラスタ状態を､実際の分化過程における rすべての細胞が未分化であるjことに対応 して

いると考える｡ しかし､∬2>∬2｡となると､この1クラスタ状態は線形不安定になる｡ これは､

分化過程において rどんなに注意深く同じ状態の未分化細胞を集めたとtても､分化しはじめるJ

ことを意味する｡

その後､人口比の分配を起こした結果､2クラスタ状態を実現する｡(図2参照)2クラスタ

状態とは､それぞれのユニットがその内部状態によって2つの小集団Cl,C2に分離し､あたかも

2種類のユニットしかないような状態をいう｡この時､クラスタ間のユニット数比を示す量pが
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定義される.すなわち､C1に含まれるユニット数をNlとし､p≡Nl/N と定義すると､C2に含

まれるユニット数は(1-p)Nとなるので､クラスタ間のユニット数の比率はp:1-pで与えられ

る. 以下､簡単のためKl=0と仮定し､比率がp:1lPの2クラスタ解(ul,Vl),(u2,V2)を調

べる｡ 非線形変換 u2-4ulによって新 しい変数車を導入し､ul,u2,Vl,V2を消去すると､¢は次の

式を満たす｡

(¢-1)(bcK2(1-p)♂-S(d十K2)¢2-S(a+K2)¢+bcK2P)-0･

この解が意味を持つためには､その車から得られるu至が正でなければならない.これから､2ク

ラスタ解が存在するための条件

∬2>∬2｡ (2)

を得る｡

さて､条件(2)が満たされている場合に存在する2クラスタ解の安定性を調べるため､再びテ

ストユニット解析を行なう｡(2)が満たされ､2クラスタ状態が実現されていると仮定し､この2

クラスタ状態中のテストユニット(u,V)の運動を考える｡ テストユニットの従う方程式は､

滋 = au _bv_ u3

il - Cu-dv+K2(pvl+(i-p)V2- V)

となる. テストユニットの(ul,Vl)にひきこまれた定常解に対する固有値方程式は

0-人2-(a-a-K2-3u至)A-(a-3uf)(a+K2)+bc (3)

となる｡(3)の定数項が0の時､transcritical分岐が起こり､安定性がかわるO そのための条件は

pc-義 (芸 +ad･3bc) (4)

となり､これが求める分岐ラインである. 例えば(a-0.4,a-1,a-0.5,a-1,K1-0)では

pc-7.6/970.2/4.5K2となる. 図3は､典型的な相図である.(比率 1-pをもつクラスタC2に

対しても同様の議論が成立することに注意｡)この領域Bでは線形安定な2クラスタ解が存在する

が､(4)で与えられたpcを越えると人口比の再配分が起こり､次に述べる数値実験によるとその時

の擾乱に依存する新しい2クラスタ状態に至る｡また､(2)の条件を越える･と唯一安定な原点 1ク

ラスタ解に落ち着 く｡

以上の結果から∬2>∬2｡の場合には､有限の幅の人口比を持つ2クラスタ状態 のいずれか

が実現されることがわかったが､実際にはどの解が選ばれるのであろうか｡このことを明らかに

するため数値実験を行なった.計算方法は単純 Euler法､N -100,a-0.4,b-1.0,C-0.5,
a-1.0.p-0.5にピークを持つ分布が実現されている (図4)0

以上のことをまとめると､セルサイクルに見られる分化過程を次のように再現することが出来

る･.r分化抑制因子 (V)の感受率 (K2)がある値(K2C)以下では各細胞は未分化状態((u,V)～(o;o))

にあるが､それを越えると､各細胞はpst(Cl)とpsp(C2)とに､適切な比率(pmin<p<pmax)を

持って分化する.1したがって､セルサイ･クルに伴ってK2が単調増加すれば分化と比率制御が起

こるのである｡

また､図5は図2で得られた最終状態において､一方だけ取り除いたものを初期条件とした場

合の系の発展を示している｡全てのユニットが一旦 (0,0)付近に集まったあとに再び適切な比率

(p:1-p-23:28)の2クラスタ状態が達成されている.これは､rpstだけを切 り離すと､全て

の細胞が一旦未分化状態に戻ったあと適切な比率に再び分化する｣となる｡
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図 1:(a)K2-0.2<0.25の場合のuに村するユ

ニットの分布の時間発展｡グレイスケールはユニッ

トの個数を示す｡(白-黒で0-〟)ランダムな分

布のユニットが原点に集合し､1クラスタ状態が形

成されている｡(b)初期分布｡各ユニットはu,Vそ

れぞれに関して､-0.1から0.1までの一棟に振ら

れた乱数の値を持つ｡(C)T=200における分布｡

O}) T=0

図 2.･(a)K2-0.3>0.25の場合のuに対するユ

ニットの分布の時間発展｡原点にあった1クラスタ

状態が崩壊し､2クラスタ状態が形成されている｡

(b)初期分布O各ユニットはu,Vそれぞれに関して､

-0.01から0.01までの一棟に振られた乱数の値を

持つ.(C)T=500における分布.

なお､このモデルでは比率分布の中心がp-0.5であったが､モデルを少 し補正することによっ

て分布の中心をず らすことも可能である｡ 例えば､

句. -au,･-bv,.- u,q+Kl(面一 uj),

i,3･- Cuj- dv3･+K2(面一vJ･)+E･

とすると､a-0.6,a-1,C-2,a-1,K1-0,K2-3,E-0.2に対 してpiin～0.1,pmBLX ～0.4､

分布の中心が p -0.25となる. つまり､rpstとpspの数比がほぼ 1:3』というかたよった比率 も

再現できるのである｡
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図 3:1クラスタ状態および2クラスタ状態に対す 図 4:K2=0.5>0.25の場合の500回のランダム

る典型的な相図｡領域 Aの2クラスタ状態は存在 な初期条件から選択される比率の分布｡

しない｡領域Cの2クラスタ状態は不安定であり､

実現しない｡領域 Bの2クラスタ状態は安定であ

り､この中のいずれかが選択される｡

(a) Il

よ,_:

図 5:(a)図2の終状態の一方のクラスタを取 り除いたものを初期条件とした時間発展｡〝2=0.3051個の

ユニットは急速に原点に集合したあと､再び適切な比率の2クラスタ状態を形成している｡(b)初期分布｡

斜線で示されるクラスタに属する49個のユニットは取り除かれた｡(C)T=500における分布｡

- 732-


