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1 始めに

液体中に､10mmから1〝mまでくらいの大きさの粒子が浮いている系をサスペンジョ

ンと呼ぶ｡サスペンジョンは､複雑流体の最も簡単な例であると同時に､流体のマクロな

モデルとも見倣す事ができるため､レオロジーから見ても統計力学から見ても､大変面白

い系である｡ここでは､とくに粒子が球形で､電気的に中性､しかも粒子数が希薄である

時の粒子の輸送現象-(ブラウン運動)に注目したい｡

液体が静止している時の粒子のブラウン運動の理論は､平衡統計力学の最も著しい成

功の一例である【1】｡ブラウン運動の最初の理論は今世紀の初めに発展 した｡粒子の拡散

の記述には拡散方程式とランジュバン方程式の二通りがある｡

拡散方程式は､確率分布関数に対するもので､スモルコフスキ方程式とかフィックの

法則とも呼ばれる:

竺 =D∇2p,∂t (1 ･1)

ここで､Pは分布関数､Dは拡散定数である.拡散定数は､平均自乗距離(R2(i))を用いて､

D≡tli-WよくR2(i))-竿 (1･2)

と書ける｡ここでkBはボルツマン定数､Tは温度､Eは抵抗係数で球に対してはス トーク
スの値､i-6打a77(aは球の半径､11は流体の粘性係数)となる事が知られている｡式(1.2)
'現在の所属:名古屋大学 多元数理科学研究科
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が､いわゆるス トークスーアインシュタインの関係式であるOさらにこの式は､R(i)が速

度u(i)を時間についての積分で与えられる事を使って､

D=/.㌔f(uc(i)uc(0)), (1･3 )

と書くこともできる｡これがグリーンー久保の公式である｡

拡散方程式と同等なもう一つの記述はランジュバン方程式であるOこれはブラウン粒

子に対する運動方程式で､

-響 --州 )+KR(i) (1･4)

で与えられる｡右辺最後の項､KR(i)がブラウン運動を引き起こすランダムカであり､以

下の性質を満たす:

(KR(i))-0, (1･5)

(R'Ri(i)KR,.(i'))= 2kBTe6.･,･6(i-l') for8,3-I,y,Z･ (1･6)

これが揺動散逸定理であり､系が正しく熱平衡状態に緩和するという条件から要請される｡

ここまでは､式 (1.6)からもわかるように､ノイズはホワイ トで､マルコフ過程が仮

定されていた｡ところが70年代に入るころ､Alder達【21が数値実験で相関関数に長い記

憶効果､(ロングタイムテール)が現れる事を発見し､輸送係数における(ノンマルコフ過程

の時に現れる)記憶効果が重要であることがわかった｡実際､粒子が流体中を動く時､周

囲の流体の運動量の緩和時間は大変長いので記憶の効果は大切なのである｡上で議論した

事を､ノンマルヲフの場合に拡張すると以下の様になる(例えば､【3,41を参照せよ)｡拡

散方穣式は

;p(r,i)-Fndl,D(i-t,)V2p(r,i,)

となり､グリーンー久保公式は

D(i)-(uI(i)ui(0))､

ス トークズーアインシュタインの関係式は､フーリエ変換した周波数表示で

D(LJ)-kBTr1(W)
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となる｡ここで､i(W)-6叩 (1+ (βは流体の密度)は､周波数依存性を持っ

たス トークスの値である｡これは､周波数があまり大きくない時に成 り立っ｡また､ラン

ジュバン方程式は

-響 --/_tndt,祈 I,)u(町 KR(i)
で､揺動散逸定理は､周波数表示で

(KRi(LJ)KL,･(LJ/))-2kBTRe【E(LJ)]6i,･27r6(W-〕′)､

(1･10)

(1 .ll)

と一般化される｡式(1･10)を解いて､速度相関関数を求めると､確かにロングタイムテール:

(ui(i)u,･(0))-～i-3/2､ forlargel､ (1 .12)

が見られるのである｡以上の議論は遅い粘性流の流体力学と､平衡近傍で定式化 された流
l

体の揺ぎの理論 【5]に基づいており､既に確立した理論である｡

さて､この粒子が非平衡条件､例えばshear流の中に置かれたらどうなるのだろう?

前書きが長くなったが､この疑問に答えるのが本研究の目的である｡shear流は最も簡単

で代表的な非平衡定常状態の例であるが､その中の粒子の拡散の問題は､実はほとん どわ

かっていない｡

まず､平衡状態で我々がス トークスの抵抗係数を求めたように､shear流中での抵抗

係数を求めなくてはならない｡30年ほど前にSa瓜nanら【6,7】が､MatchedAsymptotic

Expansionsという方法を使って､この間題に挑戦している｡彼 らは､球が一定の速さで

Shear流中を動く時､球の進行方向とは垂直な揚力がある事を発見した｡例えば､球が流

れと平行に動く時､揚力は

Fhft-6叩 6uxO･3431序 (1 ･13)

となる｡ここで､･6uは流れに対する球の相対速度､Rp≡Ppa2/71(βはshearの大きさ)は

レイノルズ数である｡式 (1.13)は､粒子の進行方向とは違 う方向にも力が働く､つまり､

shearがあると抵抗係数はスカラーではなく､テンソルになることを示している｡しかし､

この導出では球の速度は一定であると仮定されている｡平衡状態の時の議論からわかるよ

うに､これでは記憶効果が扱えない｡

ここで疑問｡
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疑問 その1球の非定常な運動に対しても使える抵抗係数の衰式は何か7また､shear
流の他にも回転流や伸長流など似た流れがあるが､そんな場合にも抵抗係軌 まテンソルか7

一方､粒子の拡散の振る舞いは､マルコフ過程の場合に限って､対流項を入れたラン

ジュバン方程式や拡琴方程式を使って議論されている(例えば【81)｡ほとんどの研究では

ランジュバン方程式は以下で与えられると仮定されている｡

-£u--i(u-vB(氏))+KR (1･14)

ここで､vB(a)は粒子の位置RにおけるShear流である｡また､Eはストークスの抵抗係

数である｡さらに､ランダムカ､KRは式 (1.6)で与えられる揺動散逸定理を満たすとし

ている｡式 (1.14)と､等価な拡散方程式は

lap
有 +vB(r)･∇p-D∇2p,

となる｡拡散定数は式 (1･2)で与えられる｡

ここで､次の疑問｡

疑問 その2

(1.15)

式 (1.13)でわかるように抵抗係数が非対角項を持つことがわかったの

に､ ランユバン方程式では､相変わらずス トークスの値が使われている｡また記憶効果

は全然入っていない｡これらの事を考慮に入れるとどうなるのか?

疑問 その3今､扱っているのは平衡から遠い系である｡そんなところで､平衡近く
で旺明された揺動散逸定理が成り立つ保柾は何処にもない｡この定理は使えるのか7

疑問 その4平衡系のグリーンー久保の公式やストークスーアインシュタインの関係は
非平衡系で成り立つのか7

以下の章でこれらの疑問に一つ一つ答えていこう｡

2 抵抗係数の計算

v8(r)-β･r (2･1)

で与えらるような一定の速度勾配がある系を考えよう｡βは､トレースレスの3×3の定数

行列である｡shear流は､この式で例えば

Pij-PSic652
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と取ればよい｡抵抗係数の計算にはInducedFわrceMethod【9,10】を使 う｡普通､抵抗を

計算する時 【51は､まず粒子のまわりの速度場をナビエス トークス方塩式をある境界条件

のもとで解いて尊き､これから応力テンソルを計算して､そのうち球に働 く部分を積分 し

て計算する｡これに比べ､∫nducedFbrceMethodの長所は､境界条件を裸す代わりに流

体中に特異な力の場を等入することにより､直接､抵抗力を出せる点である｡

詳 しい計算は省くが､結果として抵抗力は

F(W)=-((W)･lu(W)-β･R(W)] (2.3)

と書ける｡A(W)は粒子の位置であるOここでi(u)が抵抗係数で以下の式で与えられる｡

ow)=[/dr/dr,/.ndleiuL6(r-a)G(r-r′,i)6(r,(i)-a)rl｡ (2･4)

この式の中で､G(r,i)はshearのまわりで線形化されたナビエス トークス方程式のグリー

ン関数である｡また､r(i)はshear流の流貞則こ沿って流れて行く位置ベク トルで

r(i)≡ull(i)･r, (2･5)

で定義される｡ここでu(i)≡exp【βt]である｡

式 (2.4)は一般に解析的な形で書けないが､ある代表的な流れに対する漸近的な形を

以下に､いくつか挙げよう｡

(1)shear流の場合で定常の場合(x一方向に速度勾配を持ち､Z一方向に流れがあるとする)

･O,=6qaq(1･(::390:0･50.77.0.:074335回 (2･6,

これは､Sa∬man【6】らの結果と-敦する｡

(2)回転流の場合で定常の場合(y一軸まわりの回転流)

((0)-6打a71
H

留(19+9Jg)
0

-留 (19-9Jg)

これは､後藤の結果 【叫 と一致する｡

(3)任意の流れで非定常の場合

0

4
17
0
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i(W)と6汀a77[1+
iLLIPa2
F(1･孟望忘誓)]

これは､IPl/Wの一次まで (高周波数極限)の近似である.

(2･8)

3 ランジュバン方程式と揺動散逸定理

抵抗係数がわかったから､次はそれを使ってランジュバン方程式を作りたい｡この時､

ランダムカはどのように取り入れられるか?粒子に働くランダムカの起源は､まわりの流

体の速度場の熱的な揺ぎである｡前章で抵抗力を求める際には､このことは考慮されてい

なかった｡それならば､流体の揺ぎを考慮した上で､前章の手続きをもう一回たどってみ

ればよいだろう｡

流体の揺ぎの理論はランダウとリフシツツにより与えられた【51｡その理論によると､

熱揺ぎも取り入れた流速度場は､次のランジュバンーナビエス トークス方程式に従 う｡

∂
p房'+pv･∇'=-∇･P､

ここで､Pは次式で与えられる応力テンソルである｡

p･･j-PSI･,･-q(針%)･ qi310

(3.1)

(3･2)

ここで､pは静水圧である｡この式の最後の項である､Uが速度場の揺ぎのもととなるラ

ンダム応力テンソルである｡その性質は

(q(r,i))-0,
(U.･j(r,i)qたL(r′,l'))-2kBT71(6.･k6jt+6iL63･k)6(r-r′)6(i-i')I

(3.3)

である｡これは､速度場に対する揺動散逸定理に他ならない｡ランダウらは､もともとこ

れらの関係を熱平衡の近傍で導出した｡しかし､今我々が考えているのは平衡から遠く離

れた系である｡それでも式(3･3)を使っていいのか?と疑いたくなるのはもっともである｡
l

我々はここで､この式は平衡から遠くても成立する､と仮定する｡ブラウン粒子に比べ､

はるかに小さい構成粒子からなる流体は速度勾配など外からの摂動に対する緩和はとても

早いであろう｡だから､速度軌 まその場その場で局所的に熱平衡状態にあるであろう(局

所平衡の仮定)｡だから､その場所の揺ぎUの性質も､熱平衡状態のそれと同じであろう｡

このような理由で､我々は式(3.3)を正しいと思うことにする｡
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ナビエス トークス方程式にUを入れた上で､前章と同じ手続きをすると､粒子に対す

る運動方程式が得られる｡

-iLJmu(LJ)=-i(W)･(u(W)-β･R(LJ))+KR(W),

ここでは周波数表示にしてある｡右辺最後の項がランダムカで

KR(LU)≡i(LJ)･弔uc(W)

(3.4)

(3.5)

で与えられる｡ここで､V且ucは粒子がない時の式(3.1)の解である｡弔ucは粒子の表面に

沿って面琴平均をとる換作を意味しているoこれと式(3･3)を使って､ランダムカの性質

を調べると､

(KR(W))-0 (3･6)

(KR(LJ)K昆(J))- kBTlモ(W)+Si(W)+(H.C.)]2打6(W-W'), (317)

が導かれる｡(H.C)はエルミー ト共役を表す｡ここで､第二式に抵抗係数以外の余分な項､

6i(W)が現れた.この項は

6i(LJ)

≡-lp/慕 /Idl/rdl,et.W等 G(k,州 ,,･(β･tP,･G†(k(i,,i,)
sink(i)a

k(i)a]

-1

(3.8)

で与えられる｡G(k,i)は波数表示のナビエストークス方程式のグ1)-ン関数であり､tP

はβの転置行列である｡実は､この項はLJ-0では〉旬 のオーダーであり､これはi(LJ)
に現れるShear流の効果と同じ大きさである｡よって､この項を無視するわけにはいかな

い｡ようするに､揺動散逸定理は速度勾配のある系では破れるのである｡式(3.8)からわ

かる様に､β+tP-0ならば､6e(LJ)はゼロとなり､揺動散逸定理は成立する｡βニーtP
となるような流れは､回転流と呼ばれる｡

ところで､ランジュバン方塩式が得られたので､それを解いて平均 自乗距離 (R2(i))

を求め､そこから拡散定数を求めたいところだか､方程式に現れる対流項の為に解析は困

難である｡むしろ､ランジュバン方程式と等価な拡散方程式を直接導出するのが良いだろ

う｡次の章でそれについて述べる｡
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4 拡散方程式

確率分布関数 P(r,i)に対する式は､ミクロな分布関数n(r､i)≡6(r-a(i))に対 し

て成 り立つ連続の式

孟n(r,i)--div(u(i)n(r,i)), (4･1)

をアンサンブル平均を取ることによって得られる｡P(r,i)-(n(r､t))である｡長い緩和

時間 (ロングタイムテール)のために､普通のキュムラント展開はここでは使えないこと

に注意 【12】｡

相対速度∂u-u-β･Rの3次以上のモーメントを無視する近似で､拡散方程式は次

の式で与えられることがわかった【12】｡

〈孟･v8(r)･V)p(r･t)-/_tF V(i-i,,･D(i-t,)･∇(i-t,,P(r(i-i,),I,,, (4･2)
ここで

である｡D(i)が拡散定数で､

∂
∇(i)≡5m .

D(i)-u-1(i)I(6u(i)6u(0))

(4･3)

(4.4)

で与えられる｡ここで､6u(i)-u(i)-β･R(i)は流体の流れの対する球の相対速度であ

る｡式(4.4)は､速度勾配のある系に拡弓最されたグリーンー久保の公式である｡式 (4･2)に

は､一見奇妙に見える時間に依存した位置に関する微分､(4.3)が現れている｡■その訳は､

現在からみて過去の分布の情報は時々刻々､巨視的な流れによって押し流されていくためJ

である｡r(可が流線に沿って ｢流れていく｣ベクトルであることを思いだそう｡分布関数

は押し流された先で微分されなくてはいけないのである｡

さて､前章で導いたランジュバン方程式､式 (3.4)､の解を式 (4.4)に代入すると､

D(i)-kBTu~1(i)･(IL(i)+6p(i)). (4･5)

を得る｡fL(i)≡ i-1(i)は易動度テンソル､6p(i)≡ fL(i)･6e(i)･Y(i)は､揺動散逸定理が

成り立たないことからくるズレである｡これが､速度勾配がある系に拡弓最されたス トーク

ス-アインシュタインの関係式である｡
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具体例を示そう｡shear流を調べたいところだが､少々複雑な甲で代わりにもっと価

単な回転流を取 りあげることにしよう｡この時は揺動散逸定理が成 り立ってしまうので､
l

つまらないと思 うかもしれないが､この定理が破れる時でも､数値が変わるだけで､拡散

定数の定性的な振る舞高 ま変わらないので､簡単な回転流を考えることにする (例えば､

shear流の場合であれば､抵牢係数に現われる､＼序 のプレファクタが､0･327だったの

が､揺動散逸定理の破れによって0･0501になる)｡また以下に述べるように､回転流独特

の面白い性質もあるのである｡

回転流の時は､流体と一緒に回転している座標系に移った方がわかりやすいだろう｡回

拒している座標系では､流体はあたかも止まっているように見えるからである｡式(4.2)は

孟p(r,i)-良 " ･D(i-i,)･VP(r,i,), (4･6)

となる｡流体が止まっているように見えるのだから､拡散定数は平衡の時の値､式 (1.9)

になるかというと､そうではない｡式(4.6)の拡散定数は定常の極限では

Li_m..D(W)=
kBT6打a771-(…3｢o享

0

4
-7
0

(4.7)

となるのである｡平衡の時の値が､D-kBT/6打a71であることを思いだすと､式 (4.7)は

＼序 - Ppa2/71に比例する項が余分である｡この式が意味することは､止まっている系
を止まっている観測者が見る拡散と､動いている系をそれと一緒になって動いている観測

者が見た拡散は違う､ということである｡これは面白い結果である【13】｡なぜならば､我々

は熱力学的な方程式を構成する際に､無意識の内に系の回転に対して普遍になるという条

件 (これをPrincipleofMaterialFrameIndifference(MFI)と呼ぶ 【141)を課すのが普通だ

が､式 (4･7)はその条件が満たされないことを言っているからである｡MFIはPrinciple

でも何でもない｡ただの近似に過ぎないのである｡実際､我々が今見たように､MFIは

サスペンジョン中の拡散では破れているのである｡

式 (4･7)は､さらに二つの点で面白い結果である｡まず､拡散定数の速度勾配依存性

が､βの形になって現われていることである｡輸送係数が速度勾配に対し､非解析的な振

る舞いをすることは川崎ら[151が単純流体の粘性係数に対して初めて発見したことであ

る｡我々の結果は､同じ振る舞いが拡散定数に対しても見られることを示 している｡しか

も単純流体の時とは違い､粒子の大きさが最初から考慮されているのでカットオフ波長な

どを導入する必要はない｡
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第二点は､式 (2･7)との値の食い違いである｡式(4･7)は回転系では抵抗係数が､

(回転 ≡ ii_m.(純 (u)-6m叩 1+
ヽ

J3｢o享

0

4
lT

0

5
一7

0

3
15

ノ
ー

1111､

(4.8)

となることを示唆している｡座標変換をして回転座標系に移ったためであるが､式 (2･7)

をそのまま座標変換 しても上の値は得られない｡何故なら､ユニタリー変換で､抵抗係数

(や易動度)は

e回転-u~1(i)I(･u(i) (4.9)

と変換されるが(式(2.5)の下に定義されている〟(申 ま回転流の場合､回転行列になる)､

今の場合亡はu(i)と可換なのでe回転=eとなってしまい､式(2･7)と矛盾 してしまう｡ こ

の矛盾は､時間依存性 (記憶効果)を正しく入れてなかったからである｡正しい回転座標

系-の変換公式は

(回転(u)-上諾u(- ,)･モ(U′) (4･10)

である｡間違いのもとは､定常極限(W-0)をとった後で､ユニタリー変換をしたこと

にある｡種明かしをすれば､当たり前のことであるが､今までこのことは気付かれず､関

わっているレイノルズ数の領域が違うのが理由であると考えられていたのである｡

5 まとめ

典型的な非平衡の例である､速度勾配のある系での拡散を論 じた｡いろいろな点で､

平衡近傍で使っていた性質が破れてしまうことがわかった｡我々は､流体に対する運動

方程式 (揺ぎも含めたナビエストークス方程式)から出発して､流体力学的記述よりも1

ランク上の巨視的なレベルの記述に従うサスペンジョンの輸送現象を ｢第-原理｣から､

扱ったのである｡残念ながら､ここで論じられたことが実験で確かめられたという報告は

まだない (実は･平衡近傍での実験も記憶効果年どを観測した例は大変少ない)0

より興味深い現象としては､サスペンジョン全体の粘性がある｡この時は､多体効果

(流体力学的相互作用)が重要な役割をするようになり､複雑流体特有の多様な振る舞いが

見られる｡ しかも､実験でもそれが確かめられている｡しかし､それを説明する理論は､ヽ

完成に程遠いのが現状である｡
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本稿に出てきた式の詳しい導出については､筆者の博士論文または参考文献の【10,12,

16,171を参考にして下さい｡

最後になりますが､研究の発表の場を与えて下さった有光敏彦氏､本稿の作成を手伝っ

てくれた小路口暁氏に感謝いたします｡
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