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Nelson流の確率過程量子化法による
トンネル時間の考察

早大理工 今福健太郎 大場一郎

早大学院 山中由也

Ne180m流の実時間確率過程量子化法をもちいたトンネル現象の解析を行う｡

Ne160m流のアプローチは各試行毎の記述を探る可能性をもつものであり､量子

力学に新しい視点を与えている｡我々は､このアプローチを用いていわゆるト

ンネル時間を定義し､簡単な場合について数値計算による定量的解析を行った｡

1.はじめに

｢障壁をトンネリングするのにどれくらい時間がかかっているだろうか?｣という疑問は

決して新しい問題ではなV1[1-7]｡例えば1950年代にボームやウイグナ-が散乱の位相のず

れのエネルギー依存から散乱 過程での時間の遅れが評価できることを指摘しているが 【4ト

比較的アカデミックな問題とされてきた｡しかし各種走査型プローブ顕微鏡をもちいた物性

物理が盛んに研究され始めたこと､量子宇宙論での宇宙創世紀における量子宇宙のトンネリ

ングの可能性が議論され始めていることなどから､この間題は極めて緊急の閉塞となってい

る｡このような背景のもと､1980年代から非常に多くの研究が行われ [8-21ト 代表的なも

のには障壁中の存在確率密度を入射フラックスで割り算して定義されるdwelltimel10】や､

ポテンシャルに周期的な摂動を加えて透過確率を計算し､その振る舞いと摂動の周期の関係

により定義されるBii'ttiker-Landauertimel8ト 古典的な運動方程式を解析接続して得られ

るインスタントンから定義されるComplextimel12-14】などがある.しかし､どの定義も

物理的な意味が不明瞭であり障壁通過時間そのものであるとは考えられておらず､いわゆる

トンネル時間の定義やその表現方法について世界的なコンセンサスは得られていない｡

この間題の困難の原因は､観測にあらわれる ｢時間｣が量子力学の枠ぐみではただのパ

ラメータであってq一致ではないことにある｡換言すれば､このような量をどのように量子力
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学から導出するのか(量子力学の枠組はq-数の期待値を与える)､それがこの研究のテーマ

でもある｡

そこで我々はNelson流の実時間確率過程量子化 【221を用いてトンネル現象を解析､数

値計算を実行することにより､この間題の走性的､定量的な研究を行った｡

2.NELSON流確率過程量子化法

ここでは､我々の用いたNel畠on流の確率過程量子化法について簡単に触れておく｡

波動関数の絶対値二乗砂(a-,i)L2に対応する拡散過程が､

頼 )-芸∇(I-+Re)h帰 り
をドリフト項とし吾を拡散定数とする前進Fokker-Planck方程式

∂P(言,i)
∂t --iI(6(x･,i)P(xT'))･嘉 △p(棉

で書けることは､確率流の連続の式

∂14,(3-,i)L2
at --∇･31(I-,i),

卸 )-品 (略 画 (和 上 (吋 (棉 ))棉 叶

との対応から明らかである｡ さらに(2)は､ItO型確率微分方程式

dxi(i)-a.･(I-(i),i)di+dwi(i), (dl>0)

･dwJl),-0, <dwi(i)dw,･(i),-芸St･,･dt･

(1 )

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

で表される実時間の確率過程として表現することが出来ので､我々は与えられた波動関数

車(a'-,i)より､確率過程として砂(a-,i)L2を再現することが出来る.<- >はアンサンブルア

ベレージを表す｡

同様に後退Fokker-Planck方程式を考えれば
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をドリフト項とする

b･i(xT,)-誌 (I--Re)log帰 り

∂P(x～,i)
at -一号･(紬 )p(xT'))一芸 △p(棉

が対応しているので､Ito型の確率微分方程式

dxi(i)-b.i(I-(i),i)di+dw.i(i), (di<0)

･dw･i(i),-0, <dw･i(i)dw･j(i),-一芸6t･,･di
で表される確率過程として再現することができる｡

3.トンネル現象の解析

上記のNelson流の確率過程量子化を用い､トンネル現象の解析を行う｡

O d
refkctionregion tunnelregiontransmissionregion

FIG.1.-次元箱型散乱間麓
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ここでは簡単のため､一次元の箱型ポテンシャル

V(x)-

O inI (x<0),

Vo>O inII (0<x<d),

O inIII (d<x)

(ll)

の左法投入問題 (図 1.)を扱うが､この方法は他のポテンシャルの場合や､高次元の問題に

対する拡張も容易である｡

3.1.前進確率微分方程式による枠組

与えた系にたいし､時間依存の波動関数を求めて(5)による､時間発展を考える｡この

とき､確率変数3;(i)のうち最終的に領域 IIIに到達する試行(I(i-∞)∈III)､すなわち透

過する試行の集合として透過アンサンブルETを定義する.さらにアンサンブルによるサン

プルパスアベレージ

< I(i)>ET≡< I(i)> tc(+)lI(._∞ )∈III) (12)

として平均透準経路を定義することができる○また､坤).∈ⅠⅠである時間をpassin.giimeと

定義しアンサンブルETを用いて､分布やその平均値を計算することが可能となり､さらに

セクション4で触れるトンネル現象に特徴的なその他の時間も統計的に扱うことができる｡

同様にして反射する試行(I(i-∞)∈I)のみからなる集合により反射アンサンブルERを

定義すれば､そのサンプルパスアベレージとして平均反射経路を定義することができる(図

2.)0

<I(i)>ER≡<I(i)>(a(.)Ic(._∞)e'Il･
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FIG.2.平均透過経路と平均反射経路

このようにふたつのアンサンブルが明確に定義されるためにはi→ ∞ で透過波による

確率分布と反射波による確率分布が空間的に分離している必要がある｡そのためこの枠組で

は時間に依存した波動関数を扱わなければならない｡

また､アンサンブルETのサンプルの数は､当然､波動関数から計算した透過確率を再現

する.(図 3.)は初期条件として入射波束の悼(I,i)l2をもつ確率過程80試行について､ET

のサンプル数を数えて各パラメータごとにプロットしたものである｡

- 316 -



｢第3回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣(その2)

1
Ratio
O.8

0.6

0.4

0.2

◆●●●●●
も.ヽ●ヽ●
Jt+
●ヽ
〇､･､

････ ;･､･･･､､.
+∫..

+∫-∫
+'･.

.d=lJ%simulation
･･･.conventionaltheory

+ d=2J% simulation

･conventional血eory

0 -..11･･･
I+

11.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
potentialHeight(Vow)

FIG.3.サンプル数の比と波動関数から計算-した反射確率

3.2.後退確率微分方程式による枠組

実際のシミュレーションを考えると､特に透過確率の低いパラメータに対して､上述の

方法は不利である｡なぜならば透過してくるサンプルの数は透過確率に比例するので､効率

よくサンプル数を稼ぐことができないからである｡そこで理論的にはまったく同じことであ

るが､実際の計算のための工夫として後退確率微分方程武による解析を考える｡

この方法では､確率変数の"初期"分布として14,(x,S-∞)]2を与え､(9)による未来か

ら過去への時間尭展をシミュレーションを実行する｡透過サンプルは領域ⅠⅠⅠから"スター

ト"するもの､反射サンプルは領域Ⅰから"スタート"するものとして定義される｡この方

法は透過確率に影響されず､十分な数のサンプルを集めることができる｡

また､この方法をもとに透過アンサンブルや反射アンサンブルの振る舞いの解析的な表

現を得ることも可能である.Fokker-Planckオペレータを

i,--(∇･b･(x･,,)+去△)
･-.-
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と定義すれば､(8)の形式的な解は

p(x･,i)-e-I:i,d'p(x･,a),(i<a) (15)

と書くことができる. これはy(a)からx(i)への遷移確率 (未来から過去への遷移であるこ

とに注意)が

r(x･,i;か )-e-I:如 ,6(言-y70(a-i) (16)

であることを示している｡ところで､透過アンサンブルと反射アンサンブルの"初期"分布

PT(x,a)および粘(I,a)は､S→ ∞ でトンネル領域に確率分布が存在しないことを仮定す

ると

PT(I,a)-[車(x,S)120(I-d),

PR(x,a)=L4,(x,S)l20(-I),

と書ける｡(16)､(17)と(18)より有限な時間i<Sに対してPT(I,i)､PR(x,i)が

pT(I,i)-/d∞ r(- ,a)PT(y,a)dy,

pR(I,i)-/_OJ(- ,S)PR(y,a)dy

(17)

(18)

(19)

(20)

と定義できる.tは波束がポテンシャルに到達する以前の時間も含んでいることに注意され

たい｡これらはトータルな確率分布p(I,i).-I車(I,i)l2と･

P(I,i)-PR(I,i)+PT(x,i) (21)

の関係を常に満たしている.また､PT(I,i)やPR(I,i)を重み関数として計算される期待値

はサブセクション33.1で導入されたく.‥>ETや<...>ERに対応していて例えば

iI(i),ET-/_:SPY(x,i)dx,
iI(i),ER-/_:XPR(x･l)dx,
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4.トンネル時間の評価

ここでは､前のセクションでの議論に基づきシミュレーションを実行し､いわゆるトン

ネル時間を評価する｡これらの枠組では時間に依存する波動関数を､あらかじめ用意してお

く必要がある｡波動関数4,(I,i)は運動量空間の重み関数をA(k)として定常解pk(I)の重ね

合わせにより､

姉 l)-エ A(k)p k(I)e-iitdk･

E-芸

として得られる.(ll)に対してE<Voと左方投入の境界条件のもとでpk(a')は

?A(I)-

eikE+1he-t'kc inI,

Cke仰+Dke-KC in･ⅠⅠ,

TkeI'kc inIII,

2m(Vo-E)
h '

2klCCOShfCd+ i(fC2 - k2)sinhKd

-i(K2+k2)sinhfCd
2klCe-t'kd

k(FC+ik)e-"i

k(a-ik)eKd

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

と､解けることはよく知られている｡今回はA(k)としてk-koを中心とする実関数ガウス

塑とし

A(k)=Ak.(k)-Cexp

- 3 19-
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4.1.Passmgtime,Hesitatinglime,InfeTtZCtingtime

(5)により時間発展した項)の振舞をみると､透過する試行も反射する試行も入射して

領域Ⅰをほとんど自由粒子のように進行する｡ やがて､波束がポテンシャルにオーバーラッ

プするようになると､軌道が歪められポテンシャルの手前で停滞するようになる｡このとき

波動関数を見ると入射波と反射波の激しい干渉が存在し確率変数x(i)が干渉縞のなかにト

ラップされているのがわかる｡そのため､透過確率が高く干渉がほとんど見られない場合に

は､この停滞はほとんど見られない｡最終的に､波束が透過部分と反射部分とに分かれると

それぞれに運ばれるように､確率変数x(i)は透過､あるいは反射する(図4.)｡

このような確率変数の振る舞いから我々はトンネル領域の手前で停滞している時間を

HesitatingtimetHと定義し､トンネル領域に存在する時間Passingtimeipとの足し算によ

りInteractingtimelIをtt-iH+tpと定義した｡

∫200
(lJ%2)150
100

50
0

-50

-100

-150

-200

-250
-150 -100 -50 0 50 100 150

X(1/～)

FIG.4.Passinglime､Hesitatinglime､IntemCtingtime

ここではこれらの量を透過アンサンブルにわたり平均した量<iH >ET､<ip>ET､
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<it>ETについて､パラメータ依存性を議論する.以下の結果は(9)､を使って､"初期"分

布をpT(x,a- ∞)のピークに集中して計算したものである｡

<tp>ETは､ポテンシャルの厚さが波長と同程度(孟-1)のときには､ポテンシャルの

高さに対して大きく変化しないが厚いポテンシャル(患-10)のときには減少していく様子

が見られる(図5･).これはKod≫1のとき領域ⅠⅠのなかのドリフトが智 に近づいて､ポテ

ンシャルが高いときには強い力で押し出されるからである｡ このように近似できる場合はサ

ブセクション44.2で､より詳しく議論する｡

◆d=IJko
･ d=10/ko

〇〇〇〇 + +

2 4 6 8 10

PotentialHeight(Vo/E)

FiG.5.Passingtimeの平均値

<tH >ETと<ip>ETはポテンシャルの高さが入射エネルギーとほぼ同じ程度(忠 -1)

の場合にはほとんど等しいO逆に､(患 ≫1)の場合には<lH >ETが<tp>ETに比べて優

勢となり､透過確率の低いパラメータ領域で<iH >ETの鹿が飽和するのがわかる(図6).

この飽和した値は､波束の長さ(-き)を入射波束の群速度 vgで割り算した値で､おおよそ

の評価が可能である｡これは､前述のように､波束がポテンシャルにオーバーラップしてい

る間には､確率変数x(i)がポテンシャルの近傍で激しく変化する干渉縞に起因する"量子力

学的ポテンシャル"にトラップされるためである｡
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dt>100

(1/kb 80

十 十

◆
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' d=10Jko◆d=1戊o
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FIG.6.Hesitatinglimeの平均値

2 4 6t｡tential8Heighttqro/E)

FIG.7.Inte和Ctingiimeの平均値
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4.2.rcod≫1の場合のPassingtime

ここでは､fCod≫1の場合のPassingtimeについて､解析的な評価をおこなう.前述の

ように我々の枠組は､時間依存する波動関数に対してのみ意味があり､本来定常的な扱いを

することは出来ない｡しかし波束がポテンシャル領域に比べ十分おおきい場合を考えポテン

シャル中の波動関数が定常的に扱える場合を考える｡さらにfCod≫ 1を満たしている時は､

セクション33.2で考察した時間後退Fokker-Planck方程式のドリフト項は領域IIのほとん

どで､a.(I)-吉孟1npk｡(x)～ 碧 とすることができるo即ち(8)を

∂Pt(I,i) hKo∂Pt(I,i) h∂2pt(I,i)
at m ∂x 2m ∂x2 '

と書くことできて､Pt(3',0)-6(I-d)に対し

Pt(I,i)-
2m打
exp(
(I-a+碧 i)2

-hl)<YL 些2m

(l<0)

), (l<0)

(30)

(31)

と解くことができる｡この解のなかに見られるふたつの特徴的時間は､ひとつが分布がトン

ネルの帽まで広がる時間Hd～ 竿 であり､もう･ひとつは分布の中心がトンネル領域を抜け

る時剛 C～髭 であるoKod≫ 1を考えるとid≫ icでありげ "Passingtime"であると考

えることができる｡これは､時間をユークリッド化した古典的な運動方程式から期待される

値や､BBttiker-Landauertimel81と同じ結果を与える｡

5.まとめ

今回は､一次元トンネル現象について量子力学を実時間依存の確率過程とみなすNelson流

の確率過程量子化をもちいて解析をおこない透過アンサンブル､反射アンサンブルを定義し､

さらに箱型ポテンシャルにの場合について具体的に数値計算を実行し確率変数x(i)のふるま

いからトンネル現象に特徴的な時間として"Passingtime"､"Hesitatinglime"､"IntemCting

time''を定義､そのパラメータ依存を調べた｡

この方法は滑らかなポテンシャル間蓮についても"passingtime"と"Hesitatinglime"の

区別や､その場合の物理的な意味について検討が必要であるが枠組はこのまま利用できる｡

また高次元の散乱問題についても拡張は容易であり､理論的な困難は存在しない｡
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実際の実験での測定を考えると､自由粒子との到達時刻の比較､あるいはこれに類する

ような実験では"Interactingtime"が得られ､トンネル中に存在する時間を計る実験であれ

ば `̀passingtime''を得ることになろう｡
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