
｢第3回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣(その2)

状態のフラクタル次元とその応用･

東京理科大学 理工学部 松岡隆志

序論

状態のフラクタル次元とは､Ohyaにより､Mandclbrotのフラクタル幾何学【1】と

Kolmogorovの確率変数のC･エントロピー【2]の概念をベースとして､一般の量子力学

系 (C事･力学系)の状態に対し導入された概念である【3,4,5]｡これはエントロピーと

は異なる､状態の複雑さを示す新しい指標であり､エントロピーでは区別できない

状態が､状態のフラクタル次元を用いて特徴付けられるなど､その有用性が様々な

系において調べられている【5,6,7]｡ここでは､-まず最初に､e･エントロピー及びフ

ラクタル幾何学の歴史を簡単に振り返り､Obyaによる状態のフラクタル次元の､そ

の複雑さの指標としての意味合いについて復習しておこう｡

Ko血ogorovは情報量 (エントロピー)を用いて､確率空間上の確率変数 (確率分

布)及び距離空間上に各々6-エントロピーの概念を導入した【2,8】｡前者は､

Shamonがその通信理論の中で論じt='■rateofgenerationofmessages一一という､ある与え

られた精度の下での情報伝達速度の概念を発展させ定式化したものであり､後者は､

距離空間上の集合に対しその複雑さ (情報量)を測る尺度として導入されたもので

ある｡

周知のように､Shamonが離散的な分布に対して定義したエントロピーを､その逮

続的な確率測度に対して直接拡張しようとすると､例えば､連続的な密度分布関数

を用いて定義される微分エントロピーは負の値をとることがあるため､情報量とし

ては意味をなさなくなってしまう｡これに対し､相対エントロピーや相互エントロ

ピーは一般の確率空間上でwellJcfinedであり､よって､一般の確率空間上における

確率変数/のエントロピー如′)は､二つの確率変数/,gの相互エントロピー山 ,g)
を用いて､S(I)-I(I,I)(i･C･,I-g)と与えられている｡ただし､エントロピー
S(I)は､確率変数Fが連続的な密度関数を持てば常に発散する｡こうした状況を踏
まえ､Ko血ogorovは､その情報量を有限な値で評価できる指標として､確率変数′
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の6-エントロピーを定式化したのである【2].

一方､距離空間上の6-エントロピーは､それを使うと距離空間上にユークリッ

ド次元とは異る､非整数値をとりうる容量次元を定義することができる｡非整数値

をとる次元についての研究は､その発端を､PeanoがPeano曲線を用いて2次元とさ

れる正方形の任意の点を一つの実数で表して見せたことに遡る｡当然､このような

数学的危機に見舞われた状況を打破する必要性が生じ､bntor,Dedekind,PeanO,

Hausdorffといった数学者達の手によって､次元の概念が自己矛盾のない形で再構成

された｡こうした非整数値をとる次元としては､Hausdorff次元､容量次元等がある

る｡ところで､KolmogorovとTihomirovは彼等の距離空間上における情報量の解析を

通し､距離空間上に8-エントロピーを導入した【81｡この量を用いると､コンパク

ト距離空間上での通報の精度などを解析することができるが､ここには､その情報

量を集合の6-被覆というものによって評価するという考え方が導入されている｡

この6-被覆という概念を通して､6-エントロピーと容量次元との関わりが明か

になっているのである (その定義は次節で述べる)｡また､次元論との直接の関係

はないが､この6-エントロピーを関数空間上に応用することによって､IIilbertの

第13問題がKolmogorovの定理という形で否定的な解決を見たのは､この概念の有効

性を示す端的な一例である｡

一見､状況を異にする二つの空間に導入された概念が､同じ名前を冠しているの

ヽ
､
ヽ

は

性

Kolmogorovがその根本的なところで､エントロピーという概念の一般性､汎用

共通性を看破していたからに他ならない｡

さて､こうしたKo血ogorovを中心とする情報理論の流れとは､全く別の視点から､

Mand¢lbrotは､自然が示す形態の複雑さ (例えば､海岸線の地形や河川の形態､銀

河系の分布など)の定量的な解析手法として､非整数値をとる次元に新しい視点を

授け､その総称としてフラクタル次元という名前を考案した【11｡フラクタルとは､

一部､半端､断面といったことを意味するMand¢lbrotの造語である｡この彼の着眼

により､応用などありえない抽象的な概念としか見なされなかったHausdorだ次元や

容量次元等の非整数値をとりうる次元は､自然の持つ複雑さを表す量だと解釈され

るようになり､それ故､自然現象を適当な幾何学図形で近似することによって､自

然現象の複雑さの解析や非線形な力学系の解析などに応用されている｡ただし､こ

のフラクタル次元は幾何学図形を介してのみ議論できるものであり､また､その値

を厳密に求めることができるのはその幾何学図形が自己相似性を有するものに限ら

れる｡
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以上のような研究の歴史を振り返ると､6-エントロピーとフラクタル次元の間

には複雑さという概念を通して密接な関係があることが示唆されるが､0byaはこの

点に着目し､これらの概念をより広範な科学の分野に適用していくために､一般の

量子力学系 (C*一力学系)にそれらを拡張し､組み合せることによって状態のフラク

タル次元を導入した【3,4,51｡これは相空間上の測度や密度行列で表現されるような

状態を特殊な場合として含む十分に一般的なものであり､それ故､通常の古典系や

量子系の状態に対して､そのフラクタル次元による解析が可能になるのである｡

例えば､vonNeum annが導入した量子系の状態pのエントロピーsb)に対し､
sb)<∞となる状態pの任意のC近傍には､S(a)和 となる状態Oが存在すること

が知られているが､Kolmogorovの確率変数の6-エントロピーが､その無限大とな

るエントロピーの評価値であったように､状態pのvonNeum aTmエントロピーSb)

は発散しても､そのフラクタル次元は有限となりうる可能性が示唆されている【4】｡

また､月面のクレータや河川などの形状の複雑さの解析において､従来の幾何学

図形のフラクタル次元に加え､状態のフラクタル次元を調べることで､その複雑さ

のより明確な意味付けや状態のフラクタル準元の有用性なども示されている【6]｡

本稿では､Ohyaが定式化したCL 力学系上の状態のフラクタル次元を詳しく解説

し､その皇子系への適用例として､状態のフラクタル次元によるⅠ血gモデルの特徴

付けに関する結果を紹介する【7】｡

§1.幾何学図形のフラクタル次元

ここでは､幾何学図形に対して定義されたフラクタル次元として､スケーリング

次元､容量次元を解説する｡

<スケーリング次元>

ある基本図形により作られた対象X(複雑な図形)を非常に粗い尺度 (これを''
1付とする｡)で見たときの基本図形の個数をN(1)とし､尺度Tで見たときのそれ

をN(r)とする｡このときXのスケーリング次元ds(X)は､

ds(X)Ilogs /.og!r
で定義される｡これは､いろいろな実験を行うと

N(r)-r-dN(1)
という関係式が多くでてくることが､経験的に確かめられていることによる【11｡
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<容量次元>

集合xをn次元ユークリッド空間において､直径Cのある凸集合で被覆するこ

とを考えよう｡もし､集合Xを被覆するのに必要な凸集合の最小個数がN(e)であ
れば､Xの容量次元は次のように定義される｡

logN(C)
-い~~′こ高log(1/C)

上式において､logN(C)は距離空間上の6-エントロピー【8】と呼ばれる｡すなわち､

容量次元は6-エントロピーを使って定義されており､情報量によってフラクタル

次元を与えるものである｡

次節以降で我々は､6-エントロピーを一般の量子力学系 (CL 力学系)上に拡

張することによって､状態のフラクタル次元を定式化する｡

dc(X)Ili甲

S2. GQS上の相互エント｡ピー

GeneralQuantumSystems(以下GQSと略)は次の3つ組によって記述される｡観

測量の自然な拡張と見なし得るC●代数 A(単位元を含む)､状態の監合として
A上の正規化された正値線形汎関数の全体6､さらに系の力学変化 (時間発展

など)を論ずるために必要な強連続な,1係数自己同型群a(R)の3つである｡この

3つ組(A,6,a(R))で記述されるGQSは､それ故CL 力学系とも呼ばれる｡
さて､このGQStにフラクタル次元 (あるいは､6-エントロピー)を導入する

ためには､GQStで定式化された相互エントロピーが必要になるのだが､これは

Ohyaにより【9,101で与えられている｡

いま､集合(5は弱'コンパクトな凸集合となっており､物理的にも重要な意味

を持つ6の凸部分集合がいくつか存在する｡例えば､a-不変な状態の全体I(a)

(i･e･,少｡a,(●)=¢(●))､ある定数βにおけるKMS状態の全体Kp(a)(統計力学に

おいて平衡状態とされているGibbs状態はKp(a)に含まれる｡また､KMS状態は
a-不変であることが示されており､この事実がKMS状態を平衡状態の記述に採用

できることの大きな理由の一つとなっている｡)等である｡以下､対象とする状態

の集合をB として,(1)JC-e;,(2J),8-I(a),(3)a-1KB(a)の3つの場合
を主に考えていくことにする｡

αBをBの端点の全体の集合とすると､任意の状態q)∈Bに対してexBを準台
として持つ極大測度〝が存在して､
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q'=IBa'dp(=ムB,a'dP)
と表せる｡この分解は､JCがChoquct単体でない限り一般に一意であるとは限らな

い｡そこで､q'の分解を与えるこのような測度の全体の集合をM.(a)と表す｡こ

の状態甲の分解測度を用いて､状態q?のエントロピーがOhyaにより定式化されてお

り､その諸性質やそれを用いた情報伝送に関する議論【9,ll,12】､以下で述べる相互

エントロピーとの関係などが論じられるのであるが､ここではその詳細は割愛する｡

それでは､GQS上に相互エントロピーを定式化していこう｡ちなみに相互エント

ロピーは､2つの力学系においてその状態変化を論ずる際に､初如状態甲の持つ悼

報量がどれだけ正確に終状態列こ移ったかを示す量であり､通信理論 (古典系ある

いは皇子系における)はもちろん､様々な物理系の力学的振舞いの走式化において

本質的な役割を演じている｡相互エントロピー導入のために､まずチャネルとOhya

により【10,13】で与えられている合成状態の概念について説明する｡

CL 力学系(A,(5,a(R)),(A,6,房(R))各々で記述される入力系と出力系を
考える｡状態の変換を与えるeiから6-への写像 '̂がAからAへの完全正写像
Aの共役写像であるとき〟をチャネルと呼ぶ｡ここで､Aが完全正であるための必
要十分条件は､
AL
∑dAb:A,.)B,I≧0forVn∈NVAL∈J VBE∈A
り-1

をAが満たすことであるが､この条件は一見強そうに見えて､実は物理的な状態変

化のほとんどが､このチャネルで記述できるのである｡

初期状態q)(∈B)と終状態申(∈B)の間の相関を示す状態を合成状態と呼ぶ.

すなわち､q,と甲の合成状態中はC事代数テンソル墳A⑳万上の状態で次の特性を
満たすようなものである｡

(C-1) ◎(A⑳I7-q,也)forVA∈A
(cl2) 0(I⑳ji7)甲の forVA-∈オ
(C･3) 中は特別な場合として､古典系の合成状態 (同時確率測度)を含む｡

(C･4) 中は甲と甲の各成分間の相関を示す｡

初期状態甲がチャネルA'で終状態 '̂甲へ変化したときその合成状態として､例え

ば､(C･1)､(Cl2)を満たすものとしてはq,と '̂甲の直積申｡(-q)⑳ '̂q,)がある
(これを自明な合成状態と呼ぶ)｡しかし､これは(C-3)､(C-4)を満たさず､

したがって甲と '̂甲の間の相関を示すものではない (条件(CI1)､(C-2)のみを

満足する状態を準合成状態と呼ぶ)｡そこで(C-1)～(C-4)全てを満たす真の合
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成状態を定式化するために､初期状態q)∈Bの端点分解を与える測度ILを利用する｡

この測度FLは甲をその成分に分解するある仕方を表しており､分解された甲の成分

がチャネルA●によってどのように変化するかを明らかにするために､

¢vB-IBA,⑳ '̂柳
とおくと､これは確かに(C･1)～(C-4)全てを満たしており､真の合成状態と呼

べるものである｡ (ここで､¢pBと記したのは､その分解は集合Jaの選び方に依存
しているためであり､それ故､状態甲の情報量をどのような基準系から伝送するか

が考慮されるのである｡)

初期状態q)∈B､端点分解測度FL､及びチャネル ●̂に関する相互エントロピーを

次のように定義する｡

IpB(p;̂')-S(o押｡)
ここで､S(･t･)は2つの状態のAraki･Uhlmannの相対エントロピーである｡ (GQS
上の相対エントロピーについては【14,15,16,17,181｡)前述したように測度〝は一

意であるとは限らないので､このとき初期状態q)∈Bとチャネル '̂に関する相互エ

ントロピーは次のように与えられる｡

IB(q,;A.)-supiIvB(q,;̂');lL∈M9cc))
ただし､BがChoquct単体であれば (i.C.,FLが一意であれば)

IB(q,;̂')-Ipa(q,;̂')
となり､また､測度FLを固定しても同様である｡以下､簡単のため､B=(5のとき

は､¢p､ん(q,;̂')､I(q,;̂')を使用する｡
上述の定義は､かなり一般的なものであるので､通常の皇子系に話を制限したと

き､Obyaの相互エントロピーがどのように表されるかを見ておこう｡すなわち､

AIB(九)上で､任意の正則な状態q,カ確度作用素pを用いてq,(･)-trP･と表さ

れるときである｡いま､pのSchattcn分解をp-∑A.En(E.(ま1次元射影作用素)A

とすると､これは､全ての固有値A.が非縮退でない限り.一般に一意であるとは限ら

ない｡それ故､真の合成状態はPO分解tEnJ(これをEと書く)に依存し､次のよ
うに表される｡

¢E(Q)-trqB(QlforVQ∈A⑳オ

(ここで､qB-∑A.En⑳ '̂E.)n
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このとき､初期状態βとチャネルA●に関する相互エントロピーは次で与えられる｡

Ib;̂')-tsup(Ieo;̂');E-転け
ただし,

IE伝;A')-S(oEJq.)=t,qE(logoE-logq｡)
(ここで､U｡=P⑳ '̂p)

以上､Ohyaの相互エントロピーに関する研究は【3,10,19】に詳しい｡

S3.GQS上の6-エントE3ピーとフラクタル次元
この節では､まず､簡単にKolmogorovの6-エントロピー【2]を復習し､GQS上

におけるフラクタル次元の定式化について述べる【4,5】｡

(S2,5,IL)を確率空間､M(E2)をE2上の確率変数の集合､FLf.Bを確率変数F,g∈

M(S2)の結合確率測度､及びFL/㊨FLSをその直剛 度とし､I(I,g)を確率変数
I,g∈M(E2)の相互エントロピーとすれば､確率変数Fの6-エントロピーは次で
与えられる｡

S(I;C).inf(I(I,g);gEMd(I,C))
ただし､

Md(I,e)-も∈M(a); ㌔IfJnuJ川U
ー==Li-g
≦

(ここで､a(I,g)はF,gの距離)

この6-エントロピーはその定式化から分かるように､確率変数Fが持つ情報量

(i･C･,FのエントロピーS(I))をFとCだけ距離が離れた確率変数gとの相互エン
トロピーによって評価するものである｡

EolmogorovのこのアイデアをGQS上に拡張する｡Cを全てのチャネルの集合と

し､.a(p;C)をl甲-̂'vIl≦鴫 満たすチャネルの集合とすると､集合88こ関する状
態q'の6-エントロピーSB(q,;C)は､次のように定義される｡

sB(q,;C)=inf(JB(p;̂');̂'∈C(p;C))
ただし､

JB(V;〟)-suptIB(V;r●);r●EC,r'甲-̂ 可
であり､JB(q,;̂'恒 極大相互エントロピーと呼ばれる｡これは､終状態甲= '̂q,
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を与えるチャネル '̂はただ一つとは限らないため､甲を与えるチャネルの中でその

相互エントロピーが極大となるものをして甲から甲へ移すことのできる情報量と定

めたものである｡ここでsupをとる理由は､チャネルを通して移すことのできる情

報量は大きい方が好ましいからである (例えば､通信理論における通信路の効率な

ど)｡さらに､JB(q,;̂')のinfでトーエントロピーSB(q,;C)が与えられるのは､距
離e以内の状態に移すことができる情報量としてその最低限のエントロピーを保証

するためである｡

ところで､Kolmogorovの6-エントロピーには､極大相互エントロピーに対応す

る概念は示されておらず､それは直接相互エントロピーのinfをとることで定式化

されている｡さらに､その値はKolmogorovl2]やLin'kovl20]等によって与えられて

いるが､特にLin'kovは､Kolmogorovが【2]で証明なしに示した結果をより一般的な

場合において厳密に証明して見せてはいるものの､その証明は微分エントロピーを

介したもので､序論でも述べたように微分エントロピーの情報量としての不自然さ

故か､その6-エントロピーの評価はもう一つはっきりしない｡また､Cがある範

囲より▲大きいところでは､直接infをとるため､6-エントロピーは0こ′よることを

示すこともできる｡それに対し､Ohyaの6-エントロピーは､確率空間上において

は､測度FLをチャネル (例えば､Baker流のチャネル【21】)によって変換し､極大

相互エントロピーを介すことによって､その値が厳密に計算される｡加えて､その

漸近的な評価値のみを比べると二つの6-エントロピーは一致する｡以上のような

結果から､Ko血ogorovの定式化の是非をはっきり問うことはできないものの､少な

くとも6-エントロピーの定式化はOhyaによるものが､その情報量としての意味合

いから考えても自然であることが示されている【221｡

sB(q,;e)を用いて､状酌 (∈B)のフラクタル次元を次で与えるt4,5]｡
定義1(容量次元):

dcB(q,)-lin!
定義2(オーダCの情報次元):

d,a(q,;C)

sB(q,;6)

sB(q,;C)
I(C)

(ここで､I(C){まlei_T3dtB(卯)-1を満たす規格化定数)
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以下､簡単のため､a-6のときdc(q,)-dg(q,)と書く｡また､､容量次元に対して
は､次が成立する【4】｡

定理3･1･状態q)(∈B)の全ての分解測度FLが､直交測度で､かつ離散的な台を

持ち､さらにエントロFLSB(q,)梢 界であれば､dcB(q,)-O｡僻に､密度作用
素pCこ対して､S(P)が有界のとき､dc(〟)=0｡)

定理311･は､S(P)は発散してもdc(〟)は有界になり得る可能性を示唆している｡
以上､見てきたように､Obyaのフラクタル次元は､通常の古典系､及び皇子系を

含み､エントロピーとは異なる系のある種の複雑さの指標と見なすことができる｡

また､状態に対応する確率分布が与えられれば､そのフラクタル次元を直接計算で

きるので､様々な系への適用が可能なのである｡例えば､四種類の文字の記号列に

おいて各々の文字の生起確率を考えたとき､二つの確率分布p､Qのエントロピー

は等しくても､そのフラクタル次元は異る例が計算結果から示されている【5】｡これ

はエントロピーでは区別することができない状態が､状態のフラクタル次元を用い

れば分類可能であることを意味しており､四種類の塩基によって構成されるDNAの

遺伝子解析に状態のフラクタル次元を応用することなどが考えられている｡

次節より､状態のフラクタル次元を皇子系のIsingモデルに適用し､現在まで得ら

れている結果【71について説明する｡

S4.豊子スピン系の数学的定式化

統計熱力学において､相転移の問題などを扱う際に､それを厳密に論じることが

できるのはいくつかのモデルに限られており､その代表的なものの一つが格子系の

Isingモデルである｡このIsingモデルは数学的には局所C*代数を用いて記述される

【19,23,24,25]｡まず､簡単にその数学的定式化を復習する｡

Y次元格子ZYを考えよう｡各格子点x∈zYに有限次元Hilbert空間7t=7tを
対応させると､格子.5.xに限定された観測量の集合AはAxiB(九 )で与えられ
る｡さらに､任意の有限領域A⊂zY上の局所的な観測量の集合AAは､

A =x@aAx
で定義され､これをAに関する局所C.代数という｡いま､ZYの有限集合の全体を

紬Y)とすると､集合族t4A;A∈5(zy))において､Al⊂A2のとき､示 ､ら
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AAlへのうめ込み (i･C･,A⑳II.∈A畑 lI,(VA∈AAl､IAはAの単位元))が存
在して､さらに､A.nA2-a)のとき､AAlとAAl⑳I｡1は同一視できる｡よって､
t4A;A∈5(zy))は増大族と見なすことができ､.44-∪(AA;A∈5(zy))とおく
と､これはノルム代数となる｡このノルムでA を完備化したもの

A=A-4
を局所C'代数 (準局所C'代数)という｡Aは全てのAAをC'部分代数として含む

最小のC●代数である｡

任意のx,a∈zYに対して､710から710..へのユニタリー写像を (1)Uo(0)-

Io､ (2)UaG'y)-Ua.,玩)UQ(y)(Vy∈zY)と定め､UA(x)-盈UQ(x)とお
く｡このとき､

T力 )-UA(x)AUA..(-X)(VA∈.4A)
とおくと､これはAAの元をAA..へ移す (i･e･･xだけAをシフトさせる)A上?
自己同型写像である｡

さて､写像○:A∈5(zy)H0(A)∈.4hが◎(A)-0(A)●を満たすき､これは相
互作用ポテンシャルと呼ばれるが､この中を用いて､任意の有限領域Aに対する局

所ハミルトニアンH(A)を次のようにつくることができる｡

H('A)-是o(x)
以下の議論では､中はZY不変 (i･e･,T.(Ok))=触 +x))を仮定する｡
いま､局所C書代数A上の状態甲のAAへの制限q?Aを考えると､卯こおけるAA
上のエネルギー､エントロピーはそれぞれ次の形で与えられる｡

EA(q,)去t,A(P｡H(A)) sA(甲)=trAb｡logpA)

ここで､PAはAA上のtrAに関するq)Aの密度行列である｡

また､有限領域Aの格子系の時間発展を表すAAの1係数自己同型群aA(R)は

a,AL4)=exp(Z･tH(A))Aexp(-itH(A)) (VA∈.4A)
で与えられる｡

以上､簡単に格子系の数学的定式化を振り返ってきたが､通常､相転移などの問

題は､まず有限領域Aで議論を行い､その熱力学的極限 (いわゆる､Van Hove極限)

Aー ∞を取ることによって考察される｡それゆえ､議論の大部分を有限次元の

B(九 )上で扱え右という利点がある｡例えば､エントロピーSA(甲)の熱力学的極限･
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に関して次の定理が成立する【26】｡

定理4.1.局所C･代数A上の状態q,がZY不変であるとすると､sA(q,)の熱力学
的極限S(q,)-1imIA｢lsA(q,)(ここで､剛 まAの体積)が存在して､A-+A

S(甲)≡infやA(arlsA,a,(甲);a∈Z.Yi
(ここで､A(a)-lx∈zy;o≦x.I≦a"i-1,2,･･･,yI)

(この定理の証明は､有限次元Hilbert空間上のエントロピーの強劣加法性によって

与えられる【19,24,25,26】｡)

さて､一般に､状態q,の時間発展が1係数群ta,;i∈RIQこより与えられるとき､
ェントロピーは変化しない (i.C.,S(q,)=S(9,｡a,))｡では､フラクタル次元につ
いてはどうであろうか｡一般に､dcB(q,)とdcB(q,oα,)の間に等号は成立せず､もし

不等号や何らかの単調性が成り立てば､系のカオティックな挙動をエントロピーの

代りにフラクタル次元を用いて議論できる可能性がでてくる｡また､特に群

ta,;iER匝 系の時間発展と限らなければ∴これはエント｡ピーでは区別できない

状態をフラクタル次元では区別できるということであり､力学系(A,6,a(R))の何
らかの意味での分類がフラクタル次元を用いて可能であることになる｡

そこで､以上のような系の特徴付けが､量子スピン系においてそのフラクタル次

元を用いて可能だろうか｡次節で､1次元格子系のスピン霧のIsingモデルにおけ

るフラクタル次元について解説する｡

i5. 1次元 Isingモデルのフラクタル次元P]

この節では1次元の格子系を考え､各格子のHilbert空間の次元は2とする｡この

とき､スピン露のIsingモデルとは､その局所ハミル トニアンH(A)が以下のよう
に与えられる格子系である｡1次元のi番目の格子のx,y,Z軸のPauli行列ot,叫,

紳 ぞhi･f-qx-(101.) q･Y-uy-(?;i)
であるが､そのとき領域A.-[-〟,n]の局所ハミル

I
J
o

【

ヽ

1

0
は

(

､ノ

わ

れ

≡

ン

N
･-

ア

b

ニト

H(A･)--J,i.oil･q･f･1(-k.fno･f)
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と与えられる｡ここで､0.F'qi1-a.7⑳0.7.1⑳IA,/(.I..･.11である｡さらに､

onz.1=q三. とすることによって､ここでは格子数(2n+1)個の閉じた系を考える｡

また､簡単のためk=0として考えることも多いので右辺の第2項は括弧で括って

ある｡

さて､領軌 のチャネルを '̂̂･-̀@̂'L(ここで､任意のiC=対して '̂･.-̂'o)
と定義すると､領域A.の状態のフラクタル次元は次で与えられる (ただし､BI-
G).

dc..(甲)-1im幽
6- 0 logl

C

dl▲.(q")=Biih )
IA.(C)

このとき､次の補題が簡単に示せる｡

補題5.1.それぞれ任意のe>0､n<∞が独立に与えられるとき､任意の状態

q)∈6に対して､

dc..(q,)I-0

さて､一般に局所C･代数A上の状態q,のエントロピーS(q,)は､多くの場合無限
大となるが､量子スピン系においては､定理4.1.で示されるように格子1個当りの

平均エントロピー∫(q')が存在し､このS(q')を用いて系の特徴付けがなされている

(例えば､a不変な状態甲がKMS状態であることの必要十分条件は､平均エントロ

ピIS(q')を用いて与えられる)｡そこで､同様に状態q'のフラクタル次元について

もその熱力学的極限の存在が示せれば､フラクタル次元による系の何らかの特徴付

けの可能性も考えられる｡

問題5･2･ 瑞 としたとき､

dc(q,)ilimA.-a)
がどんな条件のものとで存在するか｡
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この存在証明については､現在筆者達の間で検討中である｡

次に､領域A.における情報次元dl..(q,;e)6こついて考えよう｡前述したように､

エントロピーはある1係数群 軒 ;t∈RICこ対して､S｡.(q,)-SA.(Voa,)である
が､それではdl..(q,;e)とd,A.(Voa,･;C)についてはどうであろうか｡
ところで､各格子間に何の相互作用も働いていないとすると(i･C･,領域A.の密度

行5UPA.がpA.≡,盟.p･･で与えられるとき)､次の補題が成立する｡

補題5･3･: pA.=息 p･･のとき､任意のn<∞に対して､

IAA(V;̂')=I(pL;̂'A･)=.芸Ibi;̂'0)

そこで､我々は-格子iについてd,bL;C)､d,bL｡a,'';C)を考察することから始め､
その結果を上の補題等を用いて領域A.に拡張するというステップで考えていくム本

稿では､-格子のフラクタル次元についてのみ､その結果を紹介する｡領域A.上で
の議論や熱力学的極限の存在等については､別の論文で詳しく論じる予定である｡

いま､-格子のHilbert空間7tが7t=C2のとき､状態6(礼 )上のチャネル
Aも(･)は一般に次のような形で表琴できる【271｡

｢チャネルAも(･)のbaus表現｣;
4

I町●珂三
川≡
Ru●
■HJJHU
●
O
A

ここで､IIxl),lx2)1%,,ミルト.-7ンH(Ao)の固有ベクトルとしたとき､桝 ､
wI-a.･lLxlXxiL.a,2lxIXx21.a.13[x2)(xll･ai4lx2Xx21(aL,'∈C)

である｡このとき､ 4
'̂.(●)がチャネル ⇔ ∑耶W'-Iill

上のチャネルは最も一般的なも′のであるが､以下我々はPauli行列を用いて特徴付

けられるチャネルに限って話を進める｡すなわち､我々のチャネルは次のように与

えられる｡

｢我々が使用するチャネル (Pauliチャネルと呼ぶ)｣;
4

'̂o(●)=芸W●wl
ここで､WIは､
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W-a.･lqx･a.･2qy･a.?qz･a:I (a:'∈R)
このとき､ '̂.(･)がチャネルとなるための必要十分条件は次で与えられる｡

WW=I⇔ (1) Ⅳ〓ul｡l/や4芸4
(2)芸a･･14

lllN〓u
4

.
_

/
や

十m〓u3.-
/や+Ⅳ〓uっー･l
/や+
-
2
叫
+nuJHU

α:S]
%一l

≡-～α

さて､1係数群a(R)として､回転ae ●nrhH一

)を考えると
､
次の定理が成立する【7】｡

定理5･4･いま､与えられた状態p.が､

o+
〟l一2
Elr<
l･人l一Lx
l

)(xI
I+Å2
L
x2
×
x2

-芸血

43
-～αα
0≡

o)'(ここでR(0)-

1
p A 2 -ち-〟 (0<p.0･5)

tlxl)-(1.),1x2)-(f)‡:- o･N･S･

と､Schattcn分解できるものとする｡このとき､Pauliチャネルがある∂>0に対

して､条件
畠
138idi≧βを満たすとすると､状態p.に対して､次の三つの不等式

が成立する｡:

任意の0(0.0<;)､任意のC(4p∂<e･2p),- -

を満たす任意のOBに対して､

(1)00S2βあるいはsin2β>00S∂βのとき､

d,O｡;e)>d舟 ｡oao;e)
(2)00S2βあるいはsin2β;00Sββのとき､

d,レ｡;e)=d,レ｡｡ao;e')
(3)00S2βあるいはsin2β<00Sββのとき､

d,レ｡;C)<d,レ｡｡ao;C)

-16(!)282

この定理の証明には少し複雑な計算を要するが､ (1)Jb｡;̂'.)-Ih ;̂'.)､
(2)̂ '.∈C(p｡;C)の範囲で､Ih ;̂'.)はCの関数としてIb｡;e)と表され､さ
らにそれは単調減少となる､ことから示される｡また､定理5･4･の条件の下で､状
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態のフラクタル次元は厳密に計算することができる｡そのいくつかの計算結果を以

下に示しておこう｡

(1)p-0･25,6-0･3,｡孤 2,0-是 のとき､
00S2β >00SβJ

d,O.;C)=0.3486029,dlh｡ae;C)-0.1774656

(2)〃=0･25,6-0･3,｡m 2,0-号のとき､
00S2β <00Sβ∂

dlh;C)=0.3486029<d舟｡｡ae;C)=0.3884780

(3)p-0･1･6-0･05,｡=0･05,0-芸 のとき､
00S2β >00Sβj

d,O.;C)-0.4928831,d,(p｡｡ao;C)=0.4893434

(4)P=0･1,6-0105,｡-0･05,0-言のとき､
00s2β く00Sββ

d,O.;C)-0.4928831.d,(p.｡ae;e)読.5981584

表1

定理5･4･や表1の計算結果から､我々は､エントロピーでは区別できない状態p｡

とp.｡aeの違いを､フラクタル次元を用いることによって特徴付けることができた｡
特に､この定理5.4.の結果は､一種の相転移を表しているとも見てとれるが､その

物理的な意味等を明らかにしていくことは今後の課題である｡さて､この結果を領

域A.に拡張することを考えると､今度は自己同型群aA･(R)として､系の時間発展

を与えるa,A･(･)-exp(itH(A.))･exp(-itH(An))に対するフラクタル次元

d,..(q,｡a,;e)を計算することができるが､このとき状軸 A.のC･0･N･S･を回転させ
ることによって､エントロピーでは論じることが出来ないa,̂･(･)による系の時間発
展の方向性に､フラクタル次元を用いて何等かの特徴付けが行える可能性が生じて

くる｡これは初期状態の違いが､その後の系の時間発展に影響を及ぼすということ

でもあり､系のカオティックな挙動との関連などについても何等かの議論が可能に

なると思われる｡さらに､前述した熱力学的極限の存在を明らかにすることは重要

な課題である｡
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