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2次元写像の力学系的構造について
- H6nonmapの構造と分岐 一

三波 篤郎 (北見工大)

極めて単純なシステムが極めて複雑な挙動を示す… というものが､"複雑系-■のひとつの興味の

対象であるのなら､2次多項式は､まさにその典型的な例 となる.

任意の R'または C 上の 2次関数は､アファイン写像による座標変換によって.次のような形

にできることが簡単にわかる.

fa(I)-a- x2 fc(I)-I.2+C

普通 realの場合は左側 を標準形とし.complexの場合は右側を使うのが†耶 Iltなっている.また re'al

の場含は.

J.a(3:)-aX(1-I) fa(3:)-1-axュ

という標準形を使うことも多い.このような最も単純な関数を力学系として見たとき,そこに非常に

複雑な構造が隠されているということが,この 15年ほどの多 くの研究により明らかになり､それは

1次元力学系理論､複素力学系理論として､ほぼ完成 したと言っていいだろう.

さて.R2及び C 2 上の 2次多項式で表わされる写像 も. 1次元の場合とは全 く異なる更に

複雑な構造を持っており.非線形系で現われる strangeattractorや homoclinicbifurcation.また

HamHtoniansystemの KAMtheoreticな分岐などの最も基本的なモデルでもある.

2次多項式で表わされる R2または C 2からそれ自身への写像で.Jac｡bianが ｡｡nstantなも

のは.afFinemapによる座標変換によって.次のどちらかの写像に変換できることがわかる.

H(I,y)-(by+a-x2,I)･

F(I,y)-(αx+y2+β,Ty+6)･

その形からわかるように.Fは力学系としては単純なものである.H を 日昌nonmapという.従って

H占nonmapは､力学系として nontriviaJな2次多項式 difFeomorphism の標準形であると言える.

H占nonmapに関してまず重要なことは､horseshoemapの生成過程を含んでいるということ

である.Devaney-Niteck=i.パラメーター aがある程度大きければ (a≧2(1+lbI)12)日昌n｡n

mapは horseshoemapになり.a< -(1+IbI)2/4ならば 0(Ha,i)- 切であることを証明

している.よく知られているように.homocIinltcpointがあれば.そこには horseshoemapと同型

の Subsystemが含まれており.更にほとんど全ての nontrivialな non-1inearsystem はhomoclinic

pointを持っている.その意味で.horseshoemapの生成過程は非線形系の分岐に於いて,最も基

本的な要素である.しかし､horseshoemapになる以前の Hさnonmapの分岐は極めて複雑である.
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それの原因は､あらゆるところで homoclinictangencyが起きているために､あらゆるところで無限

の分岐が発生 しているからである.

よく知られているように､H̀nonmapはあるパラメータ-領域に於いて H占nonattractorと呼

ばれる attractorを持っており [H】.これは dissipativeな非線形系で現われる strangeattractorの

中で最も単純なものである.しかしながら､そのアトラクタ-上での dynamicsは未だによくわかっ

ていないし､さらに/n.n-t,ivialatt,act.,の存在が厳密に証明されているのは.Ibfが十分に小さい

時のみである (【BCH MV]).このような non-hyperbolicattractorが存在するようなパラメータ

の測度は正であることが数学的に証明されているが､それは開集合を含むようなものではなく､むし

ろカントール集合的なものであり､従って､僅かなパラメータの変化に対 しても､実は無限の分岐が

起きているのである.

H占noりmaPは b--1a)時は areapreservingmapの 1-parameterfamilyとなる･特に

H は -1<a<3では e=pticな fixedpointを持つ.この間この fixedpointのまわりでは.

HamHtoniansystem から得 られる写像で見られるような.invariantCircleや isJandsの発生.消滅

が起きる.この意味で H占nonmapは.areapreservingmap (あるいは symplecticmap)の分岐

の最も単純な paradigmであるとも言える｡

0 4 6 ♂
a-

Figure1:BifurcationDiagramofPeriod5
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1 Topologicalstrucruteofthebifurcation

diagram oftheHl6nonfamily

Hさnonmapのパラメータ-空間を数値計算によって調べると.その中に cuspconnectionと呼ば

れる特徴的な構造が存在 し.それによって standardな quadraticmapのタイプの異なる周期点が､

日昌nonmapのパラメータ-空間の中でつながっているという事実が見受けられる.また､その cusp

Connectionと呼ばれる関係には､ある種の規則性が予想される.

lSan3日 SS]では. 1次元の quadratkmapのタイプの異なる周期軌道が.H占nonmap-のパ

ラメータ空間の中でつなぐことができるためのある十分条件を与えている.その条件は.記号列のあ

る単純な操作で与えられるのもであり.任意に与えられた2つの itineraryがその条件のもとで同値に

なるかどうかは.簡単に判定できる.この条件は.H占nonmapのパラメータ空間において.itinerary

を特定できる部分.すなわち､1-dimensiona一partとhyperbolicpartのつながり方を調べることに

よって得 られる.さらに.この条件は極めて自然であるため.必要条件にもなると期待できる.

Figure2:CuspReglOn
l
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2 HyperbolicityintheH6nonfamily

ある与えられた写像の周期点の個数を厳密に求めることは.たとえ1次元の 2次関数や H占nonmap

のような.きわめて単純な写像であっても非常に難 しい.その方法としてもふつう Newton法 くら

いしか思いつかないわけだが.それでやると周期はせいぜい 10くらいであり.大型計算機などでか

なりがんばっても15くらいが限界と思われる.またそこまでやったとしても Newton法では,得 ら

れた数の確実性に不安が残る.

しかし1989射乳 Biham とWenzelという人たちが Hさnonmapに対 してだけではあるが,

画期的な方法を発見 したのである.それは基本的には Aubry-Matherの Lagrangianというものに

基づいており.まず周期 pの周期点がその criticalp｡intに1対 lに対応 しているようなRP上のあ

る gradientvectorfieldを定義する.そしてその criticalpointsを全て捜 し出す.ということを行

なうのである.残念ながら,この方法の正当性は数学的には証明 されていない.しかしこの方法がう

まくゆかない例もまだ見つかってはいないようである.

さて.b--1(areaandorientatinpreservingcase)の場合に.上記の Biham-Wenzelの

方法を使って αを変化 させながら周期 20までの周期点の個数を計算 して行くと,あるけっこう広い

αの区間で,周期点の個数が一定となるものがいくつか存在することがわかる.これはこれらのパラ

メーター領域で H占nonmapが構造安定となることを示 しているように見える.構造安定性定理より.

それは non-wanderingsetが hyperbolicsetとなることを意味する.

lDMS]では数学的に厳密な証明はないものの.その hyperbolicityのメカニズムを説明し.そこ

から得 られるマルコフ分割で計算 した周期点の個数と.Biham-Wenzelの方法で計算 した個数 とが.

周期 20まで完全に一致するという結果を得ている (周期 20の周期点の個数は,100万くらいにも

なる).またここで調べられた3つの hyperboliccaseは全て.missingblockexpressionという方

法でかなり簡単にその構造を表現できる.この missingblockexpressionは Cvitanoviaの pruning

fro'ntのひとつの例とも言えるが.対応する Hinonmapの構造 を具体的に与えたものとしては.初

めてのものである.
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