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1 序論

近年､非線形常微分方程式によって記述される系の

制御において､非線形制御理論の一手法である幾何学

的手法を用いた制御の実用化が進んでいる｡幾何学的

手法を用いて制御別の設計を行う場合､制御対象の最

小位相性か重視される｡これは幾何学的手法を用いた

制御別が､制御対象の入出力関係を記述する量から､

それ以外の量､すなわち内部状態量を分離する構造を

持つことによる｡この場合制御対象が最小位相系であ

れば､出力を有界な値に制御した場合に系全体の安定

性が保証される｡従来は制御対象の最小位相性を最初

に仮定した上でいくつかの制御問題について研究がな

されてきたが､現実の制御系には最小位相系とはなら

ないものが多く存在する｡そこで非最小位相系に対す

る制御理論の構築が求められる｡

非線形非最小位相系としては以下の二つの場合が考

えられる｡ひとつは､制御対象が一定次元の内部状態

を持つが､ゼロダイナミクスが漸近安定とはならない

場合であり､もう一つは制御対象が一定次元の内部状

態を持たない場合である｡後者は特異点を持つ系と呼

ばれる｡

本稿では前者の場合において､漸近モデルマッチン

グ制御問題に対して不変多様体の概念を用いた手法を

考察する｡

2 非線形非最小位相系

本節では次式で表現されるm入力m出力非線形制

御系を考える｡

nl
i=I(LT)+∑ 9.I(x)ui
i=1

yi=h.･(tlL),_i=1,‥.,m (1)

ここでLl.∈u⊆況nでありu:= (ul,.‥,unl)T∈況'P,
y:=(y1,...,ym)T∈沢である｡また､耽nの原点がこ

の系の平衡点であると仮定する｡ここで関数的 )の

ベクトル場f(I)に沿ったLie微分及びそのくり返しを

Lfh(3:):-(dh,I)(L7:)

Lkjh(I)=-Lf(Lkjllh)(Ll.)

のように定義する｡このとき制御対象(1)式において､

(Lg''Lkjhtl'xl)=],?
Lg,･Lkjh.I(x.)=0,∀j=1,･･･,m;

Vk=0,･･.,pz1-2 ('2)

;L9,.LP;'llh.･(0)≠0

となる自然数piが全てのiに対して存在すると仮定す

る｡このとき自然数の列(pl,･･･,Pn.)を系(1)式のベ
クトル相対次数と呼ぶ｡さらにmxmの行列

(A,.i)(tl･):=Lg.･L;''-lh,A(T) (3)

を無干渉化行列と呼ぶ｡もし無干渉化行列A(.T.)が原
点の近傍上で正則であれば､

a(x):=(LPJLhl(ll),I.･,LPfmhm(2))T

としたときに制御対象(1)式は､静的状態フィード:バ
ック

u=All(I)(一己(2)+V) (4)

によって入出力線形化及び触干渉化が可能となる｡た

だUv-(vl,･.･,vm)Tである｡また､ある座標変換
x･=申(I,E)によって制御対象(1)式は､標準形

2.I:-h,.(I),i=1,‥.,m
乏11= zl?

ギ･'-1=I.p･'
Fill

ギ.'=a.･(I,E)+∑ b.･j(I,E)uj
J=1

i=7(I,I)+P(_7,E)u, (･5)
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に変換される.ここでai(I,E)=(-Li(｡(I,E))であり､
(,.lj(:言)は鯉干渉化行列の(i,j)要素である｡また､pl+

-+pm-:pとすると､E∈沢n~Pであり､入出力無干
渉化フィードバックによって人出力関係から無関係に

なるという意味でEは内部状態と呼ばれる｡さらに初

期状態が

=11(o)=- ==計(0)=0
である場合に､静的状態フィードバック

u''=-AlJl(鍾 (x)

によって出力を恒等的に零にすることが可能である｡

そしてこのときの開ループ系の挙動､

t=77(0,E)-Pj(0,E)All(*(0,E))a(0,E) (6)

を系(1)式のゼロダイナミクスといい､ゼロダイナミ

クスか原点において漸近安定である系のことを最小位

相系という｡人出力無干渉化制御則(4)式に基づいて

出力のある信号Y(i)への追従制御を行う際には制御
別は

V=た(I,Y)

という桃道を持つ｡そのとき内部状態の挙動は

さ=17(I,E)

+p(I,E)Allト a(I,E)+k(I,Y)) (7)

という､I,Yを入力とする系として表現される｡

系(1)式が最小位相系であると､入出力線形化制御
別を用いて出力を有界な値に制御した場合には内部状

態の有罪性も保証される｡しかし､ゼロダイナミクス

が漸近安定ではない場合にはその制御別では内部状態

の有界性は保証されない｡

3.1 問題設定

本節で対象とするのは次式のようにすでに数式表現

されているn次元 m 入力 m 出力アフィン非線形制

御系

nl
i=I(.t･)+∑gi(Lt･)uJ'i=1
=･.F(lt,u)

yi=hi(.T),i=1,･･,m

および規範モデル

∩ ~

i.M =fM(tT̂ ,I)+∑ gJV.･(･T)u:ll,I
z'=1

=:FM(3;M ,uM)

yMi=hM.･(Ll･̂JI),i=1,- ,m

と出力誤差

(8)

(9)

e.1=A.A(3:)-hMz.(ごM) (10)

である｡ただしこれらの系において原点が平衡点であ

り､各写像は滑らかであると仮定する｡

定義 3.1系(8)-(10)式を考える｡これらの系に対し

て､適当な次元pの動的補償器

u''=αi(I,.TM言)+βi(xt,.TM,(-)uM
i=i(I,TM,(,uM),(∈肝

(.ll)

3 漸近モデルマッチング制御 .

漸近モデルマッチング制御 (以降AMM と略記)と

は､制御対象の望ましい出力の応答を示す制御系を規

範モデルとし､制御対象と規範モデルとの間の出力誤

差を漸近的に安定化し､さらに閉ループ系を安定に保

つ制御である｡また､誤差の挙動が規範モデルの入力

の影響を受けることを許すという点が安定なモデル追

従制御問題との違いである｡本稿では､出力レギュレー

ション問題において用いられている不変多様体の概念

を用いてÅMM問題を解くことを考える｡

と､動作点の近傍u⊂沢n,uM⊂紀nM,uぐ⊂肝 ,およ
び正の筆数 kで､lû,((i)l≦kとなるすべてのuM(i)
に対して条件

(AMl):aXUMXuC上の任意の初期状態に対して
limトー∞e(i)=0である.

(AM2):1･M-0,UJY-0のとき､閉ループ系
m

丘=I(x)+∑gi(ll)a恒,0,E)
1'=1

t-4(3,0,(,0)

は局所指数漸近安定である｡

を満足するものが存在するならば局所漸近モデルマッ

チング制御問題は可解である｡ ロ

ただし本稿では静的フィードバックのみを考える｡
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3.2 幾何学的手法による結果

ここでは制御対象 (8)式がベク トル相対次数

(pl,-,Pm)を持ち､撫干渉化行列が正則であると仮
定する｡こ●のとき､制御対象(8)式､規範モデル(9)
式を一つの系と考え､誤差(10)式を出力と考える｡こ

こで規範モデルの弱ベクトル相対次数を(vl,‥.,レm)
とし､関係式

1/.I≧p,･,t=1,‥.,m (12)

が成立するならば､

･i･:-L'/1/巾 )-Li:TlhMI･(tl.M)

=‥ヰj(tt.)-=L/lj(･t･M)

とすると､合成状態空間沢'l+'lAl上の適当な座標変換

によって合成系は

Zi‥=a.I(.1･)-h,V,･(.TM)-e.･,i-1,...,m
こl-_I-1~J2

こ1 - _I

'-p.'-1I -p,･
三L.A= (i.･(=p,E)+ u)bill(=p ,E)
+ alVl･(1･M)+ C.I(tTtM )uM

と= 恒 p,E)+ P (=p,E)u
i.̂JI- F /̂I(tl･M ,uM) (13)

と記述される｡ただしE∈紀n~Pである｡ここでeから

制御対象の入力までを線形化するフィードバック

･"-B~1(.tL)(-a(tl･)+aM(.TM)+C(xM)uM+V)

を用いることによって､線形誤差ダイナミクス

e～pL')≡vl

が得.られる.このとき誤差を安定化するV-k(I)は容
易に設計可能である｡制御対象のゼロダイナミクスは

i=7(0,E)-P(0,E)Bl1(0,E)a(0,E)

であり､a:V(o)=0,zM(0)=0であることを考慮に
入れて､.T･.V=0,uM =0の場合の閉ループ系を求め
ると

ip=A-(Zp)

卓=77(:p,E)-P(=p,E)B-1(=p,E)a(Zp,E)(14)

となり(士=Ir(=)は漸近安定としてある)､制御対象

が最小位相系であれば､条件(AMl),(AM2)か滞足さ

れる｡よって､制御対象が最小位相系であり(12)式が

成立することはAl･IMが可能であるための十分条件で

ある｡しかし､制御対象が最小位相系ではない場合に

はその限りではない｡

3.3 FBI方程式と誤差ゼロ多様体

定義 3.2系(8)-(10)式に対して､CL.(k>2)写像7T.C
に関する方程式

患 (FM(xM,UJV))-F(q(xt,V),'C(･1･.V,a.Irl)),
7T(0)=0,ci(0,0)=0,･L'･=1,- ,m

h.I(7T(tl･M))-hM.･(-tTM)-0,i=1,･-,.m
(i:-))

をFBI方程式と呼び､その解x･= 7T(.I..V)の原点を通
るグラフのことを誤差ゼロ多様体と呼ぶ｡ □

その定義からも明らかなように､誤差ゼロ多様体は､

7.イードバックu=a(.TM,uM)によって閉ループ系の
不変多様体となり､その上では誤差がゼロとなるよう

な多様体である｡

ここで力学系における安定多様体の理論を用いるこ

とによって以下の定理が得られる｡

定理 3･1系(8ト(10)式において制御対象の線形近似

系が可安定であり､規範モデルか局所BIBS(boullded

input-boundedstate)であるとし､さらにFBI方程式

を解くことが出来たとする｡このとき､制御則

uJ'-C-'(.TM,uM)+I{.･(I-,r(TM)),i=1,… ,m (161

によって､十分小さな1･,3:M,そしてuJVに対して漸近

モデルマッチング制御問題は可解である｡ただしtLL=
K'1.Tは制御対象の線形近イ以系の漸近安定化フィー ド

バックである｡ □

さらに付加的な仮定の下で誤差の指数漸近安定性を

示すことが可能である｡

定理 3.2系 (8)-(10)式に関して以下の条件が成立
するものとする｡

'LFBI方程式が 原点のある閃近傍1;⊂況n･､′上で
可解であり､
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･規範モデル(9)式は局所BIBS安定である｡つま

りある正の実数Eoおよび沢+上の正の単調増加連

続関数al(･)および a2(I)で､e<Eoなる全て-の
E>0およびIuMI_<a2である任意のuAJI(i)に対
して匝〟(0)l≦α1である規範モデルの解軌道のノ
ルムはe以下となるものが存在する｡

●さらに

百:≡rT env柚 `Eo

および

A',I‥=((7T(xM),｡M)lxM∈V)

としたときに恒,((i)I≦a2(eJ)=‥.kなるすべての

連続可微分なuM(i)およびBal(e-)上の初期状態に
対して規範モデル(9)式はすべての時刻において

解を持ち､さらに(7T(a;M(i)),XM(i))もまたM上
に留まる｡

･V上のすべてのa･MおよびIuMl≦kに対して､

(孟F(qLxM),C(xM･uM)),g"T(xM)))
はu=II3:によって可安定である｡

このとき､正数 L･1,L･2,た3,7,および人で､

匝(0)-n･(3:M(0))I≦九l,

匝M(i)I≦k2,

匝M(i)I≦k3

である場合に

Iltl(i)一打(.1･M(i))I≦7e一入t,士≧0

となるものが存在する｡ □

3.4 例題

次式のような制御対象､規範モデル､そして誤差を

考える｡この例題は､本節での制御別の有効性を示す

目的で示したものであり､特に現実的な系を念頭に置

いているわけではないことをあらかじめお断りしてお

く｡

制御対象:

Xl=X2

.it2=X壬+(1+｡22)u
l･3=Xl+公子+.TIx2

(17)

3:Ml= XM2
TM2= エ ,̂13
3;M3= 16.25x M1-8.75.1･JV2
-5〇M3-1.5.TM4+ u M

云M4= =Ml + 3;3Ml

規範モデル:

(18)

誤差:

e=31-XMl･ .(19)

制御対象(17),(18)式はともに原点近傍において相
対次数2及び3を持つので厳密なモデルマッチング制

御および安定性を考慮しないモデル追従制御は可能で

ある｡また､制御対象のゼロダイナミクスは

i3=0

であるため､最小位相系ではない｡また､誤差(19)式

を出力と見なし､uA,(=0とした場合の合成系のゼロ
ダイナミクスは

x･3= XM l+T3M l+tTMIXM 2

TM l= XM 2
3:M 2= 3;M3
丘M3=-6.25xM1-8.75ごM2-53:M3-1.5:i.̂･T.･I

丘M4=XMl+〇3Ml

であり､これもまた漸近安定ではない｡よって､幾何

学的アプローチによるモデル追従制御別を用いた場合

には閉ループ系の安定性は保証されない｡しかし､規

範モデル(18)式は局所 BIBSであり､制御対象(17)
式は線形可制御である｡ここで制御対象の線形近似系

の漸近安定化フィードバックは

u=R'x:=-(alrl+a2x2+a31T3)
という線形状態フィードバックとして記述される｡た

だレヤラメータal,a2,及びa3は､多項式

33+a2S2+alS+a3

かフルヴィッツ多項式となるものとする｡系(17ト (19)
に対してFBI方程式を陽に解くことが可能でありその

解は

Xl=XMl=:7Tl(3;M)

a:2≡〇M2=:7T2(a;M)

･3-1･M4.去就 -:打3(tTtM)

C(3;M,uM)--x2Ml+XM3
1+瑞 2
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として与えられる｡よって､制御別は

u=-a･2̂,[1+xM3
1+LTfw2I
+〟(〇一打(〇〟)) (20)

として与えられる｡

Fig.2.1はシミュレーション結果である｡ただし初期

値および安定化フィードバック係数は

(3,1,.1･2,.tt3,aLMl,ヱM2,XM3,XM4)(0)

=(0･5,0,0,0,0,0,0),-I

(α1,α2,α3)=(3,2,3)

としてある｡図においてuM(i)は､

･,Wl実線:UJV(i)-sine

･太実線 V‥uM(i)-5si11(3i)

である｡Fig.2.1は誤差の挙動を示している｡

0.5

0.4

0.3

0.2

U.1

0

-0.1

-0.2

l 一 l 一 lsint-
5Sin3i-

0 5 10 15 20 25 30

Fig･2･1:Trajectoriesoftheerrors.

Fig.2.1より､どちらの場合にも誤差が収束している

ことがわかる｡しかし､その軌道は異なっており､漸

近モデルマッチング制御は達成しているが､モデル追

従制御は達成されていないことがわかる｡

3.5 FBI方程式の近似解法

FBI方程式(15)式は偏微分方程式であり､一般にそ

の厳密解を求めることは困難である｡よって実際には

何らかの近似解法を用い､そしてその場合の制御性能

の評価をする必要がある｡本節ではFBI方程式の解を

低次の項から求める方法を考える｡その場合の近似解

を以下のように定義する｡

畠義 3.3系 (8)-(10)式を考える｡このとき原点o∈
沢nMの近傍 V及び半径Eの開球 Be⊂ 沢mと､原点

(｡M,uM)=(0,0)において零となる滑らかな関数
7,(良):V - 3tn,C(Ll):VxB亡- 沢mで､1′×Be上の
〇M,uMに対して

監(FM(xM,uM))-F(T'L.'(TM),C'L.'(Ltt̂/(,UJV"
+o(貯 1))+o(堤 )uM,

h(T(A)(ェM))=hM(tTM)十0(甘 1)) (21)

となるものが存在するとき打(A)(ェM),C(i)(.T･JV,uM)の
ことをFBI方程式 (15)式のk一次の近似解と呼ぶ｡

ここで0(ェか1))とは､

10(堤+1))I

･=;=o lllMJLl+1
hm (212)

が有限の定数になるような関数のクラスである｡ □

注意 3･1系(8)-(10)式に対するFBI方程式の1次の

近似解は､明らかにそれらの線形近似系に対するFBI

方程式の解となる｡

ここで､近似解を用いた場合の誤差に関して､以下

の結果が得られる｡

定理 3.3系(8)-(10)式を考える｡ここでF】〕Ⅰ方程式

のk次までの近イ以解7T(i.)(xM),C(L･)(XIM,uM)が得られ､
さらに定理 3.2における2つ目から4つ目の条件が満

足されているとする｡また､制御対象の出力h･(･11)は

Lipshitz連続であると仮定する｡このとき､与えられ

たp>Oに対して正の定数El,e2,kl,そしてk2で､以
下の性質を持つものが存在する｡規範モデル(9)式の

解軌道TM(i)に対してq(i):=7r(L･)(xJ4(i))と･1･(0)が

I.T(0)-q(0)l<El,

maxfl3:M(i)I,luM(i)I.)<e2,i≧0 (23)

を満たすならば閉ループ系は全ての主≧Oにおいて一
意解を持ち､関係式

lX(i)-q(i)J<p,t≧O

limltt.(i)-q(i)I<klE窒+1t-一く〉0
1imle(i)I<k2E窒+1 (L24)t-(:〉○

を満足する｡

この近似法を用いる利点としては､
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｡解くべき方程式か代数方程式のみとなるため､容

易に計算機に組み込むことが可能である

.厳密な解が得られない場合においても､ある次数

までの解が得られればある程度の制御が可能で

ある

等が挙げられる｡さらに高次の項を､最小二乗法､あ

るいは逝伝的アルゴリズム等を用いて導出することに

よってより良い制御性能を得ることが可能となるであ

ろう｡

3.6 標準形とFBI方程式

FBI方程式は制御対象の状態空間の座標系のとりか

たには依存しない｡しかし､制御対象が(ベクトル)棉

対次数を持つ場合にはFBI方程式の解を簡略化する
ことが可能である｡以降は制御対象の状態空間上の局

所座標系として標準形(5)式の座標系(,～,,E)を用いる｡

状態変数=に関するFBI方程式の解は､汀=(.tlM)につ
いては

汀1-,.(a･M)=LIjILl.gAJu.VhA･(,･(tTM),i=1,-A,p,･(25)

となる｡そこで､(25)式の左辺にはuMが含まれない
ことより､

L･lĴ,kLlf,,hM,.(tl.JV)=0,
j,た=1,...,m.;
i=0,･･･,p,1-2 (26)

が成立しなければならない｡また写像cL'(｡M,uM)は､

7TE(tl･M)が求められれば

ct'(tlL･･II,uM)-i.I;(汀=,qf)(-LPjjhj(汀=,汀く)

･LPf;i.I.gA,A.L.lilĥ,lj(tL･M･uM)) (･27)

として与えられる｡ただし

ji(I,E):=A(a･)

である｡また､この場合Eに関するFBI方程式 (シル
ベスター方程式)は､llM,uA,I,冗(x･M)の既知関数であ
るC(lLLV,u,V;7T(3;M))を用いて

a7T,

万孟 F･･V(･L-･V,lLLV)-7(T=,TE) (28)

+pj(汀三,7rE)cj(xM,uM;7T(TM))

となる｡よって以下の命題が得られる｡

命題 3･1m入力m 出力系(8)-(10)式を考える｡こ

こで制御対象(8)式において無干渉化行列が正則であ

る場合､FBI方程式(1･5)式が可解であるための必要十
分条件は(26)式が成立し､シルベスタ-方程式 (28)

式が可解であることである｡ ロ

3.7 制御別の改良

前節での議論によって､制御対象が相対次数を持つ､

あるいは無干渉化行列が正則である場合にはFBI方程
式の可解性はシルベスター方程式の可解性に帰着され

ることが示された｡本節では､偏微分方程式の簡略化

および制御性能の向上を図るために制御別の改良を試

みる｡本節では入出力線形化フィードバックの前もっ

ての導入を考える｡以降は､制御対象は既に標準形(:-))

式によって記述されているものとし､沢n上の座標系と

して(I,E)を用いる｡制御対象(5)式に入出力独形化
フィー ドバック(4)式を施すと､

Z,I:=h,･(｡),i=1,.",m
～;Il= zI?

÷pt'-1=ギt'JI'

ギ ` = VJ

i-7(I,E)

+p(I,E)All(I,E)(-a(I,E)+V), (29)
となる｡ここで

巧(I,E):=Tl(I,E)-P(I,E)All(I,E)a(I,E),
P(I,E):-P(I,E)A-1(I,E)

と定義する｡このとき

E-釈0,E) (30)

が制御対象のゼロダイナミクスである｡条件(26)式が

満足されているも甲とすると､F】〕Ⅰ方程式の解は､I
に関してはフィードバック変換前と同じものになる｡

またVについての写像C-i(.TM,uM)は､陽に

C-1'(tTM,uM)=LPi'MhA,I･･(LTM,uM),i芋1,･･･,m (31)

として与えられる｡また､この場合のシルベスタ一方

程式は､

芸 FM(xM,uM)-- 元E, (3･-"

+Pj(7Tz薫 )e''(XJV,ulV)
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となる｡このとき問題となるのは二つのシルベスター

方程式 (28),(32)式の可解性の関係であるが､簡単な

計許によりこの二つの方程式の解は-致すろことを示

すことができる｡よって､以下の命題が得られる｡

命題 3.2漸近モデルマッチング問題におけるシルベス

ター方程式の可肝性は正則なフィードバック変換のも

とで不変である｡ ロ

また､制御対象の指数漸近安定化可能性はフィードバッ

ク不変である｡よって､フィードバック変換前の系(5)
式に対してシルベスター方程式が可解であれば､入出

力線形化された系 (29)式に対する指数漸近安定化制

御則

U-F,I+FEE=:FLl.
を用いた制御則､

･L''--i,Tjl(:7E)(-aj(I,E)+C-'-(tl.M,uM)
+F'(tt･一打(x̂,I)))

によっても漸近モデルマッチングは可能である｡

この新しい制御則 (33)式を用いた場合の閉ループ

系の特徴は以下の通りである｡

il入力1出力系の場合には閉ループ系の非線形性

を一部消去することが可能であるので､吸引領域

を拡大することが可能であると予想される｡

●多人力多出力系の場合には､制御別には安定化項

以外に7Tの知識は不要であるため､可安定接分布

の次元だけシルベスター方程式の次元を減らすこ

とが可能である｡

4 おわリに

本稿では非線形非最小位相系の漸近モデルマッチン

グ制御における制御別の設計法として､FB工方程式に

基づくものを提案した｡
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