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可逆セルオートマトンの統計力学と動力学

京都大学総合人間学部 武末真二

1 序

ここでは､簡単なセルオートマトンのモデルを用いて､微視的力学法則と輸送現象の性

質との関係について考察を行なう｡具体的な現象としては熱輸送を取り扱い､そこでフー

リエ別のような拡散的挙動が現われ熱伝導率に対する久保公式が成立するためには､どの

ような条件が必要であるかということを中心に考える｡ 拡散を示す力学モデルとしては､

他に田崎 [1,2]らによる結合写像系や､蕪木､町田 [31によるハミルトン力学系の例があ

る｡それらと比較した場合､セルオートマトンは､(i)時間 ･空間 ･状態のすべてが離散的

なモデルである､(ii)シミュレーションを行なう場合､ハミルトン系のような大規模な計
算を要しない｡したがってより詳しい情報を得ることができる､という特徴を持つ｡

2 モデル

我々が用いるモデルは､ERCA(ElementaryReversibleCellularAutomata)と呼ぶ次の

ような可逆セルオートマトンの族である｡すなわち､ERCAとは､各格子点iに値 0,1を

取る変数が2個 (cri,aiと表す)存在して､それらの時間発展規則が次式で表されるような
力学系をいう｡

Jt!+1- f(正1,g吉,Cr三+1)◎倉吉 (1)

a･吉+1- C'吉 (2)

ここで時刻 tは整数値を取り､fは0,1の値を取る3変数関数である｡またOは､101-
0◎0-0､001-100-1で定義される排他的論理和と呼ばれる2項演算を表す｡この

系が時間反転対称性を持つことは､式の形から明らかである｡ また､場合によっては簡便

のためにx吉-(C,王,倉吉)とし､式 (1)､(2)をまとめて

xt!+1-g(x三_1,紘勇.1) (3)

のように表すことにしよう｡ 関数 Jを与えれば時間発展則 (ルール)が決まるので､Jの
数 223=256個の異なるルールがERCAに属することになる｡ それぞれのルールを区別す

るために､関数 Jで表されるルールに対して数字
111
EEEf(a,b,C)24a'2b'Ca=Ob=Oc=0

に ｢可逆｣を表す Rをつけて ｢ルール26R｣などと呼ぶことにする｡ ルールORからルー

ル255Rまでの256個のルールを､左右反転対称性とOと1の入れ替えの対称性で分類す

ると､本質的に異なるルールは 88個になる｡
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3 加法的保存量

ERCAの各ルールに対し､次の形の保存量が存在するかどうかを考えよう｡

F(xE'1,xl岩,･･･,堤と)-F(x三,勇 +1,･-,舅.α)+J(xl!_1,-･,Xtt.α)-J鮎 ･-,勇+叶1)(4)

ここで αは与えられた自然数とする｡上式は連続の式を離散化したものであるから､適当

な関数 F､Jを持ってきたとき､任意の可_1,可,･-,XLa.1に対して上式が成立するなら
ば､Fを加法的保存量の密度､Jをその流れを表すものとみなすことができる｡ さらにこ

のような保存量が存在する場合､周期境界条件のもとでの和

〟-1

7iN((xil)-∑F(xi,Xi.1,-,Ti.a)
i=0

を(統計力学の意味における)ハミルトニアンと考えて､通常の平衡統計力学の議論を行なう

ことができる｡例えば､温度が格子点あたりの平均エネルギー4,-(F(xい勘+1,･-,ri十Q))eq
の関数として求められる｡

このような関数 F とJが存在するかどうかはルールによって､また cL,の値によっても

異なる｡ さらに､このような保存量が存在 したとしても､71N のみならず F(LTi,･･･茜 .α)
自身が不変量になる (つまりJが恒等的に0になる)場合には､統計力学の議論が成り立

たないことはいうまでもない｡そこで､α=1の加法的保存量が存在するが､F自身が保

存するような量は (α-2,3においても)持たないルールを書き出してみると表 1の7個

が得られる[41｡また各ルールに対 し､ α-2,3でそれぞれ何個の保存量が新たに出現す
るかを求めてみると､表 1の右の欄のようになる｡以下では主としてα=1の保存量に対

する統計力学を考え､α>1の量はそれに村する影響という形で考慮することにする｡

ルール α=1加法的保存量 α-2,3加法的保存量

26R A なし

77R C 2,0.

90R A,D 2,4

91R B,D 1,0

94R D なし

95R■ D 1,2

123R B,D なし

表1:加法的保存量｡｢α-2,3保存量｣の欄はα-2および3で新たに出現する保存量の個数｡
｢α-1保存量｣の欄のA,B,C,Dは保存量の種類を表し､それぞれに村するF(J,a-,U,a)は､

A.･(3-U)2+(q-3)2
B:1+qa-+Z/O-[112(1-cr)(1-a)][1-2(1-a)(1-U)]
C: qD(1-23-1/)-3Z,(1-2g-2D)
D: (a-Z/)2-(J-3)2

- 752-



｢第2&3回複雑系札幌シンポジウム講究録｣

4 熱伝導

我々はセルオートマトンに温度を導入できたので､系の両端に異なる温度の熱浴を取付

けることによって､エネルギー輸送すなわち熱伝導を引き起こすことが可能になる｡

熟浴は両端の変数を確率的に更新することによって表すことができる｡具体的には､〟

個の格子点からなる系に対 し､熱浴を表す格子点 OとⅣ+1を加え､格子点 1から〃 ま
での変数を式 (1),(2)に従って状態更新した後､格子点 OとⅣ+1の変数は､条件付き
確率

pL(xoLxl)- JV'LeXpl-βLF(xo,xl)】 (5)

FLFt(XJV+llxN)- JV'ReXpトPRF(XLV,TN+1)] (6)

に従って状態を選ぶものとする｡ ただしここで Fは､表 1のルールに対しα=1の加法

的保存量密度を1個選んだもので､それ以外の保存量は無視している｡また､,OL,βFiはそ

れぞれ左端､右端の熟浴の逆温度を表し､NL,JV'R は規格化定数である｡
このとき､系全体の状態がtxil-(xo,Xl,- ,rN,XN'1)からtx:)-(I/.,3:/i,･･･,1./N,I/N.i)
に遷移する確率は､

〟

P((xDl(xi))-PL(I/.lx/1)Ilk(a/N.1匝'N)∩6(王,g(xi-i,Ti,Xi.1)) (7)
i=l

(6(x,y)はクロネッカーのデルタ･.∂(x,y)-1forx-y,6(I,y)-Oforx≠･y)であり､分

布関数 p((xi))の時間発展演算子 T.はP を用いて

T.p(txil)-∑p(txiHx:))p((xD)
(｡'i)

(8)

と表される｡

この境界条件の下ではどういうことが起こるだろうかOβL-PR-βの場合には､ギプ

ス分布 peq(txi))-Neqexpトβ∑tN=｡F(Ti,,Xi'1)】(JVeqは規格化定数)が定常分布となる､
すなわちT.peg-peqであることを厳密に示すことができる｡したがって､この境界条件は
確かに熱浴を表しているといえる.βL≠ βR の場合､任意の初期分布 pに対して t-∞
でT.tp-pssとなることを仮定すれば､定常分布 pssは､

∞■

pss-p+∑T.t(T.-1)pt=0

と表される｡ここで βの代わりに局所平衡分布

〟

p'e((xi))-NleIlexpl-βiF(xi,Xi'1)]i=0

(9)

(10)

(JV'eは規格化定数)を代入し､i-N-1∑.N=1J(xi_1,Xi,Xi十1)の pssに関する平均を求め､
温度勾配に関して展開して 1次まで取ると､熟流が温度勾配に比例するフーリエの法則

(i)ss--fC∇T (ll)
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と､熱伝導率 八日こ関する久保公式

K-蒜墓〈J(0)J(f),eq(1-普) (12)

(ここで､I(i)-∑iJ(xtC_1,可,可.1)､()eqは平衡状態での平均を表す)が得られる｡また､
右辺の和の中で､時刻 t=Oの項が局所平衡分布からの寄与を表し､時刻 i>0の項が局
所平衡からのずれが寄与する部分を表す｡

しかし､このような温度勾配に関する展開が許されるかどうかがまさに問題となる点で

あり､このことは時間発展のルールに大いに依存する｡この点に関する一般的な理論は存

在しない｡したがって､実際にどのような振る舞いを示すかは､シミュレーションに頗る

ことになる｡

5 シミュレーション

シミュレーションは､表 1の7個のルールとそれぞれのα=1加法的保存量に対し､式

(1)､(2)､(5)､(6)で与えられる時間発展を実行することによって行なった｡まず問題とな
るのは､局所的な温度をどのように定義するかであるが､ここでは以下の方法にしたがう｡

α-1保存量は最近接相互作用のエネルギーを表すので､ボンドがエネルギーを担う｡そ

こでボンド(i,i+1)における温度 Ti-βllを､ボンド(i,i+1)でのエわ レギーの時間平
均 ¢i-limTー∞享∑E=1F(xf,可.1)から､エネルギーと温度に関する平衡の関係式を用い
て決めるものとする｡

フーリエの法則 (ll)の成立 ･不成立を見るにはいろいろな測定が考えられるが､ここ

で行なったのは､(i)大域的な温度勾配が形成されるかどうか､またそのサイズ依存性はど

のようになるか｡(ii)温度勾配が形成される場合､ある大きさの系で両端の温度をいろい

ろ変えて測定したとき､式 (ll)は確かに成立しているか｡(iii)式 (ll)が成り立つならば

N(i)ssは両端の温度だけで決まり､系の大きさN に依存しない量になるはずだが､Nが

大きいときにそのようになっているか｡(iv)熱伝導率に対する久保公式 (12)は成立する

か｡(Ⅴ)局所平衡はどれくらい良く成り立っているか､の以上5項目である｡(i)から(iv)

までは順に厳しいテストになっている【51｡
測定 (Ⅴ)について少し解説しよう｡一般に､ある分布の別の分布からのずれはKullback-
Leibler情報量､あるいは相対エントロピーと呼ばれる量によって定量化することができる｡

例えば､定常分布pss(txi))と局所平衡分布 ple((xi))の相対エントロピーは

{E,pss"xi})log(
S(psslpEe)-∑pss((xi))log pss((.Tit)

plc((xi))) (13)

で与えられる｡しかし､この量自身をシミュレーションによって求めることは困難なので､

まず次式で定義される局所的な相対エントロピーを考える｡

Si- ∑ p;エ(xi,Xi'l)log
3;i,Xt+1
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ここで､p;xは数値的に求めたボンド(i,i+1)での定常確率分布､pEieは数値的に得た局所温度

Ti-β~1に対応するボンド(i,i+1)の局所平衡分布 p!e(xi,Xi十1)- JVieXp卜,BiF(xいXi.1)】
(JViは規格化定数)である｡ この局所的な相対エントロピーの和

〟

St.I-Esi
i=0

(15)

を式 (13)の代わりに用いる｡式(15)は ps‥ pleが共に積分布であるならば式 (13)に一致

する｡また､上で説明した局所温度の決め方は､St｡tを最小化するような(Pi)を選んでい
ることと同じになり､この意味でも相対エントロピーによって局所平衡からのずれを定量

化するのは自然である｡

A

只 FI fI

26RM｡
`26R【｢】･
94R【目口
94Rlr】x
77R 【r】 A

10 100 1000 10000
N

図1:相対エントロピーのサイズ依存性｡日内の記号は境界での温度の違いを表す｡
1はβL-0.8､PR-1.25､rはβL-1.25､βR-0.8の場合.

代表的な3個のルールに対する測定結果は図1のようになった｡これからわかるように､

ルール26Rと94Rでは系を大きくしていったときにgt｡tは減少して0に向かうのに対し､

ルール77Rでは最終的にⅣ に比例して増大する｡すなわち､ルール77Rでは局所的にも

定常分布と局所平衡分布との間にずれがあり､系を大きくしてもそれが残るのに対して､

26Rと94Rではそのずれはどんどん小さくなっていく｡実は後者の2個のルールはフーリ

エ別が成立するルールであるのに対し､77Rは (ii)までの測定ではフーリエ別の結果と一

致するが､(iii)以下の測定ではフーリエ別と合わない結果を示す｡このように､フーリエ

則の成立 ･不成立と局所平衡の成立 ･不成立とは密接な関係を持っている｡

測定 (iト(Ⅴ)の結果から得られたルールごとの振る舞いをまとめる_と次のようになる｡

26R,94R:大域的な温度勾配を形成し､熱流は系が大きいときフーリエ別に従い､熱伝

導率は久保公式による値と一致する｡定常分布は系を大きくすると局所平衡分布に近

づく｡
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77R:系が小さいときは大域的な温度勾配が形成されるが､熱流はフーリエ別には従わず､

温度勾配ではなく両端の熟浴の温度差に比例して変化する｡局所平衡からのずれが局

所的にも残る｡

91R,123R:境界付近で温度勾配が見られるが､内部に向かって指数関数に近い形で急速

に勾配は消滅する｡熟流は熟浴の温度差に比例｡

95R,90R:ほほ完全に平らな温度分布を示し､温度勾配は誤差の範囲内で 0 ｡(90Rでは

0であることを証明できる｡)熱流は熱浴の温度差に比例｡

以上4種類に分類したが､ルール26R､94Rとその他のルールの間には明確なギャップが

あ'Lが ､それ以外は単に定量的な差である可能性もあることを注意しておく｡前者を拡散

的挙動､後者を弾道的挙動と呼ぶことにしよう｡

6 ボルツマン型方程式による保存量の制御

前節の結果と表1を対照してみると､ルール26Rと94Rという､加法的保存量を1個し

か持たないルールだけがフーリエ別を満たしているということに気づく｡そこで､他の保

存量が存在することによる琴果を取り除くことを考えてみよう｡これは､ボルツマン型の

方程式を考えることにより行なうことができる｡

まずボルツマン型の方程式を導 く.格子点 iからi+7までの7+1個の格子点上の変

数の確率分布をPi(xi,Xi+1,-･,Xi+7)とし､力学変数ではなくこの分布関数の時間発展を
考えると､リウヴイル方程式 (8)からのデカップリングにより､i-1,2,-.,N-7に村.し
ては

Pit+1(xi,Xi+1,-,Xi+7)-
PiLl(I/i_1,-,可+7_1)Pit(x'i,･･.,I:+7)PiL1(I:+1,- ,可.叶1)

3,i_1,.f=･巾 .1 ∑aPit-1(a,可,･-,XL7-1)∑bPit･1(xL1,･-,XL7,b)
i+7

×I16(I,.,9(xi._1,Xi.,Xj+1))
]-=i

境界すなわちi=0,N+1-7に対しては

P.I+1(xD,Xl,･･･,X7)- ILL(xolxl)∑plt'1(x1,.･･,X･Y,a)
b

∑

(16)

(17)

Pkだ11_7(xN'1-7,-･,TN'1)- PR(xN.lIxN)∑pktlT(a,XN.1-7,-･,TN) (18)a

という近似式を導くことができる｡これがボルツマン型方程式である0

この近似は確率としての一貫性を保ち､α≦Tの加法的保存革に対する連続の式 (4)を
期待値の形で満足するoそこで7-1および2の場合について､初期条件を (一貫性を壊

さないように)

PiO(xi,Xi+1,･･･,Xi+7)- 4ー7~1
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1

80 100 0 20 40 60 80 100
I

図2:7-1ボルツマン型近似とシミュレーションにおける温度勾配の比較｡左が77R､右が95R｡

と選び､収束するまで式 (16-18)を繰り返すことにより､この近似に対する定常分布を数
値的に求めた｡

その結果 7-1では､ルール77Rと95Rに図2のような滑らかな大域的温度勾配がで

きるという変化が見られたが､それ以外のルールについてはあまり大きな変化は見られな

かった｡また 7-2では､ルール95Rは平らな温度分布に戻り､77Rも分布の形が多少

違うものの､系の大きさとともに温度勾配が消えていき弾道的挙動になるという､シミュ

レーションと同じような結果を示すようになった｡これは7-1のボルツマン型近似では

α≧2の加法的保存量が有効でなくなるので､ルール77Rと95Rに関しては保存量が 1個

だけになり､ルール26Rや94Rと同じ条件になるからだと解釈できる｡

同様の結論が次のルール混合の実験によっても支持される｡あるルールXによる時間発
展の中で､20回に1回別のルールYによって状態を更新させるものとしよう｡この時間

発展においては､ルールXとルールYとやぎ共通に持っている保存量だけが保存され､そ
れ以外の量は保存量でなくなってしまう｡例えば､ルール 90Rにルール 91Rを混ぜてや

ると､表 1の量 Dは保存されるが､量 Aや Bは保存されなくなる｡ このような計算機

実験を行なうと､例えば表2の量 Dを保存するルールどうしの混合では､ルール91Rと

123Rを混合したときのみ温度勾配は形成されず､それ以外の場合は大域的に温度勾配が形

成されるという結果が得られた｡また､温度勾配が形成される場合に熟流のサイズ依存性

を見てみると､フーリエ別が成立していることも確認された｡ルール91Rと123Rの場合

には､2個の保存量 B,Dを共有しているが､他の組み合わせでは量 Dだけが保存量とな

るので､この実験でも保存量が 1個のときにフーリエ則が成立するという結果が得られた

ことになる｡

7 まとめ

これまでの結果は次のようにまとめることができる｡すなわち､ERCAにおいてフーリ

エの法則が成立するのは保存量が1個だけの場合に限る｡加法的保存量が2個以上存在す

る場合には､一方が他方の量の拡散的振る舞いに対し障害として働 く｡別の言い方をすれ
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ば､保存量が 1個の場合には､フーリエの法則のような拡散的挙動がかなり普遍的に成り

立つということになる｡

しかし､この段階ではまだ､数値実験の結果のまとめとしてそういうことがいえるとい

うだけであり､では他の保存量はどのようにしてフーリエ別に対する障害として働くのか､

保存量が1個の場合のフーリエ別の不変性の起源は何か､という新たな疑問が生ずる｡ 実

際､定常状態ではなく､緩和の様子を調べてみると､定常状態では弾道的でありながら拡

散に近い緩和の振る舞いを示す場合も存在する｡ここで得られた知見に対する一般性の確

認や理論的裏付けは今後の問題である｡
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