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いたるところ微分不可能なアトラクター

津田 一郎 北大 ･理 ･数学

§1.導入

脳の理解のための解釈学的方法1)に,強力な記述力をもちうる典型的なメタファーモデ

ルを要求する.モデルは,なんらかの不可能問題を内包する形で構成されることが望ましい.

結局,いかにしてデーモンをモデルに抽入するかという問題になる.このような文脈におい
て一つの可能なモデルが得られたので報告する2).結合ニューロンモデルにいたるところ微

分不可能なアトラクタが現われる.ここではニューロンのモデルはニューロンの過去の状態

を一つの変数にくりこんだ形のアナログモデルであり,状態更新は維散時間毎に行われると
する.まず,一個のカオスニューロンが一個の安定ニューロンを駆動する場合,二次元相空

間内で,不安定多様体が交差するという現象を得る.これは,この二次元差分系が可逆でな

いことからの帰結である.しかし,この場合,交差は,いたるところで起こるように見受け
られる.

次に,安定な興奮性ニューロンと安定な抑制性ニューロンの二体が相互作用している系

に対して,一個のカオスニューロンがそれぞれを駆動しているというモデルを考える.この

状況は,実際の脳の中でも十分起こりうることであろう.

このモデルの示す現象は基本的には,"StrangeNonchaos"あるいは"いたるところ微分
不可能なアトラクタ"のクラスに属するが,そのために力学に新しい性質が内包されている

ことがわかる.特にカント-ル集合上に制約された新しい力学が内包されていることが強く

示唆される結果を得た.このことを理解するために,まず準備としていくつかの基本概念を

説明し,その後にこの主題の説明を行うことにする.

§2.Weierstrass関数

Weierstrass関数は,連続でいたるところ微分不可能な関数であり,次式で与えられる.

()O
W(x)-∑ancos(bn7TX)･ (1)n=O

Weierstra5Sは,0<a<1で,は ab>1+喜町をみたす奇数である時W(x)はこの性質を
もつことを示した.その後 Hardyは,0<a<1でab≧1ならW(x)は有界な微係数をも
たないことを示し,畑は,o< a<1で,bは,ab≧5.603･･･をみたす実数であれば無限大
をこめて微分係数をもたないことを示した.また,類似の関数に,次式の高木関数がある.

00
T(I)-∑and(ご,Z), (2)n=0

ここでd(I,Z)はxに最も近い整数までの距乾である･詳しくは,文献 (3),(4)とその中の
文献を参照のこと.

最も簡単なWeierstraBS型の関数は,Ka,tSuuraによって与えられた.5)

ユークリッド距離をもつ領域X-[0,1]×【0,1】上で,縮小写像wi(i-1,2,3)を次で定
義する.

wi:X一一 X(i-1,2,3)･
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･Lul(I.y)-(言争

W2(Sly)-(字 等 ),

W3(x,y)-(宇 土芋 )･

(3)

この写像は三つの不動点(0,0),(喜,喜),(1,1)をもつ･F(X)を,xのすべての非空の閉集合
の集合とする.

全てのA∈F(X)に対して,

W(A):- wl(A)Uw 2(A )Uw3(A)･

全てのA,B∈F(X)に対して,Hausdorff距離が定義される.

dH(A,B):-imf(e>OINe(A)⊃BかつNe(B)⊃A),

(4)

(5)

ただし,Ne(･)は･のe-近傍である.Wは,この計量のもとで,F(X)上の縮小写像である.
Do-((I,I)∈X)としてDn-W(Dn-1)で,Dnは【0,1】上の連続関数 fn :[0,ll-

【0,11のグラフである.

特に,連続関数 J∞:【0,ll-【0,1】が存在する･
･Luは,F(X)上の縮小写像であるからWはF(X)の中に唯一の不動点D'をもつ.任意

のA∈F(X)に対して,(wn(A))は,計量dHに関してD'に収束する･
ここで,D'は,f∞のグラフになる.すなわち,DnはD■に収束する.

Katuuraは,関数 /∞は,∀｡∈【0,1】で微分不可能であることを証明した.5)

§3.特異連続でいたるところ微分不可能な関数

-Rasslerらは,耳atsuura関数から特異連続でいたるところ微分不可能な関数を構成し
た.6)ここで特異連続とはカント-ル集合上で連続なことである.すなわち,カント-ル集

合をつくる各投階での部分区間恵)(i-1,2,･･･,2n)上で連続関数諺 )(x)を定義するが,こ

れは,抜き取る部分区間上で定借関数をつけ加えて,全域で連続関数凡回 が得られるよう

に定義しておく.この時,カント-ル集合をつくる極限操作に伴う(諺 )(x))の極限をカン
I-ル集合上での連続関数と定義する.

さらに,カント-ル集合上での微分可能性を定義しなければならない.いくつかの定義
が可能であろうが,ここではDini微分で定義する.2)やはりカント-ル集合をつくるn段目
において,2n個の部分区間の各 Z々ii)において,連続関数 fii)を定義する.これに対して,

△Li):-fii)(bLi))-fii)(aLi))
bLi)-aLi),zii)-laLi),bLi)](i.±1,2,･･･,2n) (6)

とする･n+1役目の操作で,部分区間Iii)からZi211-1),Ii21匝 得られる.この時,

A;㌫ 1):-

△盟 :-

fii)(艦 Tl))- fii)(aLi))

艦 il)- aLi)

fit)(bLi))-fii)(aL21)1)
bLi) -aL21)1

, Ii311-【aL311,唯 1] (i-1,2,-,2n'1)
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ここで,∀n>0に対して,(△L2Z-1))T=nが収束する時,すなわちカント-ル集合の奇数番
目の各左端点で,カント-ル集合上で定義される関数f(x)のDilli微分 (右微分)が存在す

る時,さらに,(△㌘Z));?=nが収束する時,すなわち,カント ル集合の偶数番目の各右端点
で′(I)のDini微分 (左微分)が存在する時,これらの時に限って,I(T)はカント-ル集合
上で微分可能であるとする.

以上は,3進カント-ル集合を念頭においたが,一般のカント-ル集合上の関数に微分
可能性を拡張するのは簡単である. n段目に対する部分区間Jii)のそれぞれからはじまる区

間列上で,上のような変化率をとりその収束性で定義できる.カント-ル集合上の関数/(I)
のDiniの右微分の存在で微分可能性をいうこともできるし,もっと強くして,Dini右微分

=Dini左微分によって定義してもよい.

次に示すRasslerの関数は,弱めた定義においてすら,微分可能性は,成 り立たない.

さて,R6sslerの関数は次のようにして構成でざる.

cl(x,可-(言,筈)

C2(Ⅱ,I)-(皇子 等 )

C3(I,X)-(空手 ,土芋 )

(8)

任意のA∈F(X)に対して,

C(A):-cl(A)uc2(A)uc3(A)･ (9)

これは(5)のも､とで,縮小写像を与え,Dn+1-C(Dn),Do-(I,I)である･Dnは,【0,1】
上の特異連続な関数9nのグラフである.g∞のグラフD∞は孤立点からなる.しかし,一方
で9∞は,カント-ル集合上で連続でいたるところ微分不可能である.

§4.次元論

R6sslerのモデル (8)から導かれるD∞の次元を評価 しよう.これは大変示唆に富む例
になっている.まず,位相次元dimt-0は明らかである.一方,ハウス ドルフ次元dimhは

自己相似性を用いて簡単に,dim九-篭芋-1･317･-である･すなわち,

dimh-dint>1.0. (10)

一方,katsuura関数f∞のグラフの次元は,それぞれdimt-1,dimh-喜怒-1･4649-で

dimh-dime<1･O. (ll)

Katsuura･(3)からR6ssler(8)にいたる時,カント-ルギャップがゼロでなければ,(10)が成
立する.

モデル(3)ち(8)も力学系ではなく縮小写像である.我々の興味は,微分可能力学系の
アトラクタもっと一般には不変多様体が,特異連続でいたるところ微分不可能であるような

ものにある.類似の例として,Yorkeらによる"Strangenonchaos"7)-9),RasslerとHudson
による"Superfatattractor"10),Moserll)や金子12)による"7ラクタルな不変 トーラス"など
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が挙げられる.特異連続で微分不可能なアトラクターでは,一般に関係式 (10)が成立して

いると思われる.R6sslerモデル(8)により次のKaplan-Yorkeの予想7)の成立の一つの根拠
が与えられたと考えてよかろう.

Kaplan-Yorkeの予想 :
カオスアトラクターの次元は位相次元より1.0以上大きくなりうる.

(10 ′)

このことはリアプノフ次元の表式から,正のリアプノフ指数に比べて,初めの方の負のリア
プノフ指数の絶対値が小さければおこりうる.

§5.公理A系でのいたるところ微分不可能なアトラクターの存在

次の構成的モデル13)は,カント-ル集合上の力学をつくるヒシトになる.

xn+1-9xn(mod27T)

yn+1- 0.3yn- 0.7cos(93;n)

zn+1- 0.3zn+0.7sin(gxn)

wn+1-0.3wn-0･7sin(2×9rn)･

(12)

これは,5次元ベクトル場の流れのポアンカレ写像と考えられる.この系においてはさま

ざまな量を厳密に手で計算できる.不動点,周期解,安定性,リアプノフ指数などである.

リアプノフ指数は,入1-2.197,人2- 人3-人4--1.204であるので,リアプノフ次元は,

dim九-2･825(-dimh)となり,一万,位相次元はdimt-1･0となる.従って,式 (10)が成
立している.また,非遊走集合上で,周期解が,萌密であること,及び非遊走集合が双曲的
であることも容易に示されるので,この系は公理 Aである.

アトラクタを,唯一のカオス方向に横断する超平面で切ると,3次元のカント-ル集合

が得られる.これをy - Z面へ写影すると円周上に9個の小円が並びそれぞれの小円の円周
上にまた9個の小円が並び,という構造が繰り返された構造が現われる.計算によると2回

目の小円以降が,オーバーラップするために,この図形はいたるところ微分不可能である.

§6.ニューラルネットにおけるいたるところ微分不可能性2)

§1で予告したように二つの相互作用する安定ニューロンにカオスニュ⊥ロンによる駆
動がある3体のニューラルネットを考える.ここでの基本になるニューロンのモデルは合原
によるものである.14)

次式 (13),(14)で, 3'はカオスニューロンの状態,y,Zはそれぞれ安定興奮性,及び安定
抑制性ニューロンの状態を表わし,X,Y,Zは,それぞれのニューロンの内部膜電位である.

TI
xn'1-I(-∑b;xn-,+I)r=O

n

yn･千-I(-∑b;ynJ czyzn' Cが n)r=OTI
zn'1-I(-∑b;zn-,+cyzyn+C=zxn),r=0
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ただし,0<b<1,cuvはuから･Uへの結合強度で, czy<0.,C,,I>0,C･1.,>.0,C==>0であ

る･Xn+1--∑ brxn-,+I,Yn+1--∑ bryn-,+czyzn+C=･yxn,Zn+1--∑brZn-,+

cyzyn+C｡zxnとおくと,内部状態に対するモデル方程式は,

Xn+1-blXn-fl(Xn)+α
Yn+1-b2Yn-I(Yn)+czy(I(Znト b3f(Zニ))+C｡y(fl(Xn)-blfl(Xニ))

Zn+1-b3Zn- I(Zn)+cyz(I(Yn)-b2f(Yl))+C｡Z(fl(Xn)-blfl(Xニ))

Xニ+1-Xn

Yl+1-Yn

Zニ+1-Zn,

(14)

1 I/V＼ 1
ここで,fl(X)-両 T,I(X)-了市=市 ･
適当にパラメタを調節することにより,X方向に横断的な超平面上で,いたるところ微分不

可能なア トラクタが得られる.

§7.カント-ル集合上に制限されたダイナミクス2)

モデル (14)のY-Z面のある傾いた方向にカント-ル集合が形成される･この集合上
のダイナミクスの性質を調べるため (14)に外部ノイズ (一様ノイズ)を印加し,変化をみ
た.ノイズは,YもしくはZに印加された.ノイズの大きさを変えてKSエントロピーの変

化を見た.非常に振幅の小さいノイズに対しては,エントロピーは増加 したが,ノイズ振幅

を大きくしていくと,減少をはじめ,ノイズレスの場合の値よりもさらに減少した.これ
は,"Noise-inducedOrder"15),16)のように思われるが,リアプノフスペクトルはノイズレベル

を変化させてもほとんど変化しないことから,新型の現象であると思われる.ただし,ここ

ではマルコフ分割をとれないのでKSエントロピーは,十分細かい分割で近似的に計算 した.

カント-ル集合をある程度租視化して,セル上の不変測度を求めた.測度がゼロでない

や レ上の部分分布からの一回及び二回の遷移による測度分布を求めると,たった一回の遷移
で,不変測度と定性的に-敦し,二回の遷移による分布は,定量的にも不変測度とほほ一致

した.このことは,アトラクタの各局所局所に全体のダイナミクスが作られていることを意
味している.セルの細分によっても以上のことは成立するので,カント-ル集合の各点全て
に,それぞれ制限された完全なダイナミクスが生成されたと考えてよいであろう.ノイズに

よるKSエントロピーの減少は,ノイズによりカントール集合からはずれた軌道はもはや軌
道の多様性を生成できないような異なるダイナミクスに支配されることを意味している.一
方,リアプノフスペクトルの鈍感さは,相空間内での局所的拡大及び縮小率がほぼ一様であ

ることを示している.KSエントロピーの変化とリアプノフスペクトルの変化が一見矛盾し

ているように見えるのは何故であろうか.軌道の多様性の度合が変化するならリアプノフス

ペクトルにそれが反映されてもよさそうであるが,そうでないのは何故なのだろうか.それ

は軌道の多様性が,カオスの場合のように不安定多様体の方向で生成されるのではなく,む

しろ安定多様体の方向で生成されることからの帰結である.この場合,軌道の多様性はカン
ト-ル集合上に制限されたダイナミクスがうけもっている.

さらに,この系は式 (10)の関係を満たしている.実際,位相次元は,dime-2.0であ
るが,リアプノフ次元は,dim九-5.068である.

これらの結果から我々は重要な結論に到達する.従来の"自己組織系"と呼ばれてきた

系では,力学が与えられ,初期条件や境界条件に依存して解の発展形態が,時には振動現象
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やカオス現象の発現として,また時にはパタン形成としてとらえられてきた.しかしいずれ

の場合においてもこれらの散逸構造は,与えられた力学が全体として示す性質として考えら

れるべ きものであった.これに反し,ここで述べた力学は,ア トラクターにのみ制限された

内部的な力学を発現する機構が存在することを端的に示している.分岐理論は,力学が,分

岐点近傍で局所的に従うべ き内部ダイナミクスを明示的に示すことに成功 している.一方,

我 々の系はパラメタの広範囲でしかもアトラクターの全域にわたって定義された局所的な内

部ダイナミクスの存在を示 しているのである.このことこそが'自己組織"ということなの

ではないだろうか.議論が必要なところであろう.
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