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多成分流体系の非平衡熱力学

東京工業大学応用物理

北原和夫

系多成分流体系の非平衡熱力学の定式化を行い､拡散流の緩和現象 も記述できるように

拡張 した｡ 以下にその概要を述べる｡

1 平衡熱力学から局所的記述へ

熱力学の特徴は､少数の変数 によって巨視的な系の状態が記述 されることである.巨視

系のエネルギーU(内部エネルギー)､体積 V､質量 Mk(k-1,･･･,n,ここで､nは成分
の数)を与えると､エン トロピーが決まる｡

S-S(U,V,M1,...,jl,In)

1 aS P aS
ェントロピーも示量変数であるとすると､熱力学関係嬬 -テ､亦 一 ㌢ 両
より､ TI

TS-U+PV-∑pkMkk=1
が得 られる｡さらに,この両辺を微分することにより､

Tl.
SdT-Vdp-∑Mkdpk

た=1
(3)

71
が得 られるo全体の質量をM -∑Mkとして､上の式の両辺をMで割 ると､全ての量が

k=1

単位質量当た りの量で表 される. すなわち､S-S/Mは単位質量当たりのエン トロピー､

ck-Mk/Mは質量濃度､V-V/Mは単位質量当たりの体積､すなわち密度p-M/Vの逆
数である｡そうす ると､

-I

sdT-vdp-∑ cL･dpk (4)L･=1
となる｡ このように単位質量当たりの量で熱力学を表現 しておくと､気体､液体のような

連続体を扱 うときに便利である｡ というのは､連続体においては､それぞれの物理量の絶

対値ではなく､単位質量当たりの物理量が分布 している系と見なす ことができるか らであ

るo 同様にL･て､ TI
Ts-u+vP-∑.轡k=1

と表 される. ここで､u-U/Mは単位質量当たりの内部エネルギーである.
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2 非平衡熱力学の基本的考え方

熱力学第二法則において､孤立系の自発的変化はエントロピー増大を伴 う､というとき､

変化の前後のそれぞれの平衡状態のエントロピーを比較 しているのである｡

ある平衡状態か ら新 しい平衡状態に到るまでの過渡的現象をどのように記述 した らよい

のであろうか｡系全体は平衡状態には到っていないが､小 さな部分を見ると､そこでは温

度､圧力などの熱力学的な量が定義できる､と考えられる｡実際､日常感覚 として､同 じ

物体の内部に熱い部分 と冷たい部分があり､熱いところか ら冷たいところに向かって熱伝

導が起 こる■｡

このように､系を部分系に分けて､各部分に熱力学的量を定義 して､そこでの変化は準

静的過程であると見なす ことにより､熱力学的量の過渡現象を記述す ることができる｡

具体的に言 うと､前節で求めたギプス･デュエムの式

n
Ts-u+vP-∑pkCkk=1

7'L
sdT-vdp-∑ ckdFLk

k=1

(6)

は､部分系の熱力学的量の問の関係 と､その変化分に対 して成 り立っ ものと考えるのであ

る｡ これを ｢局所平衡の仮定｣ と呼ぶ｡

非平衡系 として多成分からなる流体を考えることにする｡流体の内部では､物質の流れ

が存在する｡このとき部分系は物質の流れに起因する運動エネルギーを持つ｡ この運動エ

ネルギーは流体の粘性によって内部エネルギーに変換され､流体全体 としては､次第に静

止 してゆく傾向をもつ ｡ このような粘性現象 も熱力学の枠組みで記述するように､上のギ

プス ･ヂュェム関係式を拡張する必要があある｡

まず､流体中の各成分は､それぞれ流速tlkで並進運動をしている｡ この並進運動の運動

エネルギーがありこさらに､外場の中にあれば､ポテンシャルエネルギーがあるO それ以

外の､分子の内部運動のエネルギーが内部エネルギーである｡ これ らを全て足 し合わせた

全エネルギーが保存量 となる｡

気体分子運動論の観点からすると､各成分の速度vkは成分 kの分子の平均速度であり､各

分子の速度はこの平均速度の回りに分布 している｡ この速度のばらつ きが内部エネルギー

である｡

いま､簡単化のために､外場は無いものとする｡単位質量当たりの並進運動の運動エネ

ノ㌣ギーは､各成分の運動エネルギーを足 し合わせて∑ ck響 となるo Lたがって､単位質

Tl

k=1

量当たりの全エネルギーeは

e-差1号困 2･u
となる｡流体としては､各成分の流速の平均で運動 している｡その速度を

n
V-∑ ckVk
k=1
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と表す｡これを ｢中心速度 (barycentTicvelocity)｣と呼ぶことがある｡
各成分の速度 と中心速度 との差

fk- Vk-11 (9)

を ｢拡散速度 (di斤usionvelocity)｣と呼ぶOそうすると､単位質量当たりの全エネルギーは

e=u.∑ ck壁 .牢 (10)

n
2 2k=1

と表 される. 右辺の第二項は ｢拡散運動エネルギー (diffusionalkineticenergy)｣と呼ば

れ､全体の流れ11に対す る各成分の相対速度fkによる運動エネルギーであるo

これでギプス ･デュエム関係式を書 き換えると､

n 回 2 n
･S-e-∑ck竪 IIP vp-∑ ckPkI;=1 k=1

となる｡ 両辺に密度p-γ~1を掛けると､

･ps-pe-∑ pk竪 一考 ･p-∑ pkPk

TL n

k=1 k=1

( ll)

(12)

となる｡ここで､pk-CkPを用いた.psは単位体積当た りのエントロピー､すなわち､エ

ン トロピー密度である｡ 同様に､βeは全エネルギーの密度である｡ 両辺を微分すると､

Td(ps)'psdT -d(pe) - 云 聖 dpk-∑ pkfk ･dfk
T一

k=1 - k=1
(13)

-牢 dp-pv ･dv'dp-∑ pkdpk-∑ pkdpk
TL n

k=1 k=1

71
ここで､ギプス .デュエムの式 sdT-vdp-∑ckdpkに密度pを掛けた もの

七･_il

n
psdT-dp-∑pkdpk

k=1

を使 ってdPを消去すると､

(14)

d(ps,-妄d(pe, - (芸 ) ･d(p v ,-差1告 ･dJk-A;1持 -響 - T )dpk (15,

が得 られる｡ 注意すべきは､エン トロピー密度の微分が､エネルギー密度βe､運動量密度

pv､質量密度phの微分で表 されていることである｡ これ らは,保存量である物理量の密度

である｡保存量 とは､生成消滅 しない物理量である｡さらに､保存量の密度だけでなく､拡

散流 という非保存量Jkの微分 も含んでいる.

-718-



｢第2&3回複雑系札幌シンポジウム講究録｣

さらに､拡散流の定義から

云Jk-0L!⇒il
であるから､n-1個のみが独立であるp 上の式は独立変数だけを用いて

(16)

d(ps,-妄d(pe,-(芸)･d(pv,一夏牢 ･dJk-k!1妄(pk一撃-T)dpk(17,
と表される｡一般にエン トロピー密度卵 が示量変数の密度 叫の関数であるとき､エントロ

ピー密度の微分を

ds-∑Fidai

と表すと､その係数FL･を ｢示強パラメータ (inteisivepa.rameter)｣と呼ぶ｡

(18)

[熱力学的力]

ェネルギー､運動量､質量などの保存量が輸送 される現象をどのように考えたらよいだ

ろうか｡

例えば､外界との間で熟や物質の出入 りのない媒質の中に溶質分子が分布 しているとす

る.はじめに,分布が一様でなければ,時間が径つにつれて拡散によって広がって-様な

分布になってゆ く.これは,媒質を小 さな部分に分けてみると,それぞれのと√ころで溶質

ゐ濃度が変化 して行 く過程である.

ここで, もし,はじめと終わりで系全体のエン トロピーに差がなければ,自発的な濃度

変化は起こらない｡エントロピーが増大するならば,自発的変化として濃度変化が起 こる.

いま､局所的な部分系で上のようにエン トロピー密度が定義 されていて､ある保存量の

密度tLの変化に対 して､d(ps)-Fdaと表される､とする.Fは示強パラメータである｡
隣合 う部分系A､Bを考え､それぞれの体積をVとする｡それぞれの部分系のエン トロ

ピIS-Vpsは保存量X-Vaの関数であるoAからBに保存量が△X-V△aだけ移動
したとする｡ この変化の前後の局所平衡状態を比較すると､エントロピーの増分は

△S -SA(XA-△X)+SB(XB+△Xト SA(XA)+SB(XB)

- (一驚 +篭 )△x -(-FA･FB)△X

(19)

となる｡ よって､第二法則か ら､△Xの移動が起 こるためには､対応する示強パ ラメータ

Fiこついて､FB>FAでなければならない o すなわち､示強パラメータの大きい部分系の
方に向かって△Xの移動が起 こる｡

このことから､保存量の輸送を引き起こすのは､示強パラメータの空間勾配であることが

分かる｡ その意味で､示強パラメータの空間勾配は､輸送に対する熱力学的力と呼ばれる｡

非保存量の場合は､示強パラメータFが正であれば､変化△α>0はエントロピー増大を

起こすので､不可逆過程 として進行する｡よって､非保存量については､示強パラメータ

そのものが熱力学的力となる｡
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以上を表にまとめると､以下のようになる｡

示量変数 密度量 示強パラメータ 熱力学的力

エネルギー運動量質量拡散流 pePJUPkJk 1 1

チ ∇テ

℡ て)

T -∇テ

-;(p.A-聖2-質)-∇;(pk-lf2kl空 )
fk- fn EL: E n

3 流体方程式

上に示 した微小変化に対する式を､実際の時間変化に対するものと解釈す る｡エン トロ

ピー密度ps､エネルギー密度pe､運動量密度pv､質量密度pk､拡散流Jkの関数である｡∴微

小時間におけるこれ らの物理量の変化を時間についての偏微分 と解釈 してよいかというと

そうではない｡ 流体が流れていることにより､これらの物理量によって状態が記述 される

質量要素自体が動いている｡だか ら､空間を固定 して時間だけについて偏微分するだけで

は不十分である｡

いま場所 と時間の関数 として流体の流れの速度Vが位置rと時間tの関数 として与えられ

ているものとする.流速可r,i)が与えられているとき､流れに乗 って運動する質量要素の

位置を時間の関数 としてR(i)と表す.この質量要素の速度は現在いる場所における流速 と
同 じであるか ら､

孟R(i)-V(R(0,i)
とおけるo 位置と時間の関数 としてある物理量p(7･,i)が与えられているき
て動 く質量要素において観測 される物理量p(7･,i)の時間変化は

鋲 吋),り-(警 ･∇)p(R- .富 (R-

-(仰 )井 ∇)p(R(i),i)+富(R(i),i)

となる｡

雷 ≡(V･∇)小 宴

(20)

き,流れに沿 っ

(21)

(22)

をラグランジ-(Lagrange)微分 と呼ぶo これに対 して､通常の時間に関す る偏微増 を
オイラー (Euler)微分 と呼ぶ｡密度で表 さ■れた熱力学的量に対する微分式は非平衡条件下
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で物理量の変化を表す ものと見なされるが､熱力学関係式 における微分 dはラグランジュ

微分雷 として解釈すべきものであるo つまり､エントロピーの時間変化は

1d(pe) v d(pv)
Tdi T di 狗(

些

出
汁.g

ig

＼

ノ
ーキ

軒

TJe〃(
-
一

丁
'-
∑
拙

で与えられる｡ これを､｢局所平衡の仮定｣ と呼ぶ｡

右辺の各保存量密度の時間変化は､｢保存則｣の形に表 される｡まず､質量保存則は次の

ような連続の式で表されIi.

告 +div(pkVk)-0 (24)

ここでpkVkは成分 kが単位時間に単位面積を通過する流れの強さを表すO この連続の式は､

ある空間部分における密度pkの増大がその空間部分に流入す る物質流pkVkによるというこ

とを表す｡電磁気学で習うガウスの定理を想い起 こせばよい｡

物質流pkVkは､中心速度JUに乗 って輸送される部分 と拡散流に分けられる｡

pkVk- Pkt1+Jk (25)

上の質量保存則において､成分について和をとると､全体としての質量の保存則 とな.るo

富.diy(pv)-0 (26)

運動量保存則はナヴィェ ･ストークス (Navier-Stokes)方程式 として知 られている方柱
式で表 される｡

まず､運動する質量要素に対する加速度は雷 であるから､単位体積当た｡の 力 はpi で
あるo力は､流体の内部で相互に及ぼ し合 う応力であるo応力はテンソル量であり､Pijは

i('=a;,y,I)に垂直な面を通 して及ぼ し合 う単位面積当た りの力のj成分である.流体力学
の教科書によると､運動方程式は

電 --∇‥ア (27)

と表 される. ここで､右辺はテンソルとベク トルの内積を表す.応力テンソルPは静水圧

と粘性応力 とからなる｡

P=PU+H

ここで､Pは静水圧､Uは単位テンソル

Uij-(
1i-J

0i≠j

(28)

(29)

方 は粘性応力テンソルである｡ 粘性応力は速度の空間勾配に比例するが､等方性流体では

特に､

Hi,-一席 +記 一言Si,･divvト "･･,divv
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となるoここで､り､ぐは粘性係数 と呼ばれる｡■

内部エネルギー密度の変化については､

響 ･div(puv･Jq)ニーPdivv- ∑∑謡njti=3,y,IJ=J.y.I (31)

という式が成 り立っと仮定するo左辺の第二項は内部エネルギーの流れがpuv+Jqという

ふ うに表されることを示すop- は流体の流れによって運ばれるエネルギーであり､Jqは

熱流 として流れるエネルギー流である｡右辺第-項は体積膨張によって部分系が外に仕事

をして内部エネルギーを減少させることを表 し､圧力と体積膨張速度 との積になっている｡

右辺第二項は粘性によって生 じる加熱である｡これをテンソル積の記号を用いて､

t=S,り=Sy,IaⅡjt･-(Vv':H (32)

と表すことにする｡

上の内部エネルギーの変化に対する方程式 と､連続の式､ナゲィェ ･ス トークス方程式

を組み合わせると､全エネルギーに対する保存則が得 られる｡

警 ･div(pev･Pv+Jごr)-o

ここで､J:"はエネルギ-流の不可逆部分であり､

JIeTT-Jq+I,:H

となる｡

4 拡散流に対する方程式

拡散流については､

等+Jkdvv-(普)J(i)I."
ー とおける｡ ここで､右辺の

(%),ev- -pkT
で定義 される｡ また､

辛 7leV
は可逆な拡散流の発生源であ り､

円

Hu

l川H"ml

肌u
rl.;'-

0

回12-〟〃inltp
l
lE1lHHHH川1HHHHp∇

(
dJk
EZl)tTr

一云 C̀∇
u:- il

(33)

(34)

(35)

)6

u月
拍
用"■idl与.塑2山Ji

Ⅶ
十川U

l
一E1′--i

は不可逆な拡散流の発生源である｡ こう書 くと､やや唐突

のようであるが､以下にこの形が一般的であることを示す｡
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まず､質量の保存則

告･div(pkVL･)-0
を次のように書 き換えてみよう｡

箸.diy(pkV,-(%),ev

i
nll

Jk-∑ Mk,AkI=1

≡-divJk

fk-fn
T

i1.-1
-∑ Mk･k
LSh-iI
型e32
∂Jk'

(37)

(38)

(39)

この最後の拡散流は

と表 される｡ここで､

Mkk,-PAT(Skk･-C'k)

とおいた. ここで現れた行列 Mkk,を用いて､

(% ),ev- ∑ 鮎 ･∇警
n

kl=1

と書いてみよう｡そうすると､

ばれているので､

(40)

(41)
エントロピー密度の微係数と反対称な行列 Mkk'によって結

(% ),evはエント
ロビー生成に寄与 しないのである｡実際､

摩),evk$1警(%),ev増等(%),ev
-k!1岩 等 ∇Mk･畳 +芸l諜

Il
∑た=1kng等 Mk･畳 ]

n

∑Mkk,∇kl=1
∂(ββ)
∂伽･ (42)

となり､系全休 として積分するときに､系の境界の積分となり消える｡このようなことか

ら､質量の保存則がでるように定義されたMkk,を用いて

しない､という条件から
:-f_L=retメ

享

の形が導かれるのである｡

retl
がェントロピーを生成

平衡近傍では不可逆過程の進行する速度は熱力学的力に比例する､と考えられる｡そう

すると､拡散流の増加速度に対する現象論的方程式として

(筈)言責lLkk･(-k声)･LkeV(;)

一 72 3 -
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とおける｡

[二種混合物]

上で導かれた拡散流に対する方程式が､従来の拡散方程式とどのように関連 しているか

について少 し触れておく｡

簡単のために､中心速度tlが小さく､また､拡散速度Eも小さい場合を考えよう.さらに､

温度 も一様 とする｡さらに､混合物は二種の化学成分からなるものとする｡ そうすると､

筈 +∇(vJl,=Pl(∇pIT

箸 .∇(vJ,)- β2(∇〃2-

2

∑
kI=1

2
∑
kl=1

Cと,∇pk,)-Lllも

ck,∇仰 )-L21も

- f2

T

-E3
T

(44)

2 つ

拡散流の定義より､∑ Jた-0であるから､∑ Lk1-0であるOすなわち､Lll+L21-0
k=1 k=1

である.よって､Ll1--L21-Lとおくことにしよう｡ また､

cIEl+C2f2-0
より､

fl-f2-
Jl

βC1C2

となる. さらに､理想混合物とみなすと､成分 kの流子数濃度をXkとす るとI

pk= 壁 lnXk叫 Ok
mk

とおける. ここで､mkは成分 kの一分子の質量である.質量濃度 との関係は､

Xl- , Xl_-
Clm2 ,′ C2m l

clm2+C2m l Clm2+C2m l

これより､cl∇pl+C2∇FL2-0が導かれる.以上より､
Lll 1

7≡下 高 言
とお くと､

筈 +∇(vJl)- -Pl∇pllTJl
∂J2
~扉~+∇(vJ2)- 一戸2∇〃2-7J2

(45)

となる｡通常の拡散方程式は､Jkがほぼ定常的でかつ流速で〒の場合であり､このときには､

Jk-一号∇pk (46)

となり､拡散流は化学ポテンシャルの空間勾配に比例する｡ 従って､ー上の方程式は､定常

的拡散流に到るまでの過渡現象を記述する方程式である｡
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竺-∑土等dt,

5 エントロピー密度の時間変化

上で示 した示量変数に対する方程式を局所平衡仮定のエン トロピーの変化

d(ps) 1dpe t･d(PJU) ㌫Flk一回2/2-lEkl2/2dpknafk-fn
聖 上-土色 一三塾生 -∑

71
′】nJl /T Jl

dl Tdi T di kffl T dtkYl
に代入する｡ そうす ると､

響 -烏 (pe)一芸･pv-
山∑
は

一回2/21lEkl2/2

-iv･Je.芸∇･･p一夏圭享[(%),J(%)｣
e∑
は

+
回2/2-IEたl2/2

∇ ･Jk

初めに､
n-1 n
∑(fk-fn)Jk-∑pklJkl2
k=1 k=1

となることに注意する｡また､ギプス ･デュエムの式か ら

妄(pe,-芸･pv-差1撃 -∑
†I

k=1
である｡また､前 に調べたように､

山∑

は

FLk-lvL2/2-lEkl2/2_ PPk=PS-

一回2/2-tfkt2/2

-∇Lglkng箸他覚 ]
となる｡よって､エントロピー釣 り合いの方程式は

警 ･divJs-qlS]

∇ ･Jk

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

とい う式になる｡右辺の第-項は物質の流れによって物質 と共 に運ばれるエン トロピー､

第二項 は拡散流 と熟流によって移動するエン トロピーである｡qlS]はェン トロピー生成速
度である｡ ここでエントロピ一流J∫は

Js -妄ItIr一声 :H-差1妄 (pk一言 一言)Jk
(53)

･真1岩箸 Mk･た
a(ps)
∂Jk
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であり,また､エントロピー生成速度は

qls,-Jざ丁･∇(妄).H:∇(一芸)-Igll牢 (% )I.,,
(54)

と表 される｡

上のエントロピー生成速度の式において注目すべきことは､各項が､保存量の場合､示強

パラメータの勾配 と不可逆的流れとの積になっていて､非保存量の場合は､示強パラメー

タと増加速度の積になっていることである｡

6 線形熱力学

平衡状態に近いところでは､熱力学的力が小 さければ､不可逆過程の進行速度 も小 さい

か ら､比例関係にあると考えて良い｡その比例係数をLで表すO結びっける物量量によっ

て､この係数はスカラーであったりベク トルであったり､テンソルであったりする｡

粘性応力打 をェネルギー輸送についての力 と運動量輸送についての力の線形結合で表

そう｡

H-Lvv∇(一芸).Lve∇(妄)
実際に､

Ht･,.-k=Sy.I,=;,zLi,･･kL(一芸 (芋))Ik=;y,zLt･j･ke& (妄)
ここで､係数を

Lij,kt-Tり (妬 +軌 一言Si,･6kL)･T 拘 6kt

Lij.ke-∑ Lij,kLVt
L=D,y,I

とおくと､確かに､通常の粘性応力テンソルの表式

-Ht･j-n(告 .監 -;6ijdivv)+<6I･jdivv

(55)

(56)

(57)

(58)

が得 られる高 ,I.kt'ま､運動量密度に関する示強-Lラメーター芸の空間勾配 と粘性応力∬ と

を結びっける係数であり､Li,I.keはエネルギー密度に関する示強-ラ-タ宗の空間勾配と
粘性応力を結びつける係数である｡

エネルギー流について も

J=;, -,.=Sy,zLie･3･e孟 (妄).

茂.∑
k=13==,y,I

j=Sy,I,=P,,ILie･,･t(計 芸))

LI･e･,.良(i(-
pk一回2/2-lft2/2
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とお くことができる｡

Lt.C.,eはエネルギー密度に関す る示強-ラメータ芸の勾配 とエネルギー流を結びつける係
数､Lie.,,は運動量密度に関す る示強パラメーター芸の勾配 とエネルギー流を結びつける係T

FLk一回2/2-1fl2/2
数､Lie,,･kは質量密度に関する示強パラメーター

を結びっける係数である｡ ここで､

Lie,je-埼j+ ∑ Lie,,.tut
k=3,y,I

Lie,jL-∑ vl,Li'･,j'
EI=2,y.I

の勾配 とエネルギー流

(60)

という関係がある｡ ここで､人は熱伝導率である｡このようにす ると､エネルギーの不可

逆流

J:"-Jq- V:H

における熱流Jqは温度勾配によって与えられるo

Jq- ,lV (妄)

(61)

(62)

以上のように､輸送係数が速度場に依存するものとす ると､粘性現象 も､示強パ ラメー

タの空間勾配に対する線形応答 として表現できることが分かる｡ 粘性応力に対す る式から

明 らかなように､上の係数については､次のような対称性がある｡

L.･)･,rl･･- L.･,jJ,;,

LI･e,]･l- L)･L,ie

L)･e,..e- LI･e,y

(63)

7 残された問題

上では､多成分系の各成分の中心速度は異なり､相互拡散が存在するが､温度 は各成分

とも共通であるとした｡ しか しなが ら､各成分が中心速度の周 りで異なる分散をもつとい

うことは大いにあ り得 る｡ そのようなときには､エントロピーは各成分の内部エネルギー

の関数 と考え､S-S(Ul,･･･,Un,V,Ml,･･･,Mn)とみなし､

∂∫ 1

aUk Tk
(64)

によって各成分の温度を定義す る｡ そうすると､各成分のエネルギーは保存量でな くなる｡

異なる成分同士が局所的にエネルギーを交換 しうる｡
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