
｢第2&3回複雑系札幌シンポジウム講究録｣

非線形時系列解析 と新 しい予測公式

岡部靖憲 (東京大学工学部計数工学科)

§1EM20-ランジュグァン方程式論一 精勤散逸定理

実際の時系列 の予測問題 を扱 っているときに,今まで発表 して きた KM20-ランジュヴァ

ン方程式論 を精密化す る必要 を感 じた.新 たな弱定常性の定義 を与 え,EM20-ランジュヴァ

ン方程式論 を再構成す る.

W を計量 ベ ク トル空間 とす る. 整数 L,,(2,< r)に対 して,W の中を動 く曲線 IY :

tJ,J+1,- ,チ)- Ⅳ を

Y-(Y(n),･L_<n_<r)

と書 き,W内の一次元の流れ,パ ラメーター nを時間,定義域 (L,i+1,･･･,r)を時間域 と

呼ぶ.自然数 dに対 して,W内の d次元の流れ とは,d個の一次元の流れ Y,･-(Yj(n),･L≦

n≦r)(1≦3'≦d)の組 Y-(Y(n);L≦n≦r):

Y(n)≡ i(Yl(n),Y2(n),- ,Yd(n)).

のことを言 う.

一般的な記法を導入する･Wの中の二つの L次元の縦ベク トル 宕= (̀zl,22.,････CL),y-

(̀yl,y2,･･･,yL)に対 して,2,と yの内積行列 を

(2了 y)≡((2,･,恥))1≦,･.ん≦L

として定義す る.これは LxL型の行列である.

(W,(★,*))を R上の計量ベク トル空間 とす る･W内の d次元の流れ Ⅹ-(X(n);-N≦

n≦N)が (1,N)一定常性を もっ とは行列関数 R:(-N,-N+1,･･･,N-1,N)- M(i;A)
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が存在 して

(X(帆),tX(n))-R(帆 -n)

(X(17n),tX(-n))-R(-m+n)

(X(m),tX(ll))-R(7n+1)

(X(1),Lx(-n))-R(1+n)

(0_<Vm,n_<N)

(0≦∀m,n ≦N)

(0≦∀m ≦Ⅳ-1)

(0<_∀n≦N11)

が成 り立つときを言い,流れ Ⅹ を d次元の (1,N)-定常流 と言 う.この行列関数 Rを (1,N)一

定常流 Ⅹ の共分散行列関数 と名づける.

pを 1≦p≦N を満たす任意の自然数 とす る.(1,N)-定常流の定義の関係式が成 り立っ

範囲を拡げて,(p,N+p)-定常流の定義を与える.

W 内の d次元の流れ Ⅹ-(X(n);-N≦n≦N)が (p,N+p)-定常性を もっとは,行列

関数 R:(-NIT,-N-p+1,- ,N+p-1,N+p)- M(i;R)が存在 して

(X(7n),̀x(n))-R(7n -n) (0≦∀7n,n ≦ N)

(X(-m),tX(-n))-R(一m+n) (0≦∀7n,n ≦ N)

(x(7n),Lx(-n))-R(7n+n) (0≦∀m ≦ N,1_<∀n ≦p)

(X(m),tX(-n))-R(m+n) (1≦∀m ≦p,0≦ VTn ≦ N)

が成 り立っときを言い,流れ Ⅹを d次元の (p,N+p)一定常流 と言 う.この行列関数 R を

(p,N+p)-定常流 Ⅹ の共分散行列関数 と名づける･特 に pが N のとき,即ち,(N,2N)-定

常流のことを単に定常流 と呼ぶことにする.

X-(X(n);回 ≦N):計量 ベ ク トル空 間 W 内の d次元の (1,N)一定常流 とす る.

Tnt-

(R(TRff

R(0)
R(〒1)

R(j=1) ･･･R(士(n-1))
R(0) ･･.R(土(n-2))

ll))R(千(n-2)) ･･･ R(0)

で定義 し,テープ リッツ行列 と言 う.

次のことを注意す る:

Tl+-T1- - R(0)･
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今後 ,次の テープ リッツ 条件 を満たす もの とす る.

Tni∈GL(nd;R) (1≦∀n≦N+1).

X-(X(n)日nl≦N):計量 ベク トル空間 W 内の d次元の (1,N)-定常流でテープ リッツ

条件 を満たす もの とす る｣

ベ ク トルの二つの集 ま り iX,･(I)･,1≦3'≦d,0≦L≦N-1),(Xj(I)･,1≦j<_i,-N+1<_

L≦o)がそれぞれ一次独立であることを示すので,X(n)の 3'成分である X,･(7L)の部分空

間 M;-1(Ⅹ)への射影 PM;-1(Ⅹ)Xj(n)を直接書 き下す と

A-1d
pM.A-1(Ⅹ)Xj(n)--∑∑γ',･L (n,A)XL(A) (1≦3'≦d)h=OL=1

を満たす実数 の組 tT+)･L(n,A);l ≦ n _< N,0≦k≦ n-1,1≦L≦d)が一意 的に存在す る.

dxd聖 の行列 7+(n,A)を

7+(n,A)≡

7+ll(n,A) 7+12(n,A) ･.･ 7+ld(n,A)
7+21(n,A) 7+22(n,A) - T+2d(n,A)

●

7+dl(n,A) 7+d2(n,A) ‥l 7+dd(n,A)

で定義す ると,上 は次 のよ うにベク トル表現 され る:

n-i
､pM;-1(Ⅹ)X(n)--∑7+(n,A)X(A).h=0

したが って T1-1
x(?)7-∑7･(n･h)X(A)+U･(n) (1≦n≦N)h=O

_t表現 され る.

同様 に行列 の組 (7-(n,A);1≦ n≦ N,0≦k≦n-1)を用 いて次のよ うな後 ろ向 きの方

程式 を得 る: A-1
x(-n)--∑7-(n,A)X(-A)+U-トn) (1≦n≦N)･ -A=0

さらに,行列 7士(n,0)を特別 に

Sj=(n)≡7士(n,0)
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と置 く.

X-(X(n);回 ≦N):計量 ベク トル空間 W 内の d次元の (1,N)-定常流でテ-ブ リッツ

条件を満たす もの とす る.

ベク トルの二つの集 まり tX,.(I)･,1≦j≦d,0≦L≦N-1),iX}･(L);1≦3'≦d,-N+1≦

L≦o)がそれぞれ一次独立であることを示すので,X(n)の j成分である Xi(n)の部分空

間 M言-1(Ⅹ)への射影 PM;-1(Ⅹ)X,･(n)を直接書 き下す と

7t-1i
pM;-1(Ⅹ)Xj(n)--∑∑7+iL(n,A)XL(A) (1≦3'≦d)h=OL=1

を満たす実数 の組 (7+,･L(n,A).,1≦n≦N,0≦h≦n-1,1≦L≦d)が一意的に存在す る.

dxd型の行列 7+(n,A)を

7+(n,A)≡

-･ 7+ld(n,A)
- 7+2d(n,A)

- 7+dd(n.A)

で定義す ると,上 は次のようにベク トル表現 され る:

A-I
pM:-1(Ⅹ)X(n)--∑7+(n,A)X(A)･ん=0

したがって
～-1

x(n)--∑7+(n,A)X(A)+～ (n) (1≦n≦N)ん=0
と表現 される.

同様 に行列の組 iT_(n,A);1≦n≦N,0≦h≦n-1)を用いて次のような後 ろ向 きの方

程式を得 る: A-1
x(-n)--∑7-(n,A)X(-A)+V-(-n) (1≦n≦N･)･A=0

さらに,行列 7土(n,0)を特別 に

6士(n)≡7士(n,0)

と置 く.
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§2.XM20･ランジュヴァン方程式論一 講成定理

今までの設定 とは逆に,任意に固定 した自然数 dと N に対 して, dxdの実行列か らな

る組 (V,6+(n);0≦n≦N)が始めに与えられているとする･但 し,Vは正定値 の対称行

列 とす る.

(第-段) まず,組 (V+(0),V-(0))を

V+(0)-V-(0)-V

で定め~る.揺動散逸定理を考慮 して,三つ組 (V+(1),6_(1),V_(1))杏

V+(1)-V+(0)l6+(1)V_(0)̀6+(1)
6_(1)-V_(0)̀6+(1)V+(0)ll

V_(1)-V_(0)-6_(1)V+(0)tS_(1)

によって定める.同 じく揺動散逸定理を考慮 して,数学的帰納法によって,三つ組 (V+(n -

1),6_(n-1),V_(n-1))か ら三つ組 (V+(n),6-(n),V-(n))を

V+(n)-V+(n-1)-6+(n)V-(n-1)̀6+(n)

6_(n)V+(nl1)-V-(n-1)̀6+(n)

V_(n)-V_(n-1)-6-(n)V+(n-1)t6-(n)

によって,n-2か ら n-N まで構成する.その際,次のことを仮定する必要がある :

V+(n)は正定値である (1≦n≦N)I

(第二段) つぎに, dxdの実行列からなる粗 く7+(n,A),7_(n,A);0≦h<n≦NIを,

散逸散逸定理を考慮 して,次のアルゴリズムで構成する :

(Irn',hh;
そこで行列 7土(n,0)を

と置いた.

-7+(n-1,All)+6+(n)7_(n-1,n-A-1)

-7_(n-1,A-1)+6_(n)7+(n-1,n-A-1).

7士(n,0)≡6土(n)
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(第三段) 任意 の計量 ベ ク トル空間 (W,(★,I))とその中の d(N+1)次元線形部分空

間 W'を考 え,W+の中の正規直交 ベ ク トル系を twl;1≦3'≦d(N+1))とす る:

wl∈W' (1≦3'≦d(N+1))

(W;,wI)-6,･,A･

この とき,計量 ベク トル空間 W 内の d次元のホワイ トノイズ流 f+- (i+(n);0≦n≦N)
を

e'(n)≡ i(wn+i.1,WnL 2,.- ,WnL i)

で定 める･d次元の流れ E+- (i+(n);0≦n≦N)の性質 は

(i+(m),̀行(n))-6,n,nZ (0≦m,n≦N)

のみである.
1

その とき,W 内の d次元の流れ Z,+-(Z,+(n);0≦n≦N)を

Z,+(n)≡V+(n)i+(n)

で定 める.

(Z,+(Tn),tZ,+(n))-6m,nV+(n)

が成 り立っ.

(第四段) W内の d次元 の流れ Ⅹ+-(X(n);0≦n≦N)を,前 向 き EM20-ラン

ジュヴァン方程式 を考慮 して,次のアルゴ リズムに従 って定義す る :

X(0)-I,+(0)
A-1

x(n)ニー∑T.(n,h)X(A)+U.(n)-(1≦n≦N)･A=0

構成定理 ･ Ⅹ+は次の定常性を満たす :

(x(帆),tX(n))-R(m-n)
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(第五 段 ) 計量 ベ ク トル空間 (W,(★,～))の d(N+1)次元線形部分空 間 W_ を考 え,

W- の中 の正規 直交 ベ ク トル系を (W:j･,1≦3'<_i(N+1))とす る :

i
W二j∈W- (1≦3'<_a(N+1))

(W二,･,W:A)-63,九･

ただ し,(第三段)での d(N+1)次元線形部分空間 W十の中の正規 直交 ベ ク トル系 fw,+･,1≦

3'≦d(N+1))とは

(★) (wl+,W,+,- ,WJ)- (W二1,W二,,-･,W二d)

な る関係 を もつ とす る.

計量 ベ ク トル空間 W 内の d次元の規格化 された ホワイ トノイズ流 E--(i-(-n);-N≦

-n_<0)を次で定 める :

f_(-n)≡ (̀W_nd_1,W_nd_2,- ,W_ni_d)･

関係式 _(★)は

E+(0)-L(0)

とベ ク トル表示 され る. d次元 の流れ E_ を特徴 づ ける性質 は次 の正規直交性 で ある :

(i(-7n), L̀(-n))-6,～,nZ (0_<爪,n≦N)･

W 内 の d次元 の流 れ V_-(I,_(-n);-N≦-n≦0)香

Z,_(-n)='V-(n)i-(-n)

で定 め る.

Z,+(0)- Z/_(0)

(Z,_(-帆),I.,-(-n))-6.n,nV-(n)I(0≦帆,n≦N)

が成 り立っ.

(第六段) W内の d次元の流れ Ⅹ_-(X_(-n);-N≦-n≦0)を,後 ろ向 きKM20-

ランジュ ヴァン方程式 を考慮 して,次 のアルゴ リズムに従 って構成す る :

､ X-(0)- I,-(0)
A-i

x十 n)ニー_∑7-(n,h)X-(-A)+U-(Tn) (1_<n_<N)･ん=0
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構成定理. X_ は次の定常性を満たす.･その共分散関数 は流れ Ⅹ十のそれ と

(x_(-m),̀x_(-n))-(X(A),tX(帆))

なる関係を満たす.

新 しい予測公式一 理論. 計量ベク トル空間 (W,(★,.))の中の d次元ベク トル Z,_(ll)で

(J,+(n),tU_(-1))-I(n,1)(-=-6+(n+1)V-(n)(1≦n_<N-1)

を満たす ものが存在す る.

KM20-ランジュヴァン方程式論 の新 しい予測公式- データ解析･ R(M+1)を

(耕) R(M+1)≡(X(M),tX(ll)) (空間平均)

で定める.これによって信頼で きる見本共分散関数 R(★)の数が一つ増えた.あとは前O.予

測公式において M を M+1に置 き換えて新 しい予測公式が得 られる.

S3KM20-ランジュヴァン方程式論Ii 測理論

Ⅹ-(X(n);lnI≦N):計量 ベク トル空間 W 内の d次元の (1,N)一定常流で_チ-ブ リッツ

条件を満たす もの とす る.

予測公式 とは,時刻 Lか ら時刻 r(-N≦L≦ r<N)迄の情報 M;(Ⅹ)を用 いて,p時

刻先の未来 X(r+p)(0く p≦N- r) の動 きを捕 まえる公式の ことである.

数学 としては,ベク トル X(r+p)を線形部分空間 M;(Ⅹ)に射影 したベク トル

PM:(Ⅹ)X(r+p)

を具体的に･求めることになる.

予測す る際 に･MTL(Ⅹ)と直交す る情報は切 り捨てる考えである･

PM;(Ⅹ)X(r+p)を前向 きの (局所的)線形予測子 と名づける･
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1期先予測公式 ･ Ⅹ を (1,N)-定常流 とす る･各 L,r(-1≦L≦r<N)に対 して

T
pM:(Ⅹ)X(r+1)--∑T.(r-I+1,A-L)X(A)･A=L

‡4EM20･ランジュヴァン方程式論- データ解析

自然数 d,N を固定 し,_.早-(I(n)･,0_<n≦N)を d次元時系列 とす る･各 Z(n)Eま 政 J

の元で表現 された d次元データである.

p2--1時系列 Zの見本平均 ベク トル

JV

pz ≡ 元気 ∑ Z(n)7t=O

RZ -(R,PA(～))1≦,･,b≦d--一時系列 Zの見本共分散行列関数
N-71

1

1

境(n)≡ 読 了 ∑ (I,･(n'm)-pl)(zA(m)-PZ)･TTt=O

2--(2(n);0≦n≦N))-2の規格化‥

2-,･(n)≡(R,P,･(o)~1(I,･(n+帆)-Ill)･

･.R2--(RfA(～))1≦.▲≦｢ その見本共分散行列関数

時系列解析 での経験則 より,見本共分散行列関数 RZ(n)の信頼で きる nの最大数 M は

次で与 え られ る :

M ≡【3何 て/d]-1.

L:D(I-)を時系列 2-に付随す る見本 KM201ランジニケァンデータとす る !

L:D(I)-(7土(2-)(n,A),6土(I-)(n),Vi(2-)(L).,1<_n≦M,0<_A≦nl1,0≦I≦MI.

d次元時系列 2--(豆(n);o≦n≦N))は弱定常性 の検定 Test(S)を通過 した とする.

時系列 Z-N_M - (I(N-M+n);0≦n≦M)はあ る d次元弱定常過程 ⅩN_M -

(XN-M(n);0≦n≦M)の実現値であ り,系 L:D(Z)は XN_M に付随す る EM201ラン

ジュ ヴァンデータの候補である.
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′ヽ
1期先予測公式 時系列 2-の時刻 Nの 1期先線形予測値 21(N+1)を求 める予測公式

を与える.その際 の態度 は,確率過程 ⅩⅣ_〟が 1期先 まで弱定常性を保 って時間発展す る
■一1

と仮定 し,時系列 Z の時刻 N+1の 1期先線形予測値 を

ノヽ

Zl(N+1)≡PM_F(ⅩN_..)XN-M(M+1)の実現値

として採用す ることであ る.1期先の予測公式 において γ-〟,J- 1とし,それは次で与

え られる:

〟

2-1(N'1)--∑7.(2-)(M,h-1)I-(NIM'h)
A=1
〟 -1

--∑7+(2-)(M,A)I-(NIM+A+1)･A=0
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