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Abstract

長距離相互作用のある1次元スピンモデルおよびt-Jモデルに異方性を導入して,磁化のある

基底状態が解析的に解けるモデルを提出する.導入された異方性パラメーターがある条件を満

たすとき,2つのモデルの基底固有関数はともにJa5trOW型波動関数になる.一方,この条件か

らはずれたときでも,Jastrow型波動関数は非常によい試行関数になっていることが,重なり積

分の計算からわかる.さらに,それらのモデルにおける励起スペクトルを,厳密対角化の手法を

用いて調べる.
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1 序論

固体物理の分野では,実験技術の発展に伴い,様々な物質で興味深い現象が報告されている.

それらの現象の中には,電子ガスやバンド理論のような単純な粒子描像では説明できないもの

がある.代表的なものが,銅酸化物系の高温超伝導,2次元電子系における分数量子ホール効果,

ランタノイド系化合物およびアクチナイド系化母御こおける重い電子現象であろう.高温超伝

導は,銅酸化物系としてLa匂_CBa℡CuO｡が発見されて以東 より高い臨界温度の実現を目指して,
Y系,Bi系,Tl系の化合物が作られてきている.これらの化合物は,CuO2面を基礎とする層状

構造を持っており,電気伝導に関しては2次元に近いと考えられている.分数量子ホール効果

は,GaAs/AIGaAs のヘテロ構造の2次元電子系で1982年に発見されている丁また,重い電子系

の化合物としては,CeCu2Si2やUPt3などが挙げられ,それらの構造は3次元と考えるべきだろ

う.これら3つの現象に共通するのは,その原因が強い電子間相互作用によるものであるという

ことである.

さて,このような現象を首尾よく説明するにはどうしたらいいだろうか.問題は,相互作用を

含む系をいかに扱うかである.実際の系は2次元や3次元であるが,これを正確に扱うのは難し

い.そこで,まず1次元系で厳密な物理量を計算して着実な知見を得てから,その結果を高次元

系に応用するというアプローチが考えられる.得られた結果の中に,強相関系の本質的な性質が

含まれていると期待するわけである.ただしそのとき,結果が1次元に特有なものかどうかを吟

味する必要がある.
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幸い,磁性体の中には,ある温度領域で1つの軸における交換相互作用が強くなる物質が存在

する.この場合,1次元の鎖のモデルがよい描像になる･CuC12･2N(C5D5) (CPC)(∫-1/2)

【1,2】,KCuF3 (∫-1/2)【3,4,5,6】,Ni(C2H8N2)2NO2(C104)(NENP)(∫-1)【7】などはそ

の代表例である.最近は,低次元物質に関する実験も盛んにおこなわれている･実験と比較でき

るという点から見ても,1次元系そのものを研究する意味があると考える･

1次元系の中には,角軒 的な手法で厳密に解けるモデルがある･厳密に角締 るモデルを探しだ

し,そのモデルを徹底的に解明する;そうすれば,そのモデルからずれた場合でも,どのような

物理的性質を示すかある程度予想することができる- というのが厳密解の精神である･厳密

解は,近似で求められたいろいろの結果をチェックするポイントの役割をも果たす･

1次元系に対して厳密な議論をするとき,従来よく用いられたのがべ-テ仮説法と呼ばれる

方法である.この方法では,まず多体系の固有関数としてべ-テ波動関数といわれる特別な形

を仮定し (仮説),これが自己無撞着に厳密解になっていることを示す･べ-テ仮説法で解か

れ七いるモデルの中には,物理的に興味深い現象に結びついたものが存在する･例を挙げれば,

スピン系では β-1/2のハイゼンベルクモデル (強磁性 【81,反強磁性 【9,101)やXXZモデ
ル【11,12,13,14】,高温超伝導で出てくるハバードモデル【15】や超対称t-Jモデル【16,17,18,19】,

さらには近藤効果の問題で耳にするアンダーソンモデル 【20,21】や近藤モデル 【22,23】,などが

ある.ベ-テ仮説法で直接厳密に求められるのは,エネルギースペクトルならびに分配関数 (す

なわち熱力学量)である.相関関数などの計算はこの方法だけではできない.共形場の理論を

組み合わせて用いることによって,相関関数の臨界的な振舞いが厳密に議論できる.このよう

に,べ-テ仮説法を用いた厳密解というのは,道具立てが入り組んでいる.

これに対して,粒子間の距離の2乗に逆比例する長距離型の相互作用を仮定すると厳密に解

けるモデルがある.この場合の固有関数は,2体波動関数の積として表され,Jastrow型波動関

数と呼ばれている.長距離相互作用を用いたモデルとしては,まず,Sutherlandが1971年に導入

した1次元の連続体モデル (Sutherlandモデル)がある【24,251.Haldane【261とShaBtryl27】

は,これに刺激され,1次元格子にのせたS-1/2のスピン系のモデル (Haldan e-ShaBtryモデ

ル)を導入した.さらに,このスピン鎖にホールをドープすると,金属状態に対する♭Jモデル

が得られる.倉本と横山 【28】は,i-Jモデルに超対称の条件 (ホールのホッピングも長距離型)

をつけて,厳密に解けるモデルを見つけた.以後,多成分のスピンモデルや多成分t-Jモデルも

解かれている【29,30,31,32,33,34,35,36,37】.また,長距離型のハバードモデルについても

知られている【38,391.最近,加藤と倉本 【401は,内部対称性のあるSutherlandモデル (多成分

Sutherlandモデル)について,連続体だけでなく格子系も扱えるような問題を考えている.本研

究に特に関わりの深い4つのモデルについて,現在のところ,物理量がどこまで厳密に計算され

ているかを表1-1に示す.

このように,ベ-テ仮説法で解かれた多くのモデルで,長距離型に対応するモデルが存在する

ことがわかっている.ただし,長距離型のアンダーソンモデルと近藤モデルの解については未だ

に知られていない.1/r2型の長距離相互作用を持つモデルの最大の利点は,より多くの物理量

が厳密に求められることである.このことは,1/r2型モデルでは ｢自由｣粒子描像が成り立つ

ことに起因しており,実験と比較できる物理量まで計算できるという観点からみても大きな強
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みである.ただしここで比較できるのは,ある現象についての低エネルギー領域での,物質によ

らない不変的な性質であることに注意する.

｢自由｣粒子描像の性質を生かして,等方的なHaldane-Shastryモデルや長拒離相互作用の

ぁる超対約 -Jモデルでは,励起エネルギーまで解析的に求めることができる (ただし･縮退度

はわからない) 【41,42】･また,厳密対角化を用いて励起スペクトルを求める研究が,等方的な

Haldan &Shastryモデル 【261や長距離型の超対称t-Jモデル 【42】でおこなわれている･さらに,

HaとHaldaneは,1粒子グリーン関数,密度密度相関関数,およびスピンスピン相関関数につ

いてスペクトル関数がゼロでない部分 (Support)を調べている【43】･これらの研究を通して,

1/8in2型のスピンモデノレや超対和 一Jモデルにおける素励起は,スピノン,ホロンというセミオ
ンの統計を持つ粒子で記述されることがわかってきている.これらのモデルは,対応する最隣

接型のモデル (ベ-テ仮説法で解けるモデル)と比較して論じられる.Haldane･Shastryモデル

に対応するのが反強磁性ハイゼンベルクモデル (∫-1/2)であり,その励起スペクトルは有名
なdesCloizeaux-Pearsonモード【10】である.このモードは中性子散乱の実験でも観測されてい

る【1,2,3,4,5,6】.また,最隣接型の超対称七一Jモデルの励起スペクトルについても調べられて

いる【18,19】.長距離型と最隣接型の励起スペクトルを比較すると,よく似ていることがわかる･

つまり,1/sin2型モデルは一見特殊な相互作用を持っが,励起スペクトルなどの物理量は現実

に近くなっている.

上に挙げた長距離型モデルの中で,格子上でのクーロン斥力が無限大のものだけに着目して

みると,スピン系では等方的,フェルミオン系では超対称性のある場合,という条件のもとで厳

密解が求められている.ところが,現実の物理系では,多かれ少なかれ異方性があることは否定

できない.この異方性を忠実にモデルに取り込んで厳密解を見つけることはできないが,厳密

解が求められる範囲で異方性を導入して,物理量にどんな変化が現れるかを調べることには意

味がある.本研究では,1次元格子上の量子可解モデル (1/sin2型の等方的スピンモデルおよ

び超対称♭Jモデル)に異方性を導入した場合,可解モデルの概念がどこまで拡張できるかを調

べ,さらに異方性を入れたことによる新しい概念を提出することを目的とする.

異方性を入れたこの2つのモデルは,すべての状態が解析的に求められるわけではなく,強磁

性状態およびいくつかのそれ以外の状態がわかるだけである.この点が,今までの可解モデルと

は異なっている.本研究で扱う異方的モデルは,通常のYang-Baxter方程式を満たさない部分可

解モデル (保存量が全自由度の数より少ない)であることに言及しておく.

異方性を入れた今までの研究としては,Haldaneの研究 【26]がある.Haldaneは,1次元格子

上のスピンモデルを導入したとき,イジング異方性も含めて考えていた.彼は,ハミル トニアン

をJaStrOW型波動関数に実際に作用させるという方法で,磁化のある基底状態のエネルギー固有

値と固有関数を求めた.この場合,すべての異方性パラメーターについて,そのエネルギー固有

値と固有関数が解析的にわかるわけではない.つまり,固有関数がJaSrtOW型からはずれたとき

は角抑柏勺に求められない.これは,スピンが格子上にあることから,波動関数に強い制限がつく

ことによるものである･本研究では,まず,スピンモデルをSutherlandモデル 【24】にマップする

という方法を用いて,結果の再現を確認する.本研究で用いた方法は,Haldaneが等方的スピン

モデルで励起状態を求める際に用いた方法である【411.
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次に,異方性のあるスピン系にホールをドープした場合を考える.しかし,イジング異方性の

あるスピン系に単純にホールをドープしただけでは,磁化のある基底状態のエネルギー固有値

と固有関数を解析的に求めることができない.そこで,異なる4つの異方性を導入する.この

工夫により,多成分Sutherlandモデル 【40】(ここでは,1スピンとホールの2成分)にマップで

き,有限磁化のもとでの基底状態のエネルギー固有値と固有関数を解析的に求めることができ

る.多成分Sutherlandモデルにマップする際,異なる4つの異方性は1つのパラメーターで表

されることになる.スピンモデルと同じように,波動関数に制限がつくため,解析的に求められ

るのは異方性パラメーターの離散的な値についてだけである.

異方性のあるスピン系とフェルミオン系で厳密解を求める方針をチャートにすると,図1-1の

ようになる.

以上のようにして,異方性のあるスピンモデルとt-Jモデルに関して,異方性パラメーターの

ごく限られた範囲で基底エネルギーを解析的に求めることができる.しかし,現実的に意味があ

る異方性の大きさは,解析解を持つ場合と笹限らない.すべての異方性パラメーターに対して基

底エネルギーを知りたいなら,数値計算に頼るレふない.本研究ではこの計算に厳密対角化を用

いた.その結果,磁化がゼロでない状態では,解析的には成り立たないはずのパラメーターでも

基底エネルギーが対角化の結果と非常に近い値をとることが判明した.この傾向は,スピンモデ

ルとt-Jモデルで共通している.また,この計算によって,解析的に求めたエネルギーの表式が

正しいことを確認することができた.

一方,Ja5trOW型波動関数は,解析解を持たない異方性パラメーターのところで,どのくらい

よい近似になっているかに興味が持たれる.これを調べるために,厳密対角化から求めた固有ベ

クトルとJaStrOW型波動関数を用いた状態ベクトルとの重なり積分を計算する.まず,解析解が

存在するパラメーターのところでは,重なり積分が最も1に近いことを確認した.それ以外のパ

ラメーターに対しても,スピンモデルではサイト数最大12で,i-Jモデルではサイト数8で調べ

た範囲では,重なり積分が0.91以上の値を持つことがわかった.これは,解析解が求められない

異方性パラメーターに対して,Ja5trOW型波動関数が非常によい試行関数になっていることを示

している.

さて,スピンモデルやLJモデルに異方性を導入すると,励起スペクトルはどのように変化す

るだろうか･本研究では,長距離型の場合について,最低励起を表す曲線だけを示す･その結果,

スピンモデルでは,等方的Haldane-_Shastryモデルの励起スペクトルから,長距離型イジングモ

デルの励起スペクトル-移行する様子が観測された.i-Jモデルからは,励起スペクトルの山が
分裂していくという現象がみられるものがある.

本論文の構成を以下に示す･第2章においては,まず,異方的Haldane-Shastryモデルでの磁

化のある基底状態のエネルギー固有値と固有関数を,Sutherlandモデルにマップする方法を用

いて,解析的に求める･さらに,長距離相互作用のある異方蜘-Jモデルにこの方法を拡張して,

エネルギー固有値と固有関数を計算する.異方的i-Jモデルのハミル トニアンの解釈についても

触れる･第3章においては,厳密対角化について,少し一般的な説明をおこなう.第4章におい

ては,厳密解と厳密対角化の手段を用いて計算した,基底エネルギー,重なり積分,および励起

スペクトルについての計算結果を示し,異方性を入れたことによる新たな知見について述べる.
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2 モデルとその厳密解

2.1 異方的Haldane-Shastryモデル

異方性のあるHaldane-ShaStry(H-S)モデルをSutherlandモデルにマップすることによって,

磁化のある基底状態のエネルギー固有値と固有関数を求める.Haldaneが求めた結果【261を再現

し,次の節でホールをドープした場合を考える際のステップとなることを目的とする.Sutherland

モデル-のマッピングは,Haldaneが等方的なH-Sモデルの励起状態を求めるときに用いた方法

である【411.

異方的H-Sモデルのハミル トニアンは,

｣V

71 - ∑J(nJn,)(snXsn=,+sESE′十△SlSl,),
n<nl

J(n-n/)-a(n-n')-2,

a(n-n′)=空7r
7T(n-n/)

ここで,Ⅳはサイト数 (〟-evenとする),△はイジング異方性を表すパラメーターである.
格子定数は1とし,系には周期的境界条件が課せられている.(2.1)式を次のように書く.

71 - 71'+71,est,

〟/

7irest

N

∑
n<n/
N

∑
n<n/

(2.4)

J(n-n')lsnrSnC,･sESE,.△(sl-妄)(sl′-;)]･ (215)

J(n-n')Al;(S朋 ,)-i]I
一般に,状態ベクトルは

砂>- ∑Q(tn･1,････.l･',hM.‡)Sn-1･･･Sn-MIF>
(nl,･.･.nMI
≡∑0(tn))lfnl>
(n)

(2.6)

(2.7)

と書ける･ここで,MEま1スピンの数,tnt-tnt,･･･,nMlは1スピンのサイトの番号,Mtn))
は確率振幅 (波動関数),lF>はすべてのサイトが†スピンの状態(強磁性状態)である.LF>
を基準とすれば,1スピンを粒子として扱うことができる.

さて,固有値問題

7114,>-EI4,>

を考えるのだが,まず,7iL･est座>-Ere,tlV,>を片付けておく.

7t- - 描 )2△ni,

言

2Ⅳ
△∑n=l

lTr(n-n')/N][(S- ;,)-;]〟-1
,S読諌(2S;一言)
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であるから,これを砂>に作用させれば,

E,ぢt
△
2F
れu

汀
一〃
(1
l4ニ

去(芸)2

〃~1 1

,eTISin° (〟/N)[2(;(NIM)-;M)-;N]
△(Ⅳ2-1)(〟-4〟)･

ここで,公式
〟-1 1

,tisin2(7Tr/N)-吉(〃2-1)
を用いた.

次に,

71'J中>-EII4,>

を考える.(2.5)式をもう少し書き直すと,

2F
nr

汀

一Ⅳ
(l
一2二

〟

;(=)2

〃 1

烏 ′Sin 2[7,(n-n')/N]

エ 1

n%n,sin2[7,(n-n')/N]

[;(sn'sn-I･Sn-Sn',)IA(sl-

(2.10)

(2 .ll)

｢ii-Giid
l
一2

a
S
(p
■nu

l
一2

lsn'sn-,･A(sl-;)(sl,-;)]
≡ 71'06-diag+71'diag･

(2.12)式に左から<fn)Jを掛けると,左辺は,

<(n)世′座> - <fn)世′｡6-diagJ4,>+<(nII71'diag14,>,

i(n)J71,0- gIQ, -芸

1
2

(;)2<

(
7T万)
fr刷∑∑
2〟〃-1∑∑

巴 N= 1 1

n=5 乏isin2(m/N)

畠畠sin2(,,r/N)
i(n)J7{dhg座, -妄(芸)2△

〟 1

(2.14)

Sn'sn-+,･∑ 4(fn/))J(n')>
(nll

Q(nl,-･,ni+r,-･,nM), (2.15)

(2.16)

ただし,波動関数車(･-,ni,･･.,n,I,･･･)には,ni-n,･(i≠j)のときゼロのなるというhard-core
constraintが諌されていることに注意する.結局,固有値問題 (2.12)は,次の固有値方程式に帰

着される.

仙

∑
吋

旧

屈

2F

nH1

t=

一Ⅳ
(
l

一2
･4,(nl,- ,ni+r,- ,nM)+2△

Sin2【,,(ni-n,.)/Nl

-E′Q(fn)). (2.17)

さて,波動関数車(fn))は,次のように平面波展開した形に書ける.

〟
･少(fn)) - n exp(imli) ∑expitl tkL.･-.kMl
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〟

nz.r/2∑zflI-Z如 F((A))i-1 tkl
1̂

n z.r/2･示･ip,il
(2.18)

ここで,4,FのFはFourier展開の意味である･また,zi≡eXp(i27,ni/N)とした･個々の粒子 (1

スピン)の波数k.(i-1-M)のとりうる範囲は,過完全ではあるが,-∞ <ki<∞ としてお

く.分散を考えやすくするために,n竺lZ.r/2の因子によって,尋の波数の範囲を4,(tnt)のそれ

からN/2だけずらしている.なお,ここの段階では,尋の全運動量 (∑ik̀)に特に制限はない･

(2.18)を用いると,(2.17)の【 】の第1項は,

〟 〟-1 1

∑ ∑
EI,e sin2(汀r/N)

rII,r /2∑ ∑

Mzl･..･･ZieXP(igr),･･･,zM)
竺 ^川 .竺 N= 1 1

⊥⊥"'rEi,esin2(1Tr/N)F=il

竺̂,′｡.竺N=1 1
rII,T/2∑∑
⊥⊥"31台,e sin2(7Tr/N)i-1
〟 〟
nz,r/2∑ ∑
i-1 i-1(kl,･･･,ki,･･1.kM)
〟 〟
Ill,r/2∑ ∑
3'=l i=1tkl,･･･.ki,･･･,kM)
〟 〟

III,r/2∑i-1 i-1

Mzl,･･･,ZieXP

tkl,-,ki.-,kMI

,･･･,zM)･eXP(im)

zlkl-I.9-zkMV,F((k))･exp

NGlexp【(i2m/N)I(ki+N/2)】
sin2(m/N)

〃 2+2

第4式から第5式-の変形は,0≦k≦Nのとき,

NGlexp(i2汀kr/N)

急 sin2(汀γ/N)

)

liSr(ki･;)])
zfl-zftI-zkM擁(fkl)

-zft･- Z汝車F(tk))

-2(k-;)2-等 3

(2.19)

(2.20)

が成り立つことを用いた (Appendix7.3を参照).したがって,ここでは,-N/2≦ki≦N/2の

範囲でだけ成り立つ (この範囲が,後に解析的に解けるイジング異方性 △の範囲を決定するこ

とになる).このことは,逆格子ベクトル分だけ粒子の散乱運動量が大きいウムクラップ散乱を

一般に考慮していないことを意味する.さらに,

1 4ziZ3･

Sin2L汀(ni-n,･)/N] (zi-zj)2
(2.21)

を用いると,(2.17)から

匠(zii)
2 〟
- 4△∑

ZiZ3･

%(zi-Z3･)2]･0--[(芸)2E,･豊 M]4-･ (2･22,

A-喜m(m-1)のとき,(2･22)の左辺の【 】は,Suthelandモデル 国 のハミルトニアンに

なっている (Appelldix7.1を参照).なお,m-2のとき,△-1で,(2.1)は等方的H-Sモデル
になる.
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長距離相互作用と異方性を持つ1次元量子系の基底状態と励起スペクトル

特に,4,-4,. (全運動量o)のとき,Sutherlandモデルの基底状態のエネルギー固有値と国
有関数が利用できる.

Eo- ;- 2M(M211), (2･23)

･O-負(Sin
7T(ni-nj)
〟 )m･ (2･24,

(連続体モデルのとき,mは正の任意の数)

ところが,異方的HISモデルは格子モデルであり,IF> (すべてのサイトが†スピンの状態)

を真空状態とみると,粒子 (1スピン)はハードコアボゾンとして扱える.したがって,異方的

H-Sモデルの固有関数としては,次の2つのことが要請される.

(a)複素座標 zi(≡eXp(i27Tni/N))で展開したとき,平面波zf(格子の条件から-N/2≦k<
N/2,かつ周期的境界条件からkは整数)で尽くされること.

(b)固有関数の統計性がボゾンの統計であること.

さらに,異方的H-SモデルがSutherland∵モデルにマップできるための条件として

(C)藁の複素座標 ziのベキがトN/2,N/2】の範臥 こあること.

まず,(b)の要請から,固有関数は次の形になる.

〟
40-rl
i<J

7T(ni-n3･)
(2.25)

(b)の要請を満たすだけなら,mは正の任意の数でよい.mの値によって,3つの場合に分けて
考える.

(i)mが正の偶数のとき,

Sln7T(ni-nj)
〟

n●l
/

ド〃口
付
ニ0

.γ

であるから,(2.25)は

--妄izTl′2zIl/2(zi- I,･)

､

〃孤.●●氾(t;
mF

nH1

(一芸i)m.51オ叫̀ -/2.8.(zi-ZJ･,-･
したがって,(a)の要請は満たされている.さらに,血 に関して

ziD最高ベキ 言-(Mll),
ziO,最低べキ ー去-(M-1)

(つまり, 困 ≦三m(〟-1))

であるから,(C)を満たすためには

m(M -1)≦N.
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(ii)m が正の奇数のとき,

汀(ni- n ,･)
-; iz{1/2Z;1/2(zi- I,A)sgn(ni-n ,.) (2.29)

であるから,(2.25)は

･O-(-;i)m員オ(叫-/2.%.(zi-Zj)-.雛 (ni-n3･,･ (2･30,

rlだjSgn(ni-n,.)が残るということは,4,0が平面波Z.F(-N/2≦k<N/2)だけで表し切れてい
ないということである. (例えば,zi- I,･としたとき,同時に符号も変えなければ4,0のボゾン
の統計は満たされない.)つまり,(2.30)は(a)の要請を満たさない.

(iii)mが正の非整数のとき,(2.25)は明らかに(a)を満たさない. (その一例として,ziの最

高べキm(〟 -1)/2が非整数となる.)

以上のことから,Sutherlandモデルの基底状態の固有関数のうち,異方的H-Sモデルの磁化の

ある基底状態の固有関数として採用できるのは,次のものに限られる.

40-垂(Sln
〟(ni-n3･)
〟

)m ･ (2･31,

(mは正の偶数で,かつm(〟-1)≦〟)

結論をまとめると,4,((nl)の全運動量が(27T/N)×(NM/2)-7TM ((2.18)で波数をN/2だ
けずらした分)のとき,

E - E'+E,est

- (芸)2(Eo-空崇 M)+Erest
- (芸)2(去- 2翌(r2-1)-去MN2
･吉(〃2 円

u
])△l叫

`
+川△
,
〃r一4
ー
L
)1⊥

･{n}巨 .81eXP(i-i,負(sin汀(ni-n3･)〟)
ii7!

ただし,(2･32),(2･33)はⅣ-even,m-even,さらに(2.28)を満たす場合に限られる.m に課

された条件から,解析的に解けるイジング異方性 △の値が決まる.

もう少し一般化して,すべての粒子が-様な運動量 J(particlecurrent)を持つ場合,

M
示-ロ Z.I-"/2･Qo1=1
(4,0の全運 動 量は 0)

を考える.このとき,

M

∑F!-il

(2.34)

(zii )2 L6- (J 一昔 ) 2 M ･6･雛 -N/2墓 (zii )2･oo (2･35,
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となるから,(2.22)から

E,-(=)2[去-2M(M2-1,-等 M+(J-;)2M]. (2･36,

また,前と同様に,(a)と(b)の要請から,mは正の偶数に限られる･さらに,4,0の複素座標ziの

べキkiはIk.l_<圭m(M-1)の範囲にあるから,(C)の要請を満たすためには,(尋の複素座標
ziのべキはki+J-N/2)

･筈一芸-(M l1)I
以上から,4,((n))の全運動量が (27T/N)×JM のとき

EI- (=)2(;-2M(M2-1)-MJ(N-J)
･去(〃2-1)
〟

4,((n))- n exp
i=1

liNA･M(1-A)])

(i;niJ).8.(sin
汀(ni-n31)
〟 )
iiiI

(2.37)

ただし,(2.38),(2.39)はⅣ -even,m-evenさらに(2･37)を満たす場合に限られる･この結果

は,Haldaneの結果 【26]と完全に一致している.

(2.38)をJについて最小化すると,

(芸)2芸--M(N-J)+MJ-0

-J-芸･ (2･40)

m -2,J-N/2のとき, (等方的)H-Sモデルの真の基底状態は,E(m-2,J-N/2)を
M(≦N/2)について最小化すれば得られる.

(;)2
E(m-2,J-N/2)

aE(m-2,J-N/2)
∂〟

→ 〃= (2.42)

(2･42)に最も近い整数 〟 は〃/2である.このとき,

E'--2,M-N/2,J-i/2)- (=)2卜去N'N2+5)]

-Z N(1.品 )･ (2･43)

一方(2･28)から,N≧6かつm≧4では,M-N/2(St=.t-0)のとき,最低状態はJastrow型の
波動関数にならない.つまり,等方的でないモデルで〃≧6のときは,其の基底状態を解析的

に求めることはできない.
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2.2 長距離相互作用のある異方的t-Jモデル

2.2.1 エネルギー固有値と固有関数

長距離相互作用と異方性を持っf-Jモデル (以下,異方的t-Jモデルと略す)について,磁化の

ある基底状態のエネルギー固有値と固有関数を求める.本モデルのハミルトニアンを変形して,

多成分Sutherlandモデル (ここでは,内部自由度のないフェルミオンとボゾンの2成分)にマッ

プするという方法を用いる.

考えるハミルトニアンを

ナL

p冨(-ti,I(cITTCjTI｡lCLcjl)

･Ji3lls.'S,'+SITS,yI｡2StfS,f
I(△3-1)(Stfn,･+niS,f)一芸△4nin31])p,
ti,･-Ji,･-lD(Xi-I,･)~2,

D(37i-3;,･)-
7,(x i-33･)

とする.格子定数1,サイト数Ⅳ (-evenとする)の系に周期的境界条件が課せられており,跳
び移り積分と交換相互作用について長距離型を仮定した.解析的に解けるようなモデルを構築し,

典型的な描像の振舞いをみるために,異なる4つの異方性を導入した.△1-△2-△3-△4- 1

のとき,超対称t-Jモデル1281になる.7)は,1サイトに電子が2個占めるのを排除する射影演

算子である.(2.44)式を次のように書く.

7i/+7irest,

ps l-tij(｡TCjTI｡1°ICjl)･去Ji31(SH;ISlS3+)
+Ji3･(A2+2A3I2)

-2Ji3･(A3-1)nin3･
ギ(
(stf一芸

一芸Ji,･(△4-2△3+2)(ni-

)

p
r

1I2)
rT

一
1
一2
1
一
一

':+I;+
:,: .qJ
)

l一2)
l

(2･47)

(2.48)

7ireSt
pE;lJi,･'｡2+2｡3-2';(Stf･S,f)一芸Ji3･'A2.2△3-2'

一芸Ji3･(△412△3･2)(ni･n3･)･去Jij(△4-2△3.2)]p. (2･49)

ヒルベルト空間での状態を,すべてのサイトが †スピンの状態IF>から1スピンとホール
を励起することで表現する.1スピンの数をM,ホールの数をQとすると,系のトータルスピ
ンZ成分は,Stz.t-(N-Q)/2-Mとなる.状態ベクトルは

卜¢ >

M Q
∑ ･o (fxH y l)HSItnhLjlF>
faCHyJ i-13'-1
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≡ ∑ 4,(txH yl)[(xH yl> (2･50)
(xl.(y)

と書ける.ここで,波動関数 七日も 1スピン の座標 tx)-(31,- ,XM)の交換に対して対称,

ホールの座標 tyl-fyl,- ,yQ)の交換に対して反対称である･(xlとty)が決まれば,†ス

ピンの座標は自動的に決まり,ful-tul,- ,uN-M-Q)と書く･また,Sftはサイ トxiでスピ
ンを下げる演算子,hy,はサイ トy,･にホールを作る演算子である･

異方的H-Sモデルのときと同じように,固有値問題

叫¢>-El4,>

を考える.まず,71restIV,>-ErestIV,>より,

Erest宗主(N2-1)[去(△2+2A3-2)(N14M -2Q)

-;(A412A31･･12)(N-2Q)]I
次に,

Tt'14･>-E′座 >

を考える･lF>を真空状態とするヒルベル ト空間で(2A8)を書き直すと,

71′--∑ ∑ti,.hih,f･-△1∑∑tijSTfhh,t･SIiefy)31∈(1L) i∈tyl3'∈fa:I
+∑∑Ji,･SlST+(△2+2△312)∑ ∑iE(a:I3'∈(tL) igttAl3'gftLl,J≠i

-2(△3-1)∑ ∑ Jijninj
i∈fa;Ij∈(め,3'≠i

Fn
u
l
一
2

ギ
lⅦ
ト
ト
川p

F

lJ
1

1

一2
ギ
(

丁芸(△4-2△3+2)∑ ∑ 仙 一肋 -1)
i∈tyIj∈tyl,3'≠i

71'1+Tt'2+71'3+Tt/4+71'5+7iJ6,

ⅣlJ
1

1
一
2

岩
.

lⅦ
一一tMp

F

n
r

l
一2ギ

(句

<tx);ty)I(Ttl+TL3)砂>
Q N-I

∑∑ i,4,(fx);yl,- ,yq+r,- ,yQ)
q=17'-1
〟 ｣V-1

+∑∑J,少(xl,- ,Xm+r,- ,XM;tyl),7n=1r=1

<fxHy)I(712+714+TE5+716)J4'>

△1∑ ∑ti,･Pi,･4,((xl;(yl)
ie(3:))'∈(y)

･(△2+2△3I2,(2(i<,; 3,Ji3･I2(i<E.y,呈JiJ･･怠 ,.U i,I)･腑 ,"y})
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-2(△3- 1)･2 ∑ JijV,(fxH yl)
(i<31)∈(I)

一芸(△4-2△3･2)･2 ∑ 瑚 ((仙 ))
(i<j)∈(y)

△1 ∑ JijPi,･4,((XH yl)
(i<31)∈【(=l◎(y17

-△1 ∑ Ji,･PijQ((xH y))-△1 ∑ Ji,･Pi,･4,(fxl;(yl)
(i<3')∈(3') (i<31)∈ty)

+2(△2-2△312) ∑ Ji,･･4,((xH y))
(i<j)∈(3)

･去(△2+2△3-2) ∑ 榊 ((舶 ))(i<j)∈(y)

+(△2+2△312)∑ ∑ Ji,･4,((xH y))-4(△3.-1) ∑ Ji,･両国 ;(y))
i∈tT)j∈ty) (i<31)∈(3,I

一芸(△4-2△3+2) ∑ 瑚 (fxH y))
(i<31)∈(y)

△ 1 ∑ Ji,･Pij
(i<3-)∈【tr)◎ty))

･(2△2-△1) ∑ Ji,･･去(2△1.△2+4△3-△4-4)∑ Ji,I
(i<3')∈tXl (i<3')∈tyl

+(△2+2△3-2)∑∑Ji,.
ie(叫3'∈(yl

4,(txl;tyl). (2.56)

波動関数車(txH y))は,3:i-I,･(i≠j)またはyi-y,･(i≠j)またはXi-y,･のときゼロにな
る (hard-coreconstraint).

(2･56)が∑(i<,･)∈ltCJ◎tyl)A(A+Pi,I)Ji,･4,(fxH y))になるためには,

(

△1-A,
かつ

2△2-△1-芸(2△1･△2+4△3-△4-4)-△2+2△3-2-人2･
よって

Al- ･̂A2-iA(̂･1)IA3-1-iA(A-1)I A4-;A(31 )̂I
したがって,ハミル トニアンが

(2.57)

u - ア冨(-tij(C!,CJl,+Ac.tlC3･l)
･Jijlst,S,汁 SIPS,再 入(AI･1)StfS,,

･吉相 -1)(Stfn,･I niS,･T)-喜入(3-"nin,.])p (2･58)
のとき,7LJ･¢>-El･¢>は次の固有値方程式に帰着される.
QN-1 MN-I
∑∑ i,･4,(fxl ･,y l , - ,y q+r,- ,yQ)+∑∑J,4,(31,.･･,Xm+r,･･･,XM ;tyl)
q=171=l Tn=lr-1
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+ ∑ 入(A+Pi,･)Ji,･4,(fx);fyl)-(E-Erest)4,(くわ･,(yl)･ (2･59)
(i<j)∈【(I)◎tylJ

ただし,

Erest-宗主(N2-1)lA(A-1)(N-2Q)12̂2M]･ (2.60)

(2.59)で,tvl-(xl⑳tylとすると,Q(vl,- ,VM+Q)に対して,
M+QN-I

∑∑J,4,(vl,-･,Vi+r,- ,VM'Q)+∑入(A+Ri,･)Ji,･4,((vl)L-1T-1 i<31

-(EIErest)4,((vl). (2･61)

波動関数4,(tvl)は,次のように平面波展開した形に書ける.

M+Q

4,((可)-Ilexp(i7TVi)i=1 {kl.;kM,eXP(葦 貰kiVi)QF({k1,.-,kM},
"fieztr2∑ zfl･･Izh･QQQF((k))i-1 (kl
〟十q

∩I.r/214,-.i=1 (2.62)

ここで,4,FのFはFourier展開の意味で,また,zi≡eXp(i21TVi/N)とした.2種類の粒子 (1ス
ピンとホール)の波数ki(i-1- M+Q)のとりうる範囲は-∞ <ki<∞ としておく.(2.62)

を用いると,異方的Il-Sモデルのときと同様にして ((2.19)でM をM+Qに置き換えたのと

同じ),(2.61)は

2["gQ(zii )212冨
ziZ3･l(A+Pi31)
% (zi-Z3･)2

lS E-芸 E-3七･ 誓 (M ･Q,]i.
(2.63)

ここで,(2･63)のようにできるのは,-N/2≦ki≦ N/2にときに限られる.したがって,ウム

クラップ散乱を一般に考慮していないことになる.(2.63)の左辺の【】は,フェルミオン･ボ

ゾン混合型の多成分Sutherlandモデル【40】のハミルトニアンになっている (Appendix7.2を参

照).そのエネルギー固有値Eは,一般に励起状態も含めて次のように書ける.

E - Eo+e,

Eb-左入2(M･Q)[(M･Q)2-1],00
e-∑k2V(k,･緩･k-k/･U(k,u(k',.k=-oo

また,励起状態として1スピンとホールの一様な運動量J,,Jhだけを考慮した場合 (運動量の

様々な分布による励起を除く),固有関数石 i,

示-.5.expligXi(Js一昔)],81eXPli;yJ･(Jh-;)]･Qo･-149
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壷

･s

I

ll
S
I

Mnu
:Y.i

≡

ニ101や
7T(xi-Xj)

Q
n
..ド

〃
E].TE

×

n
.sl
〃E]
:Y.i
ニb)一

山
T

S
I

〃E
]
:Y.i

≡

ニ

～車O'

Sln

〟

MQ
xnnたl∫-1

汀(xi-yJ･)
sgn(亘-yj),

n●lS
句n
u
:Y..

1+1人

7T(xi-y,.)
〟

A

7T(yi-y3･)

汀(yi-yj)
〃

sgn(xi-y3･).

sgn(yi-y)･)

sgn(yi-yj)

(2･67)

(2.70)

(連続体モデルのとき,人は正の任意の数)

ところが,異方的t-Jモデルは格子モデルであり,JF>を真空状態とみると,Jスピンはハード
コアボゾン,ホールはフェルミオンとして扱える.異方的t-Jモデルの固有関数としては,8ペー

ジの(a)および次の(b')が要請される.

(b')固有関数の統計性が,1スピンに関してはボゾン,ホールに関してはフェルミオンの統計

やあること.

さらに,異方的t-Jモデルが多成分Sutherlandモデルにマップできるための条件として,8ペー

ジの(C)と同じことが要請される.

(b')の要請は,(2.70)の時点ですでに満たされている.また,(a)を満たすためには,異方的H-S

モデルと同様な議論から入-oddであることが必要になる.(sgn関数を残さないのは,A-odd

のときだけである.)このとき,

〟

igL-∩
i<j(
Sln7T(xi-X3･)〟)

A+1

負.(
Sln7T(yi-y3･)
〟 )

M̂ Q

n n
i-1i-1(
Sln汀(xi-y3･)
〟 )入･ (2･71,

これを複素座標Ei≡eXp(i27TXi/N),U,･≡exp(i2汀y,･/N)を用いて書くと,

M Q

i9L∝ Il(2-uI1-ET1E,･)(A+1,,2nut(Q-.,A/鳩 (ui-W,･)A
i<j i-1 i<3'

M M Q

xIIEi-QA/2品 U;MA/2∩ Il(Ei-U,･)A. (2.72)

さて,由一_1では1スピン,ホールともにフェルミオンとして扱われ,車では1スピンはフェ

ルミオン,ホールはボゾンとして扱われる.4,に対応するエネルギーがeであるが,ここでは1

スピン (フェルミオン)とホール (ボゾシ)の基底状態の運動量分布は図2_1のようになる.こ
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のとき,(2.66)の式にしたがって,e≡t(Js,Jh)を計算すると,
M I

e(JJ h,- ,=葺 .i(L･Js-;)2･(Jh一芸)2Q
〟-1〟一m

∑∑L+Qm=ll=1

;-I.･I:･I=

(

普-;+J.lJh 芋一圭+Jh-J.
∑ E+ ∑̀J=O f=0

-1).(JS一芸)2M･(Jh一昔)2Q
･去入(2M ･3Q･)(M2-1).入Q(Js- Jh)2･ (2.73)

次に,解析的に解けるために Js,Jhに課される制限を考える･1スピンの方の運動量をk.(a),
ホールの方のそれをk.(h)とすれば,VJgLに関して,

Eiの最高ベキ

Eiの最低べキ

LJiの最高ベキ

LJiの最低べキ

去(H 1)(M-ll)-喜入Q･入Q,
-;(̂･1)(M -1)-iAQ
- lk.(S'L<去̂(M･Q-1).去(M-1),

-;A(Qll)･ (̂Q-1)-;AM･ M̂･

-;A(Q-1)-;AM
- fkfh'l≦ 呈^(M･Q-1)

であるから,藁の複素座標のべキに関して,-N/2_<k.(S)+Js-N/2≦N/2,-N/2≦kfh)+Jh-
N/2_<N/2が成り立っためには ((C)の要請),

JJs一芸巨 筈-去湖 +Qll)-去(Mll),

lJh-;JI-<;-;A(M･Q-1)I

fJs-Jhl≦芸(M･1)･
(2･74),(2･75)から考えると,本来 IJ9-Jhl≦(M-1)/2であるが,lJ,-JhI-(M+1)/2のと
きも(2.73)が成り立つので,(2.76)のようにした.

以上のことから,系の全運動量が Pt｡t-(2汀/N)(J,M+JhQ)の と き,

芸 E - 2【Eo･e(JJh)]一字 (M.Q)･芸 E r-t

去(AI1)2M(M2I1)12MJs(N-Js)

･主(N2-1,[竿 N･(11人2,M].

･;(H 1)2Q(Q2I1)-2QJh(N-Jh)
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4,(tx);fyl)

･2人Q(Js-Jh)2一言(入2-A-1)(N2ll)Q
I;Q(
A(M +Q)【(A+1)M 一入Q]

I(A-i)lAMQ･(̂･;)Q2-;])I
(2.77)

(2･78)

ただし,(2.77),(2.78)は,〟 -even,A-oddさらに(2.74),(2.75),(2.76)を満たす場合に限られ

る･この結果は,A-1のときWangらの結果 【42】,A-1,Js-Jh-N/2,Stz.t-0(Q-N-2M)
のとき倉本と横山の結果 【28】,A-1,Q-0のとき等方的なH-Sモデルの結果 【26,27]にそれ

ぞれreduceされる.しかし,ハミル トニアン(2.44)の △3 と△4の項のため,エネルギーの表式

(2.77)で Q-0,A+1- m (m は異方的H-Sモデルで出てきた異方性パラメーター)として

も,異方的HISモデルの綾果(2.38)にreduceされない (異方的t-Jモデルの方は跳び移り積分を

エネルギーの単位に,異方的H-Sモデルでは交換相互作用をエネルギーの単位にしているため,

実際には(2.38)を2倍 したものと比べる必要がある).

ここまで,M >0,Q>0として計算してきた.M >0,Q-0のときは,(2.77)において

Q-0とすればよい.固有関数は,

棉 ,;{y臣 .51eXp(ig xiJs).8.(sin )A+1 (2･79,

である (A-odd)･しかし,M -0,Q>0の･t.き笹 (?･77)で M -0としたのでは間違いで,
エネルギーは次の表式になる (これは,運動量分布が国2-1ではなくなり,(2.73)の計算が成り

立たなくなるからである.ホールがボーズ凝縮しているだけの分布について,(2.66)にしたがっ

て計算し直せばよい).

S E - 去̂2Q(Q2-1)12QJJNIJh)･呈(N2-1)a

･喜入(A-1)(N2-1)(N-2Q)･

植 };{y},-,8 .exp (iS y3･Jh)

7T(yi-y,･)
〟

(2.80)

(2.81)

固有関数は,

である (A-odd).

さて,異方的H-Sモデルの場合,〟,〟 が与えられれば,最低エネルギーは J-〟/2のとき

で,縮退はなかった.ところが,異方的t-Jモデルの場合は,N,M,Qが与えられても,最低エネ

ルギーに縮退があるときがある.これについて,以下,考察する.
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N-even,A-od dのとき,(2.78) を 複素座標Ei,LJ,･で表示すると,
¢ - nElr,2au,T/2･4.._14,
〟
たl ∫-1
M a

4,..ll- net(M'Ql1)A/2n u;(M'Q-1)A/2i-1 3'-1
M Q M Q

xrI(Ei-Ej)AIl(ui- LJ,･)入口 ロ(仁 LJ,I)A ,
i<3' i<j i-131-1

a M M

IIE予-"/2∩LJ;h-"/2n ET(Mll)/2Il(Ei-Ej)･i-1 j-1 i-1 i<3'

(2･82)

周期的境界条件より,個々 (1スピン,ホール)の運動量は (27T/N)×(整数)である.車が上
のように複素座標の表示だけで完全に表せる場合,そのベキは整数である必要がある.この必

要性から,M,Qが与えられたとき,J,,Jhが整数をとるべきか,半整数をとるべきかがまず決

まる.これが決まると,4,0,_1のべキを考慮することによって,車のフェルミオン (Jスピンの

方)とボゾン (ホールの方)の運動量 ×(N/(2q))が整数値をとるか半整射直をとるかが決ま

る･ (車.,_1が整数値をとれば 車も整数値をとり,車0.-1が半整数値をとれば 車も半整数値を

とる.)

Qo,_1は,M,Qが決まれば一意に決まるから,1スピン,ホールが同等のフェルミオンとして

扱われ,M+Q個のフェルミオンが縮退なく分布する.一方,4･は,基底状態では図2-1のよう

な分布をする. (M,Qが決まっても,J"Jhの自由度が残っている.)

以上のことから,M,Qの値によって,異方的t-Jモデルの最低エネルギーが縮退するかどうか

は,表2-1のようにまとめられる.(α)～(0)は,いずれもRt.t-(27T/N)(JsM+JhQ)-(2q/N)×(

整数)を満たしている.

2.2.2 ハミル トニアンの物理的解釈

(2.44)のようなハミル トニアンがあって,△1-△4を独立なパラメーターとして変化させるこ

とができるなら,△1-△4はそれぞれ次のような意味を持つ ;△1は †スピンと1スピンの跳

び移り積分の比,△2はイジング異方性,△3-1は磁場の効果,△4は電子間相互作用の異方性で

ある.そして,物理的に意味のある領域だけを考えようとするなら,例えば,△1- △3- △4-1

に固定し,△2をイジング異方性として変化させたりすればよい.

ところが,このようにしてしまうと,数値的に物理量を計算することはできても,解析的には

不可能である (つまり,固有関数がJastrow型にならない).解析的に解ける領域は,(2.57)の

ように1つのパラメータ一 入で表したときだけである.このとき,人を変化させていくと,†ス

ピンと1スピンの跳び移り積分が異なってしまい,あまり物理的でない.そこで,†スピン,1

スピンを2-chainの番号1,2に置き換え,chainlはすべてのサイ トが-電荷を持つスピンレス

フェルミオン1個で埋まった状態 ISLFFS> (spinlessferlnionfullstate)を基準にして,その
状態からのホール (+電荷を持つスピンレスフェルミオン)を粒子として考え,chain2では真空

状態lO>を基準にして,一電荷を持っスピンレスフェルミオンを粒子として考える.このよう
にすることによって,ひとつの解釈が与えられる.
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ハミルトニアンの中の各演算子の置き換えを次に示す.

cfT- Ctli,
C.T1 - di,

sl-cfTCil- CtliC2i,
sl-C.tlCiT- aiCli,

S.f一 言(nli- n2i),
niI-I+nli+n2i.

ただし,cfl.,Cli(4.,C2i)はchainl(chain2)でのサイトiにおける生成,消滅演算子,nli(n2i)は

chainl(chain2)でのサイトiにおける個数演算子である･このとき,ハミルトニアンは (2･58)

から,

u - ps(-ti3･(cfliC13･･煽 ,I)

･Ji,.[;(cfliQia,.Cl,･I diCliCijC2,･)

･芸人(A-1)nlin1,.-喜(nlin2,･･ n2inlj)])ァ･ (2･85)

第1項はchainl内での跳び移り,第2項はchain2内での跳び移り,第3,4項はchainl内およ

びchain2内での同時跳び移り,第5項はchainl内での+電荷を持っスピンレスフェルミオン同

士の斥力ポテンシャル,第6,7項はchainl内の+電荷を持つスピンレスフェルミオンとchain2

内の-電荷を持つそれとの引力ポテンシャルである.chain2内での一電荷を持つスピンレスフェ

ルミオン同士の斥力ポテンシャル (n2in2,･の項)はちょうどゼロになる (物理的には,chain2

での斥力ポテンシャルが非常に小さいと考えればよい).また,2重占有を排除する条件に対

応するものとして,chainlとdain2の同じサイト番号のところには同時に粒子は来ないという

条件がつく.これは,chainlの粒子とchain2の粒子との間には,最隣接サイトまでは引力が働く

が,同じサイトでは無限大の斥力が働く- と解釈できる.

現実にこのような物理系があるかどうかはわからないが,仮想的には以上のようにrea50nable

なモデルである.各種の異方性を,chainのバンド幅の違いとポテンシャルの強さにすり替えた

形になっている.

3 厳密対角化の手法

この章では,第4章の計算の手段として用いた厳密対角化について述べる.

3.1 厳密対角化の特徴

厳密対角化は,ハミル トニアン行列を数値的に対角化する方法である.厳密対角化の特徴は,

何といっても,出てきた結果が厳密である,という点にある.近似ではなく,厳密な量を知りた

いときは,厳密対角化を用いるのがよい.ただし,あまり大きな系を扱えないという難点がある.
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エネルギー固有値は,比較的小さな系でも系の特徴が出ることがある.また,基底エネルギー,

エネルギーギャップ,静的相関関数などが熱力学極限でどんな値になるのかを知りたいときに,

いくつかのサイトでそれらの量を計算し,横軸を1/Ⅳや 1/〃 2にとってプロットし,〟-∞
を外挿するという手段がよく用いられる.励起スペクトルや静的相関関数を調べるときは,横軸

としてとる運動量や2点間距離が1/Ⅳの分解能を持つ.そのため,サイト数はなるべく大きく

した方が間隔をより狭くプロットすることができ,系の特徴をよりよく知ることができる.(逆

にいえば,サイト数が小さいと,系の特徴がみえない.)

3.2 部分空間での対角化

上で,大きな系を扱えない,といったのは,次のような理由からである.例えば,スピン系で

は,〃サイトのとき,2Ⅳ 個の状態が存在する. (1サイトにつき,†とJの2つの状態が存在

する.)〟-20のとき,220-1048576で,ハミルトニアン行列の大きさは1048576×1048576

次元となって,計算機のメモリの面から昔し.･くなる.ホールを入れてフェルミオン系にすると,
1サイトにつき3つの状態になるので,事情はもっと苦しくなる.従って,厳密対角化では,普

過,よい量子数をできるだけ使って,行列の縮約を行う. (ここでいうよい量子数とは,ハミル

トニアンと可換な量のことで,対称性に起因している.例えば,Z(2)対称性がある場合,ハミル

トニアンと可換な量は全スピンZ成分S.I.tのことであり,並進対称性がある場合は,全運動量

Pt.tがよい量子数になる.)こうすれば,次元が小さくなるので,より大きなサイト数を扱うこ

とができ, しかも計算時間を短縮できる.ところが,行列を縮約すると,ゼロ要素が減り,これを

対角化するのにかえって計算時間がかかるということもある.こうなると,行列の縮約のために

作るプログラムが何のためか分からなくなるので,兼ね合いを考えてやる必要がある.

3.3 対角化の方法 (アルゴリズム)

次に対角化の方法について述べる.

まず,行列の固有値を計算する方法であるが,現在の標準的な解法は,行列をいったん3重対

角化した後に3重対角行列を対角化するというものである.3重対角化の方法として,有名なも

のにハウスホルダー法 【44]やランチョス法 【44】がある.ハウスホルダー法は解が安定に求めら

れ,すべての固有値が分かるという利点があるものの,ランチョス法と比べ演算回数が多いのが

難点である･大規模疎行列 (次元が大きく,ゼロ要素が多い行列)の固有値のうち,小さいある

いは大きいいくつかの固有値だけを求めるには,ランチョス法が適している.本研究では,行列

の次元の大きさや固有値をいくつ知りたいかによって,2つの方法を使い分けている.3重対角

行列は,バイセクション法 【44】やQR法 【441によって対角化し,固有値を求めることができる.

また,固有ベクトルを求める際には,逆反復法 【441を用いる.本研究では,収束を高めるため

に,原点移動付き逆反復法をも併用した.逆反復法で必要となる大規模行列 (ハミルトニアン行

列)の逆行列の計算には,共役傾斜法 (CG法) 【44]を用いた.この方法を用いると,行列の次

元に比べごく少数回の行列の積だけで逆行列を求めることができる (数万×数万の行列に対し

て数十回程度)
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3.4 対角化の手順

さて,本研究の場合,どのような手順を踏んで数値的に対角化L:たかを述べる･S-1/2の量
子スピン系に関しては,適用範囲の広いパッケージが存在する【45】.異方的H-Sモデルは,この

パッケージを利用することができる.しかし,異方的t-Jモデルはフェルミオン系なので,新た

なプログラムを開発する必要があった.このプログラムは異方的H-Sモデルにも使うことがで

きるので,これを用いた.

まず,ハミルトニアンは,異方的HISモデルでは(2.1)式,異方的t-Jモデルでは(2･44)式である･

基底の表現としては,異方的HISモデルでは

〟
nS3-JF>,
rl≒il

(3.1)

異方的t-Jモデルでは
M a

IISc-.nht,･IF> (3･2)i-1 3'-1
を採用する.本研究では,1スピンの数 〟 個,ホールの数Q個を固定し,なおかつ ∬1< ∬2<

-<3:M,yl<y2<･･･<yQ (つまり,サイトオーダー)として,数値的に対角化した.基底の
数はNCM ･N_MCQ個となる.

次に行列要素を生成する.ここで一番注意しなければならないのは,ハミルトニアン(2.44)の

ホッピングの項による非対角要素の計算である.この項が,ある基底に作用してその状態が変

わったとき,あらかじめ用意した基底 (サイトオーダー)になっていなければ,サイトオーダー

に戻す必要がある.その際,フェルミオンであるための符号の問題が絡んでくる.

行列要素ができれば,あとは3.3節で述べたアルゴリズムを使って行列を対角化し,固有値と

固有ベクトルを求める.最後に,固有値,固有ベクトルの精度のチェックをおこなう.

4 計算結果とその解釈

4.1 基底エネルギー

4.1.1 異方的H-Sモデル

解析的な計算からは,条件(2.28)を満たす△でしか厳密な基底エネルギーを求めることがで

きない.真の基底エネルギー (S.a.t-0)に関しては,厳密に求められるのは△-1のときだけ

である (ただし,〃≧6に対して).そのほかの△に対する基底エネルギーを求めること,も

しくは厳密解が求められる△に対してエネルギーの表式(2.32)が正しいことを確認することを

目的として,ハミル トニアン(2.1)の厳密対角化をおこなった.

結果を図4_1と図4-2に示す.

まず,図4-1は,St･-.t-0の場合について,イジング異方性に対する基底エネルギーの変化を調

べたものである.イジング極限 (△→∞)で基底エネルギーがどの値に近づいていくかをみる

ために,縦軸はE/△にとってある.図4-1(a)をみると,イジング異方性が大きくなると,解析
的な結果と数値計算の結果はだんだんかけ離れていくようにみえる.しかし,図4-1(b)のよう
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にもっと先の△まで計算すると,△-28を境にして,今度は解析的な結果が数値計算の結果に

近づいていくことがわかる.A- ∞ では,厳密に一致することが確かめられた (表4-1参照).

図4-2は,S.I.t≠0の場合について示したものである.この場合,縦軸は磁化のある基底状態

のエネルギーをイジング異方性で割ったものになる.0印をつけたところは,条件(2.28)を満
たす△である.もちろん,ここで最も精度よく (12-15桁)解析解と数値計算が一致するので

あるが,それ以外の△に対しても,図をみた限りではほとんど一致しているよ.うにみえる.敬

値では2-5桁一致している.本来,解析解の表式は,条件を満たさない△に対しては意味を持

たないはずなので,この事情は不思議である.

(2･32)の表式から, イジング極限を計算すると (E/△ の式に △ -圭m(m-1)を代入し,
m-∞ に持っていく),

E/A - (是)2liM(M2-1)･去N(N2-1)一言M(N2-1)]･ (4･1)
Fiil=】馳

この式を用いて基底エネルギーを計算した結果とイジングモデルの数値計算から得られた結果

を比較したのが表4-1である.N-10,M -5とN-10,M -2の場合で,両者が一致して

いる.

なお,△-0は1/Sin2型のXYモデルに対応するが,その固有関数はJastrow型にはならず,

エネルギーの表式(2.32)を適用することはできない.

4.1.2 異方的モーJモデル

異方的t-Jモデルにおいて,異方性パラメータ一 入に対する基底エネルギーの変化を調べた

のが図4-3である.異方的H-Sモデルと同じように,Stz.tが大きいほど,人が大きくなっても,解

析解が対角化の結果と非常に近い値になっているという事情がみられる.S.I.i-0の場合 (図
4-3(a))に,人が大きくなっても,解析解と数値計算は決して近づいていかないという点は,異

方的H-Sモデルと異なっている.

4.2 重なり積分

4.2.1 異方的H-Sモデル

サイト数 〃 と1スピンの数 〟 が与えられたとき,条件(2.28)を満たす △ に対しては,

Jastrow型波動関数が異方的HISモデルの厳密な基底固有関数になっていることが,解析的な計

算からわかった.条件を満たさない△に対して,Jastrow型波動関数がどの程度よい近似になっ

ているかを調べるために,次のような数値計算をおこなった.

まず,6-12サイトに対して,1スピンの数〟 (≦坤2)をある値に,全運動量を汀〟 に固定
した部分空間で,イジング異方性 △を変化させ,ハウスホルダー法により最低エネルギー固有

値およびその固有ベクトル IA>を計算した.全運動量を7TM に固定したのは,解析的に解け

る△のときは,最低エネルギーの状態が持つ全運動量が打〟 であったので,その値を解析的に

解けない△のときにも拡張して使ったものである.その拡張が正しいことは,任意の△に対
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して,全運動量を7TM に固定した部分空間で対角化したとき,(全運動量を固定しない空間で

対角化してわかる)最低エネルギーが含まれているこ●とを調べることによって確認した.一方,

対角化で用いた基底からスピンの配置を割り出し,1スピンの座標をJaStrOW型波動関数に代入

することによって,状態ベクトル14,>を作ることができる.この状態ベクトルと固有ベクトル

の内積<A回>が重なり積分である.このようにして,△を変化させたときの重なり積分を計
算した.厳密解が求められる△に対して重なり積分は最も精度よく1に近づくはずなので,こ

の事実はプログラムの正しさをチェックする1つの手段になる.私の計算では,15桁もの精度が

得られた.

図414は,スピン分極密度痢…(N-2M)/N-0,全スピンZ成分Stz.t≡N/2lM -0の場

合について,サイト数をいろいろ変えて図示したものである.まず言えることは,イジング異方

性の全領域で重なり積分が非常に1に近い値 (サイト数12まで調べた範囲では0.95以上)を持

つことである.これは,可解条件が満たされないイジング異方性に対しても,JaStrOW型波動関

数がよい近似になっていることを意味する.それから図4-4の(a)～(d)に共通する性質として,

△の増加に伴って,重なり積分が一度大きく下がり,その後上昇してもう一度小さく下がって,

あとは1に近づいていくということがある.しかも,重なり積分の極大,極小をとる△の値が,

サイト数によらずほぼ同じである.つまり,この性質はサイト数がさらに大きくなっても変わら

ないのではないかと推察される.

図4-5は,Stz.t≠0の場合のついて図示したものである.同じサイト数に対してStz.t-0の場
合と比較してみると,Stz.t≠0の場合の重なり積分の方がより1に近づいていることがわかる.

この場合,イジング異方性に対する重なり積分の振舞いは,大きく分けて次の2つに分類される.

(i)極小が1つのもの

(ii)極小が2つのもの

ただしこの場合,向 とStz.tの両方を一定に保ったままサイト数を大きくしていくことはでき

ないので,S.I.t≠0での重なり積分の振舞いについての性質を,有限系の厳密対角化によって推

測することはできない.

図4-4,4-5から,Stz.tがゼロかそうでないかにかかわらず,イジング極限△→∞ では重なり

積分が1に近づいていくことがわかる.これは,解析的に次のように説明できる (厳密な証明で

はない).

異方的H-Sモデルでイジング極限を考えると,ハミル トニアンは

Ttbing-∑J(n-n/)Sis;,･
n<nl

(4.2)

このときの固有ベクトルとJastrow型波動関数を用いた状態ベクトルとの重なり積分について,

以下,議論する.

Ja如ow型波動関数(2･33)において,mが十分大きい場合を考える.較点法を用いて (expの

肩の部分を展開する),

〟(ni-n,･)Yn
)m-expl-.og(sin
(メ eXp
1--Fj朋2
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log(sins)- 慧㌍昔(x一芸)I去去
-;(x一芸)2+･･･

ここで,

〇一Tl+-･

(4.4)

を用いた.(4.3)は,ni-n,･ - N/2のとき最も大きい値を持つことを示している･つまり,

(2.33)は,1スピンがなるべく離れた状態にいる方がそうでない状態に比べて大きな値を持つ･

(m→∞ では,1スピンがなるべく離れた状態のときだけ値を持つはずである.)

一方,反強磁性の一般的な性質として,すべてのサイ トが †スピンの状態 lF>を真空状態

としたとき,1スピンはなるべく離れるように分布するという傾向がある.なぜなら,隣り合っ

たサイトが†1あるいは日 になる数が多い方がェネルギー的に得だからである.上で見たよう

に,JaBtrOW型波動関数は,この性質を取り込んだものになっている･

したがって,基底を同じ配置を持つもので分類し,最低エネルギーが持つ全運動量 (汀〟)の
重みを掛けて線形結合したものを新しい基底として,対角化した固有ベクトルと状態ベクトル

との重なり積分を計算すれば,m (あるいは△)が十分大きいところでは1に近づくことがわ

かる.

4.2.2 異方的t-Jモデル

異方的t-Jモデルにおいても,1スピンの数M,ホールの数 Qをある値に,さらに全運動量
を基底状態のそれに固定した部分空間で,異方性パラメーターを変化させ,重なり積分を計算し

た.ただし,基底状態に縮退がないような場合 (〟-odd,Q-even)を選んでおこなった.
8サイトについて計算した結果が図4-6である.サイト数8で調べた範囲では,重なり積分は

0･91以上の値を持つ.異方的H-Sモデルと同じように,Stz.t-0よりもStz.t≠0のときの方が

重なり積分がよいという事情がみられる.また,Stz.t-2の場合 (図4-6(b))で,人を大きくし

ていくと,重なり積分が1に近づいていくというのも,異方的H-Sモデルとよく似ている.

Stz.t-0(N-8,M -3,Q-2)のとき,人が大きくても重なり積分は0.91以上でかなりいい

のに,基底エネルギーの図4-3(a)をみると,人が大きいところでは解析解と対角化の結果が大き

くかけ離れている.これは,解析解が (多成分)Sutherlandモデルにマップすることによって求

めたもので,<4,171回>/<朝4･> (期待値)を計算しているわけではないからである.この
ことは,基底エネルギーにおける解析解と数値計算の一致の具合と,基底状態の重なり積分のよ

さが,直接関係するものではないことを示していると思われる.可解条件が満たされない異方性

パラメーター'q)ところで物理的本質に近いのは,エネルギーの解析解の表式ではなく,Jastrow

型波動関数の方であるということである.

なお,厳密解が求められる人での固有関数は(2.78)であるが,それより一歩前の段階の(2.70)
を使った式 ~~

I" {x};{･y}巨 .8 1eXp (i;xiJs) 鼻 exp (環y 3lJ h)
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n.sl
Mn
:V:
×

MQ
xnn
i-13'-1

n∴HHS
c,EH
v:

1十A

〟(xi-yj)
〟

l
ハ

sgn(xi-y,･)

sgn(yi-yj)

(4.5)

を試行関数として用いた方が,(2.78)を用いるよりも,厳密解が求められない人での重なり積分

がよくなる.図4-6の結果は,試行関数として(4.5)を用いたものである.

4.3 励起スペクトル

4.3.1 異方的H-Sモデル

有限系の励起スペクトルが,異方性を大きくしていくと,どのように変化するかをみるために,

厳密対角化を用いた数値計算をおこなった.異方性を導入することによって,新しい素励起の概

念がみつかるか,それとも,今までのスピノン,ホロンという素励起の概念で説明できるかとい

う問題意識が根底にある.

励起スペクトルを図示するには,まず全運動量で基底を分類し,全運動量をOから27丁までそ

れぞれ固定した部分空間で対角化して,エネルギー固有値を求める必要がある.本来,励起スペ

クトルは,すべての励起エネルギーについてプロットしたものをいうが,本研究では,最低励起

を表す曲線だけを示した.

図4-7は,N-12について励起スペクトルを示したものである.横軸は全運動量,縦軸はエネ
ルギー固有値から基底エネルギーを引いたもの (△E)である.イジング異方性 △が大きくな

るにつれて,励起スペクトルの2つの山がだんだん高くなっていくのがわかる.

△-30の図418(a)をみてみると,横軸の全運動量が0,7T,27T以外のところでは△Eがほぼ

一定の値をとる (山が平坦になる)ことがわかる.これは次のように解釈できる- △=30

はイジングモデルに近いと考えてよい (重な′り積分からみても).したがって,ハミルトニアン

のS+S-+S-S+の項の影響が非常に小さく,''十･スttdンと1スピンが交換することはほとんど
ない.これは,†スピンと1スピンの有効質量が重く,曲率半径が大きいので,バンド幅が狭く

なることを意味する.A-∞ (イジングモデル)の場合 (図418(b)),このことが完全に成り

立つ.

サイト数 Nを固定したとき,△を大きくしていくと,gap-E(第1励起状態)-E(基底状態)

が小さくなっていくことが図4-7からわかる.また,完全にイジングモデルにすると,有限系で

は基底状態が2重縮退している (図4-8(b)).

一方,△をある値に固定したとき,励起スペクトルからgap(第1励起エネルギーと基底エネ

ルギーとの差)を計算し,そのサイズ依存性を調べたものが図4-9である.△の大きさによって,

サイズ依存性に特徴的な違いがあることがわかる.まず,△-1の場合,gapのサイズ依存性は

直線上にのっており,〟-∞ ではgapはゼロになる.△-1ではエネルギースペクトルが解析

的に計算され,熱力学極限でgapがゼロになることはわかっている【41】.A-2の場合は,gap

のサイズ依存性は直線上にきれいにのっていない.もちろん,サイト数を増やしていってもgap

が負になることはないので,図4-9に引いた直線は正しくない.この図からだけでは,熱力学極
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限でgapがゼロになるか有限になるかは判断できない.さらに△-30の場合をみてみると,図

4-10(a)から,Nの増加に伴ってgapが指数関数的に落ちていくことがわかる.縦軸のスケール
をlm(gap)/Nに変更してプロットしたのが図4-10(b)である.このプロットから,最小2乗法を
用いて1次の多項式で近似すると,次のような直線になる.

妄ln(gap)--1･2203+3･0012妄･

したがって,この場合のgapのサイズ依存性は

gap-20.110×exp(-1.2203N)

(4.6)

(4.7)

となる.結局,△>1では,サイズを大きくしていくとgapが小さくなっていくことがわかる.

しかし,熱力学極限でgapが (わずかでも)残るか完全にゼロになるかの問題は,厳密対角化に

よる計算だけで結論することはできない.

4.3.2 異方的t-Jモデル

異方的t-Jモデルの場合は,異方性パラメーターだけでなく,電子密度によっても励起スペク

トルが変化する.その様子を図4-ll-4-14に示す.

図4111-4-14は,10サイトにおいて,Stz.t-0という条件を保ちつつ,電子密度元≡(NIQ)/N
を変えていき,その上で異方性パラメータ一入を変化させたときの最低励起について示したも

のである.したがって,入>1では,縦軸 △Eが真の第一励起エネルギーから真の基底エネル

ギーを引いたものとは限らないことに注意する.つまり,入>1では,Stz.t-0の状態が最低エ

ネルギーあるいは最低励起とは限らないのである.

この結果において最も興味深いのは,兎-0.8と兎-0.4の場合で,人の増加に伴って励起ス

ペクトルの山が分裂していく点である.兎-0.6の場合では,A-10まで調べてみたが,この事

情はみられなかった.元-0.8と元-0.4の場合では,A-1では基底状態が2重縮退している

が,人を大きくしていくと縮退のない基底状態-移行していく点にも注目すべきである.

次の2つのことが問題点として挙げられる.

1.これらの励起スペクトルは,分数統計を持つSutherlandモデルの励起スペクトルと対応が

つくか.

2.人を大きくするにつれて山が分裂したり基底状態が移行したりするのは,何によるものか.

これらの問いにまだ答えることはできない.

5 まとめと今後の課題

本研究では,異方性をキーワードにして,スピン系とフェルミオン系で厳密に解けるモデルを

構築し,可解となる条件を求めた.また,それらのモデルにおける基底エネルギー,重なり積分,

および励起スペクトルを,厳密対角化の手法を用いて調べた.その結果,得られた結論は次のよ

うにまとめられる.
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｡解析解からわかった基底エネルギーの表式は,磁化のある場合には,可解条件からはずれ

た異方性の部分でも厳密なェネルギーの値に近いことが判明した.

｡JaStrOW型波動関数は,等方的あるいは超対称性のある場合,厳密な基底固有関数であるこ

とがわかっていたが,異方性があっても,非常によい試行関数になっていることが確かめ

られた.

｡異方的H-Sモデルの励起スペクトルに対して,等方的な場合からイジング型-移行する変

化を数値的に観測した.その過程において,第1励起状態と基底状態との差 (gap)が小

さくなっていき,基底状態の2重縮退-向かう様子を確認した.

'異方的t-Jモデルの励起スペクトルに対して,異方性パラメーターを大きくしていくと,励

起スペクトルの山が分裂する場合があることを見つけた.

今後の課題としては,得られた結果に対して明確な解釈を与えることがまず挙げられる.異方

性が入ってもJaStrOW型波動関数が非常によい試行関数になっている理由,あるいは異方性によ

る励起スペクトルの変化に対する解釈は,特に重要であると考えている.

もう一歩進んだ研究としては,スペクトル関数S(q,LJ)を連分数展開の方法を使って数値的に

計算し,運動量qと周波数LJに対する振舞い (3次元プロット)を調べるということがある.

これは,絶対零度のdynamicsを調べる研究である.連分数展開の方法は,どんなモデルに対し

ても使えるという利点を持っている.

より数学的な話題とし-Tは,異方的H-Sモデルおよび異方的l-Jモデルは,なぜ厳密に解ける部

分があるのかという問題がある.今のところ,厳密に解ける異方性の部分は固有関数がJa5trOW

型になるときであり,ほかの部分に対しては厳密には解けないのか,それともJaStrOW型以外の

波動関数が厳密解になっているのかはわからない (しかし,Jastrow型がよい近似になっている

ことだけは確かである).この間題を考えることは,新たな可解モデルを探す際にも役立つであ

ろうと思っている.
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7 Appendix

7.1 Sutherlandモデル

Sutherlandモデルにおける基底状態のエネルギー固有値と固有関数 (厳密解)を求める【2耳

sutherlandモデルとは,相互作用が粒子間の距離の2乗に逆比例した,1次元多粒子系の連続

体モデルのことである.ただし,系には周期的境界条件が諌せられている. (長さ上の1次元

リングに粒子が閉じ込められていると考えればよい.)このとき, 2体ポテンシャルⅤ(㍗)は,
1/γ2型相互作用をリングに沿って何回も足し上げたもの,

≡. 1
V(r)-9∑
'､'' a.L-ffn(r+nL)2

になる.したがって,ハミル トニアンは,

〟-一差芸･S墓

97T2 1

L2sin2(m /L)

缶sin2【q(3:i-Xj)/L]
さて,試行関数として,次のJastrow型波動関数 (2体波動関数の積)を採用する.

〟

せ-Ill4･(xi-I,.)]入･i<)I
計算を見やすくするために,4,の対数微分車を定義しておく.

¢-(log抑 -若･

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

′は関数の引数についての微分を表す.

(7.3)に,ハミル トニアンの運動エネルギーの部分を作用させる.計算する際に出てくる微分

について,まず書いておく.

孟 抽 -3,･)]̂ - - i-X,･)]A-1
∂4,(xi-331)

∂(xi-33･)

-入4(xi-3:,･)lQ(x̀-3,･)]入,

孟"(xi-Xj)]̂ -I- 一- (xi-X31)]入,
蒜【抽 -xj)]̂ - 入 lQ (xi- X3･)･ ^42(xi-Xj)](棉 - x3･)]A, (7･7)

鼻抽 IX3･,,A - A ld(xi- X3･,･ ^42(xi-坤 (xi- Xj,,入･ (7･8)

一差芸-(12人か′.(xi-33･'･入Q2'xi- 31']
〟 ･

+2人2∑ (4･(xi-X,･)Q(xj-Xk)
i<3'<A;

+¢(I,･-xk)4･(xk-Xi)+4･(xkI3;i)4･(xi-331)]
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ポイントは,運動エネルギー演算子がJastrow型波動関数に作用すると,2体項と3体項が出て

くることである.

ハミル トニアンの相互作用の部分が2体項から成っていることを考慮すると,試行関数(7.3)

が固有関数になるための条件が出てくる.3体項を

T≡4･(xi一〇3･)4･(xj-Xk)+b(3;'1-Xk)Q(xk-Xi)+4･(xk-Xi)4,(xi-Xj) (7･10.)

と書くと,3体項が消える (2体項になる)ためには,

T-I(xi-I,.)+/(x,･-Xk)+I(xk-3:,I) (7･11)

というふうに2体の和の形に書けることが必要である. (定数になってもよい.)さらに,Tの
2体項と運動エネルギーの2体項とを合わせたものが,ちょうど2体ポテンシャルとキャンセ

ルすればよい,

Sutherlandモデルの場合,

4,(xi-XJ･)-Sin
〟(xi-X3･)

とすることによって,上の条件がうまく満たされることがわかる.すなわち,

7T(xi-∬31)
L〉〉v L 'Q(I.13,･)-筈cot

4･'(xi-I)･)-
であるから,これらを(7.9)に代入すれば,

一差芸 - (-2入(芸)2引

ここで,

sin2[1T(xi-I,I)/L]

sin2【,T(xi-I,I)/L]

･2人2(芸)2.<i<k巨

+C｡t汀(33･_-Xk)C6t

+cot

cot

+ 入 cot2
〟(xi-x2.)

7T(xi-I)･LAL7T(x3･-Xk)
エ ム

耳(∬kTPi)
L L.
〟(xk-Xi)二L汀(xi一七,･)LL 甘.

1

cot2x-蒜巧 -1,
cot:rcoty+cotycotz+cotzcotx-1(forI+y+I-0)

を用いると,

-墓芸 - (-(芸)
2菩2人(A-1)
缶sin2【q(xi-Xj)/L]
〟(〟-1)(〟-2)

･2人2(芸)2
中

〟(〟-1)

ニー(去.(芸)2入2〃(〃2-1)-
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したがって,

2̂(A-1)-9

であれば,2体ポテンシャルはキャンセルされ,エネルギー固有値 Eと固有関数 中は,

E-;(;)2

せ-負(sin

入2〃(Ⅳ2- 1),
7T(xi-3;3･)

(7.19)

となる.この計算からだけでは,(7.20),(7.21)が基底状態かどうかはわからないが,別の方法で

基底状態であることも示される,

7.2 多成分Sutherlandモデル

多成分Sutherlandモデルにおける (励起状態まで含めた)エネルギー固有値と固有関数 (厳

密解)を求める【40].具体的には,(2.66),(2.68),(2･69)を導出することを目的とする｡

計算のポイントは,多成分Sutherlandモデルの波動関数を､対称性を考えない基底状態とそ

れ以外との積の形にかいたとき､それ以外の部分の固有値方程式が上三角行列の形に帰着され

ることである｡上三角行列になるということは､対角要素そのものが固有値に対応することに

なる｡固有値の表式を求めた後で､波動関数の対称性を考慮してやればよい｡

Sutherlandモデルでは,内部自由度のない粒子を扱ったが,多成分Sutherlandモデルでは,任

意の内部自由度を持つ粒子を扱う.長さ上の1次元リングに全部で 〃個の粒子が閉じ込めら

れていると考える.ハミル トニアンとしては,

7iニー豊島+
2菩 2人(A-(Mi,･)

缶Sin2【7T(3;i-3,.)/L]
(7.22)

ここで,Mi,.は粒子i,jの空間座標を交換する演算子で,格子モデルとしても扱えるようにする

ために導入したものである 【37】.人は無次元の結合パラメーターで,正とする.ぐは 1または

-1をとる.ハミル トニアンは粒子の内部対称性によらないから,波動関数Qr(くわ)の軌道部分
だけを考える.しばらく粒子を区別できるものとみなす. (つまり,波動関数にpemutationの

性質を課さない.)

波動関数を甘-Vo.(◎と書く.ここで,Vo,ぐは "absolutegroundstate"で,固有関数の対称

性に制限を課さない場合の基底状態を意味する.(Mi,･qo,(-Qo,(を満たす波動関数が粒子間の

反発を最小にする･したがって,Vo.ぐに対しては,(1成分)Sutherlandモデルの結果が使える･

波動関数は

n.sl〃
[
u

t<J
ニ′ヽO

M
H

で,エネルギー固有 値 は

である.

lsgn(3;.-X,I)](1~ ()/2

Eo-主(i)2N(N2-1)
-1167-
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さて,(7･22)をせ-Vo,(◎に作用させると,

710 -一差蒜 (go･<O,I(芸)
ここで,

であるから,

2菩 2人(A-EMi,･)

缶 sin2【,,(xi-I,･)/L](Vo.(0)･ (7･25)

蛋 (vo･<◎)- 箸 ◎+2警 芸 +go･<芸 ,
EMij(qo.(◎)- ((Mi3lVo,()(Mi31◎)-Vo,((Mi3･◎)

71せ =
ギ 芸;

2菩 2人(A-1)
缶sin2【,,(xi-Xj)/L]

缶 sin2【q(xi- 3,･)/L] (7.28)

日 は,(1成分)SutherlandモデルのハミルトニアンがVo,ぐに作用した形になっているので,

Ebgo.ぐに置き換わる.また,(7.5),(7.6)から,

貴 著 孟 -vo,eA王墓 cot

したがって,(7.28)は

･(芸)

汀(xi-T3･)

7T(xi- X3･)

2菩2人(1-Mi,･)
缶 sin2【7,(xi-3,･)/L]

ここで,変数xiをzi≡eXP(i27T37i/L)に変える.

∂

面

82

cot

∂xヲ
汀(xi-33･)

sin2【q(xi-Xj)/L]

であるから,(7.30)は

TtQr- Eoせ+go,く

-∑

(机
$21(1-Mi,.)liz,･
% (zi- ,.)2

申.

(孟 一芸 )

(孟 -孟 )一差蒜

.27T a
令7zi瓦,

(=)2(zii)2,
･Zi-Z3･u- ~~=

zi+句 '
4ziZ3･

(zi-I,･)2

(zi基)2･凝莞(zi孟II,･i)
◎=E中.
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(7.35)の 【】を〃′とおくと,〃′の第2項について

芸票 (zi嘉 一Z,･i )- 3 (孟 一芸 ) ･ zi孟 +zji

となるから,◎についての固有値方程式は

納 - 陰(zii)2･̂(N-1,gzii .2̂& ij]◎
= e◎.

ただし,

hi3･-荒[(孟-孟)一云七 (1-Mi3･,]･
eは,もともとのエネルギー固有値 Eと次のような関係になっている.

e-'.(;)'2(i,-Eo'･

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

系は並進対称性を持っているので,全運動量方 を持つ固有関数を考える.平面波の完全基底

系を次のように用意する. N

毎 -Pzp7i,, 岩Ki-K･ (7･40)

ここで,p-也(1),p(2),-･,p(N))はN次のorderpemutation,IC-(161,FC2,･.I,FCN)は整数の
組である.一般性を失うことなく,fCl≧FC2≧- ≧FGN とすることができる.在 ,p に71′を作用

させると,
〟

71/QK,p-∑lFCf+A(N-1)FC]毎,P+2人∑ hp(i)pod)毎.P･
i-1 i<3'

hp(i)p(3･)毎.Pについて考える.

fb(i)p(i)QK.p-(毎 zp-(.?zplo7-)-(～(i)p(,A)Zp7i)ZpK('i･))･

(7.41)

(7A2)

4･K,Pの因子のうち,h,(i)pb･)が作用する部分が(7･42)の右辺の2番目の ( )であり,fh,(i)p(,･)が

作用しない部分が(7･42)の右辺の1番目?( )である･

しばらくhp(i)p(,.)- hij,Zp(i)- Zi,Zp(,.)- I,･と表記することにして,(7.42)の右辺の2番目

の ( )に着目する.

fh3lZIFiz373' ZiZj

Zi~Zj
ZiZ3l

Zi一 句･

1
Zi-Zj

[(孟 一芸 )
Z叩 -ll (Z拷 一 考 矛 )
Zi-Z3･

lKiZ,r lz3'3- Kj抑 1-去 (紹 一 材 ,]

lKiZtす 1- K3･Zt"lz,,,'-荒
K̀Z韓 +1- a,･才 十号 -羊 等 (才 Z,75 -

1
1日-
hHt

.I.t
Y
･-Z
l_托勺

-K2･Zl韓､云七 [(Ki-K31,材 +I-言警 (紹 -材 ,]･(7･43,

-1169-
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(7･43)の【JをQ(zi,Z}･)とかくと,

Q(zi,Zj,-(Ki-KJ･,材 十1一票 (zt- I-I,叩 ,･

恒等式

(7.44)

xk-yk-(I-y)(xkll+xkl2y+-+扉 12+yk-1), (k_>2) (7.45)

た項

を用いると,rci-rCj≧2のとき

Q(zi,Zj) -(Ki-a,･)I.fiz,?j'1

-(ziZ,･)a,-'1(才 ~Kj-1+zr K''-2Z,･･I-+liz,r Kjl2+I,r Kj-1)

- (a.･-Kj)zPz,?,''1

(Z叩 +1+I.F̀~1Z,F'''2+-･+I.F十2Z,''-1+I.F十lz,1 (7.46)

(Ki-Kj)項

このとき,Q(zi,I,･)はzi,I,･の (rci+lG3･+1)次の同次多項式であり,かつ Q(zi,Zj)-0である

から,

Q(zi,Z3･)- (zi一 句･)Q(zi,Zj)

とかける.すなわち,(7.46)から

Q(zi,I,･) - (Z韓 +1- I.n,Tj'1)+(I.～,?'''llZP~1Z,?'l'2)+
･･･+(Zげ +1-I.73''2Z,rl)+(I.～,?''十1II.Fj十1Z,'i)

- 1[(1-糾 一針 -辛

I.Fiz,F'l十1(zi-I,I)土.㌔Zi

+--+

(7.47)

zi+I,... .Zr Kj-3+zrーn5-4Z,･+- +才 ~勺~3
ztrKj-2

才~Kj12+I.F'-Kjl3Z,･+-･+芽~Kjl2
I;̀~Kj-1

q-K).-1

(zi-Zj)I.Fi-1Z,叫1∑(杓-a,･-I)J=1
～-～)･-1

(zi-I,･)I.F'ギj∑ (長i-a,･-I)
L=1

∫-1

(7･48)

なお,fCi-FC,･≧2以外 (つまりICi-FC,･- 1と rci-FC,･-0)のときは,計算してみると
Q(zi,23･)-0になる.
hi,･,Zi,Zjを hp(i)p(,･),I,(i),I,(,･)に戻すと,結局,(7･42)は次のようになる･

/～(.･)p(i)¢K-p--J'j4,A,P+R(tFp(i))).
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R=
〈

rcl-fC3ll

∑ (pci-fCj
Jiil

0.

ただし,

･,磨 )LQK･P, ifK31≧ Ki･2, (7.50)
otherwise.

次に,71′を行列表示するために,基底の脱字づけを定義する･まず,Kについて,.a-(Kl,K2,- ,KN),K′
(lei,童,･･.,lん)わ2つの運動量の組があるとき,初めて0でない差 FCi-F弓が正なら,Fc′<FC

とかく.〟 -5の場合を例にとると,(1,1,1,1,1)<(2,1,1,1,0)<(2,2,1,0,0)である.同

様にして,permutationPについて,p- b)(1),p(2),･･･,p(N)),P′-b′(1),pJ(2),･･･,p'(N))
の2つの組があるとき,初めて0でない差 p(i)-p'(i)が正なら,P′<Pとかく.例えば,
(1,2,3,4,5)<(1,3,2,4,5)<(4,1,2,3,5)である.実際には,基底の各関数はJCとPによって

特徴づけられる.lFC'<Fc],あるいは 【Fc'-pcかつ P′<P]のとき,(IC′,P/)<(FC,P)とかく.

(7.50)から,(J'',P')>(IC,P)のとき,<FC/,P/l71'llC,P>はゼロになる.したがって,順序づけさ

れた基底で 71'をかくと,行列は上三角行列になる.71'の対角要素から,すべてのエネルギー固

有値が得られる.

N

eK-p - eK-岩トト (̂N-1)Ki] - 2入 ∑ Kji<3'

N

-ElKi' (̂N'1-2i)Ki]･ (7.51)

この式からわかるように,各エネルギー固有値は運動量分布 ICだけに依存し,permutationPに

依存しない･運動量分布関数 L/(k)-∑is(J'i,k)を導入すると,(7.51)は
00

eK- ∑k2V'k).豊吉 ■k-k'･坤 )V(k',･k=100
これで(2･66)が導出された.また,すべての固有関数は次に形でかける.

◎K,p- 転 P+ ∑ ∑ ax,,P′わ,,P′
KI(<JC)P/

(7.52)

(7.53)

さて,エネルギー固有値と固有関数の一般的な表式(7.52),(7.53)は,次のような場合に適用す

ることができる.

(a)SU(〟)フェルミオン,(-1

(b)SU(〟)フェルミオン,(--1

(C)SU(U,FL)モデル,(-1

(d)SU(I/,IL)モデル,(--1

それぞれの場合について,固有関数の対称性を考慮して運動量分布関数 項 )を決め,エネル

ギー固有値と固有関数を求めればよい (この段階で,波動関数のpermutationの性質を考慮する

ことになる)･ここでは,異方的E-Jモデルをマップするときに出てくる(d)の場合のついて考
える.
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sU(仰 )モデルというのは,SU(〟)フェルミオンとSU(〟)ボゾンから成る多粒子を扱うもの

である.(--1のとき,absolutegroundstateは

汀(xi-XJ･)
A NF

sgn(∬｢ JJ)ロ
I<3'

冗(xi-yj)
sgn(xi-yj)

〟(yi-y3･)
sgn(yi-yj)

(7.54)

ここで,NB(NF)はボゾン (フェルミオン)の数,xi(yi)はi番目のボゾン (フェルミオン)の

座標である.NB とNF との和が全粒子数Nになる.

特に,内部自由度のないボゾンとフェルミオン (SU(1,1)モデル)を考えることにする.Vo,-1

は完全反対称であるから,ボゾンの運動量分布L/B(k)は0か 1 (フェルミオンの統計)をとり,

フェルミオンの運動量分布 L/F(k)は0,1,2,･･･(ボゾンの統計)をとる.最低エネルギーの分布

は,〃8-oddのとき

uB(k)-3(筈 IJkJ), 〝F(k)-NF6(k,0)A

対応する波動関数は,甘-Vo,-1〇gで与えられる･ただし,

〃β
^ [_!u汀(xi-33･)
◎9-IIsin
･i<J

(7.55)

(7.56)

である.Ⅳ8 -evenのときは,最高運動量が+符号をとる場合と一符号をとる場合があるので,

基底状態は2重縮退する.

7.3 1/sin2(,Tr/N)の離散型フーリエ変換

0_<k≦N-1のとき,

NGlexp(i2qkr/N)

,=ei sin2(,,r/N) 2(k一芸)2-空崇
(7.57)

が成立することを証明する.これは,1/sinョ(,,r/N)の離散型フーリエ変換の式である.

証明の方針としては,逆変換の式を求めておき,その式をフーリエ変換することによって,欲

しいものを得る.

まず,S≡∑kN=-.1kzkを計算する.ただし,I-exp(i2'Tr/N)である.

(llZ)S - I+Z2+Z3+･-+zN~1-(N-1)zN
1-zN

- I.てこTI NzN - -N･

ここで,zN -1を用いた.r≠0(Z≠1)のとき,

N N Nexp(-iTrr/N )--■■lllll-lllll■■■llllll- -llll■■lll-■■一･- ■■～-.lll.ll.■■-l--
zl1Iexp(i2m/N)-1

F

れu
'
～㍗

t=
r〃
.tLOC
(〃
一tgS
二
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NG1L N(N-1)
S-∑ k-
七≡ポ

一方,㍗-Oのとき,

したがって,

岩kexp(i筈kr)-(

〟(〟-1)

;(C2otS'-i)･

forr=0

forr≠0

(7.60)

(7.61)

(7.61)を両辺フーリエ変換する (つまり,重みexp(-i27Tk′r/N)を掛けて,rについて0から

〟-1まで和をとり,全体を〃で割る)と,

左辺 - k′, (7.62)

右辺 =

したがって,

〟(〟-1)

-i)exp(-i;k,r)]. (7･63,

k 昌 一 最i (cot; )exp(-iSkr)-;(Nek･0-1, (7･64)

-"pql言(co瑞 )exp(瑠 kr)-2k-N･Nek･0･
次に,T≡∑T31k2zkを計算する.r≠0(Z≠1)のとき,

(1-I)T -2+3Z2+5Z3+･･･+(2N-3)zNl1-(Nll)22N
- 2S-(N-1)2-(I+Z2+Z3+- +zN-1)
2.〟

I-1
2Ⅳ

I-1

-(N-1)2-Z･

-〃2+2Ⅳ

→ T=-

11ZN-1

1-I

2〃 〃2-2〃

(Ill)2l Ill

ここで,

(I-1)~2 - 【zl/2(zl/21Z~1/2)r2

-I-1(2isin訂 2--去(sin訂 2
であるから,(7.67)より,

1

(I-1)2卜2N+N2(zl1ト 2N(I-1)】
2Nz N2

F 坪 + ㌻｢

(sill訂 2+蛋(co信 一i)
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一方,㍗-Oのとき,

した が って,

〟-1
∑ k2exp
k=0

〟-1

･-∑ k2-去N(N-1)(2Nl1)Ik=0

瀞 弓 F l'(Tin-芸 2-T--L'i'C.t; -N]. ≡ ::≡:

(7.71)をフーリエ変換すると,

k2 - 封iN(N-1)(2N-1)
･萎11;[(sin訂 2-Nicot芸-ん]exp(-i;kr))

- k2-;(Nll,(2N-1碩 (sin訂 2exp(-i;kr)

増 訂 (cot;)exp(-i;kr)-;(N6k･0I1,･
ここで,(7.65)を用いると,

k2-指 l(sin訂 2exp (-iS kr)･筈(2k-N,･去(2N2I1,.

したがって,

(sin訂 2exp(-信kr),≡..2k2-N(2k-N)一言(2N2I1)
NGlexp(i27Tkr/N)
-∑畠 sin2(m/N) - -2(局 )2-等

(7.70)

(7.71)

(7.72)

(7.73)

(7.74)

(7.75)

つまり,0≦k≦N11のとき,(7.57)が成立することが示された.

1/Sin2(汀γ/N)の離散型フーリエ変換の式は,kの全範囲に拡張することができる.一般に,

0≦k-pN≦N-1 (ただし,pは整数)のとき,(7.57)において kをk-pNに置き換えれ
ばよい.exp【i2汀(k-pN)r/N]-exp(i2汀kr/N)を用いれば,NG1exp(i2qkr/N)急sin2(,T,/N)-2lk-(p･;)N]2-空岩 (7･76)

(7.76)の左辺をJ(A)とおくと,J(k)のk依存性は図7-1のようになっている.図7-1は,1/sin2

の交換相互作用あるいは跳び移り積分を持つ格子モデルでの,1粒子スペクトル (バンド)を

表している.0≦k≦N-1の範囲では,波数とエネルギーの原点をずらした自由粒子のスペク

トル (破線)と一致する.ブリルアン･ゾーンはIN/2≦k_<N/2-1の領域である.
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表1-1:物理量の厳密な計算

Haldane-Shastryモデルと長距離相互作用のある超対称t-Jモデルにおけるエネルギースペ

ク トルの縮退度は,数値計算による経験則からわかっている･また,有限温度での静的相関

関数および動的相関関数は,どのモデルにおいても厳密に求められていない.

基底状態 エネルギースペクトル 熱力学 絶対零度での静的相関関数 絶対零度での動的相関関数

SutherhLndeT--JL, ○ ○ Q (⊃ (⊃

Hal血n8-ShzLStryモデル 0 ○ ○ ○ ⊂ノ
多成分Sutherhndモデル ○ ○ ○ X X

表211:異方的t-Jモデルにおける基底状態の縮退

Nはサイ ト数･Mは 1スピンの数,Qはホールの数,J..Jhは 1スピン,ホールの一様な運
動量である.〃 =evenとする.

基底状態での

J"JIL
基底状態の
縮退の有無

(α) even≧2 odd half-integer integer J.-昔j=圭,Jh-普 2重縮退
(β) evell>2 even>2 integer half-integerJ.-普,Jh-苦土喜 2重縮退
(7) odd even>2 .integer integer J.-Jh主筈 縮退なし

(6) odd odd half-integerhalf-integer J.-Jh-苦土喜 2重縮退
(e) 0 odd 定義されず integer Jh- % 縮退なし

(() 0 even≧2 定義されず hdf-integer Jh-苦土圭 2重縮退

(ll) odd 0 integer 定義されず J.-普 箱退なし

表4-1:イジング極限での解析解と数値計算

解析解の表式

(4.1)
イジングモデルでの

数値計算

N-10,M-5 -2.097290935 -2.097290935

N-Ilo.M-4 -1.372409700 -1.455766649

N±10,M-3 -0.403538426 -0.419458187

N-10,M-2 +0.912938407 +0.912938407

異方的H-Sモデル
(イジング異方性)

map

ホールをドープし､

さらにイジング異方性以外の
異方性を導入する

異方的t-Jモデル

map
Sutherhndモデル

多成分Sutherlandモデル

図1-1:厳密解を求める方針
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一号+i+J.1号 JL一字 号 -い J･一宇

図2-1:中に関する1スピン (フェルミオン)とホール (ボノン)の

基底状態の運動量分布

Nはサイト執 Mは1スピンの数,Q はホールの執 J.,Jhは1スピン,

ホ-/レの-様な運動量である.いま1スピンあるいはホールの運動瓦

V(A)は運動量分布である･

v
J山
岳

h
呂

3

1S
買

O
rt

(b)N-10,M-3
10 2 0

(C)N=10,M - 2

20

IsingAnisotropyA+numeri calresults---ーanalyticresults
図4-2:具方的H-Sモデルの基底エネルギ- St'.I≠0の場合

Oをつけたところは,厳密解が求められる△である.
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図4-1:異方的H-Sモデルの基底エネルギー一一づtz.I-0の場合

○ をつけたところは,厳密解が求められる△である.
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図4-3:異方的t-Jモデルの基底エネルギ一

〇 をつけたところは,厳密解が求められる人である･
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cdP10･9
忘 0.9

8 0.9
0.9

P一章0･9
4)

8 0.9

cdP･0.99
ト■

a o･9

D.0.99

竃 o･99

8 0･99
0.99

1 ■O - A -

98 (a)N=12,M-6l l
A _50 100 15

A8 (b)N-10,M-5l l
0△ _50 100 15

A5 (C)N=8,M-4l l
0 △ _50 100 15■

上▲8 (d)N-6,M-3l l

IsingAnisotropyA

図4-4:異方的H-Sモデルの重なり積分-rS.'.I-0の場合

重なり積分のイジング異方性に対する極小を△,極大を∇で示している.それぞれの場合

における極大,極小の △の位置は,(a)A-6,△-42.A-69;(b)△=6,△-43,△=71･,
(C)△-7,A-43,A-76;(d)A-8,A-39,△=88である.

. 而=0.333,St.tん=2j
1000 200

l l9 (b)N-10,Mi3

8 両-0.400,St..Z-2▲
o lOOO 200

疏-0.250,St｡tZ-I
U6 △ 1000 200

18 I
(d)N-6,M-2A l iii-0.333,Stotz-1

IsingAnisotropyA

図4-5:異方的H-Sモデルの重なり積分-｢ぎ㌫≠0の場合

向 はスピン分極密度で､771--(N-2M)/Nである.重なり積分のイジング異方性に対す

る極小を△,極大を▽ で示している.それぞれの場合における極大,極小の Aの位置は,

(a)△=41,A-242,△=434;(b)A-232;(C)A-136;●(d)A-55,A-152,A-469で
ある.
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0

0

dt!TJâ
0

An isotropicParameterん

･･･- N-8,M-3,Q-2,St｡.Z-0

---0-N-8,M-1,q-2,St｡tZ-2

図416:異方的t-Jモデルの重なり積分

(b)の賂合における極小の人の位置は,A-2と入-16である.

00

′LU

4

つ
ん

N[岩R
d
H

V

N
ぎ

R
d

叫
V

I(A) ■

l l

Momentum l27t爪r】

･A-30 ◇△-∞

N
[tV

R
N
】
H

V

･A-1

▲ △-2

図4.7:異方的H-Sモデルの励起スペクトル (△-1,2)

〃-12の場合である.

l l15 (a)△=ll l

0

0

0

0

璽i田野

l l1

(b)A-2l l

図4-8:異方的H-Sモデルの励起スペクトル (A-30.∞) 図4-9:異方的H-Sモデルにおけるgapのサイズ依存性 (A-1,2)

N-12の場合･A-∞ は,1/Sin2型イジングモデルで計算したものである.
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図4-10:異方的H-SモデルにおけるgApのサイズ依存性 (△=30) 図4-ll:異方伽IJモデルの励起スペクトル (元-1･0)

縦軸は,(a)線形尺度;(b)対数尺度である.
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図4･12:異方的f-Jモデルの励起スペク トル (元=0.8)

元は電子密度で,元=(N-Q)/Nである.
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図4-13:異方伽 -Jモデルの励起スペクトル (元-0･6)

元は電子密度で,元≡く〃-Q)/〃 である･
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図4_14:異方的t-Jモデルの励起スペク トル (元-0･4)

元は電子密度で,元≡(N-Q)/Nである･

IlltI一 ∫∫∫2-1)/3 /I

I I

チ._＼こツ ....‥..普 .‥ぐ...i .

1stBrillouinzone

図7-1:1粒子スペクトルJ(A)のk依存性

o≦A≦N-1の範囲では,波数とエネルギーの原点をずらした自由粒子のスペクトル (破
級)と一致する.
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