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1 はじめに

力学系においては､局所的な構造に比べ､大域的な構造を知ることは一般に難しい.力

学系の構造の骨組みは不動点や周期軌道で形成されているので､これらに関する情報が得

られれば系の大域的構造がある程度理解される｡1次元写像に対しては不動点や周期軌道

などに関する性質はある程度知られているが､それは写像が 1次元であるという事情を有

効に活用しているのであって､その方法をそのまま2次元以上の力学系に拡張するのは難

しい｡

本講義では､2次元力学系に対して､組みひもの理論をもちいて既知の不動点 ･周期軌

道に関する情報から未知の不動点 ･周期軌道､さらに非周期軌道に関する大域的な情報を

得るための方法を紹介する｡

まず section2で組みひもを定義し､2次元の円盤上の力学系の既知の周期軌道から組

みひもを構成する方法を示す｡

琴いてSection3では組みひもをperiodicなものと擬 Anosov型 (pA)と呼ばれるもの
の2種類のタイプに分類する｡力学系の周期軌道から構成された組みひもがpAであると
いうことは､その力学系がカオス的な軌道を持つことを示唆している0

Section3の後半とSection4では組みひもがpAであるかどうかの判定条件について述

べる｡特にSection4ではBurall表現という組みひもの行列表現を導入し､代数的計算か

ら新たな情報を得る方法を説明する｡

Section5では組みひもに順序構造を導入する｡

Section6ではアニュラス (円盤に穴が 1つ開いたもの)上の力学系に議論を限定する｡

アニュラスは穴を1本_の組みひもに対応させれば円盤での議論の特殊な場合とみなせるが､

穴のまわりの回転数という概念を導入すると､更に詳細な情報を得ることができる｡

最後にSection7ではカオス的な軌道を持たない力学系について考察する｡ある周期以

下の周期点全体から構成された組みひもは有限グラフによって表現できる｡これは力学系

がある周期軌道を持ちうるかどうかの判定に役立つ｡
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2 不変集合の組みひも

この節では､まず組みひもを定義する｡組みひもの集合には群構造が入り､組みひも群

が定義できる｡そののち､与えられた力学系からどのように組みひもを決定するかについ

て説明する｡後の節では組みひも群の群構造を解析する事により､力学系の性質を調べる

事になる｡

2.1 組みひも､組みひも群､組みひも型

ここでは､組みひもに関する定義を述べ､その性質について説明する｡

De丘nition1(組みひも)

2次元 diskD上にいくつか点をとる (図2.1)0 2次元diskDとそのコピーを離しておき､

片方のdisk上の点たちを始点とし､もう片方のdisk上の点たちを終点とするような点と

点のつなぎを考え (図2.2)､これを組みひも (braid)という.ひもがn本ある時は､n次

の組みひも (n-braid)という.ただし､ひもは単調に変化しなければならない｡例えば､

図2.3のように上に巻き上がるようなひもがある場合は組みひもとは呼ばない｡また､連

続変形で移り合えるものは同じとみなす (図2.4､図2.5)｡始点と終点を合わせて基点と

いう｡㌔

C 簡

図 2.1:2次元 diskD 図2.2:組みひもの定義 .(例:

(中身は詰まっている) 三つ編みの組みひも)

b
I
図 2.3:組みひも

にならないひも

の例｡ひもは単

調に変化 しなく

てはならない｡

De丘nition2(組みひも群)

組みひもの集合は群をなす｡その群を

Bn-tn-braid)

とかく｡Bnの単位元C､積bb'､道元b~1はそれぞれ図2.6のように定められる.

-2-
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(a) (b ) (a) (b)

図 2.4:ひもの連続変形で移り合える2 図2.5:ひもの連続変形で移り合えない

つの例 2つの例

積bb'に関しては､順番に注意しなければならない｡bb′と書いた時には､bをまずおこな

い､その後にb'をおこなうことを意味すると約束する.

組みひも群Bnは､n-1個の生成元 O-iから生成される.つまり､任意のBnの元はcriと

その道元の積によって表わされる｡生成元 qiとその道元は図2.7のように表わされる.

(a).単位元e (b)積bb' (C)道元b~1

図2.6:組みひも群の単位元､積､道元

oi-IJ･･･lXH･･･I
12i-1ii+1n

Gill-1日XH･･･l
図2.7:組みひも群の生成元

qiとその道元qll

Lemma1

生成元 qiの間で､次のような基本関係式が成り立つ｡

(1)qiq3･-3jqi Li-jL>1
(2)qiqi+1qi-qi+1qiqi+I

証明 :図2.8から明らか｡

Definition3(Bnの中心)

次で定義される集合をBnの中心といい､Znとかく.

zn-tb∈Bnl∀b′∈Bn,bb'-b'b)
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汚 lGo - j 30(i

(a)基本関係式 (1)の説明図

G10261 0201G2

B i - 椅

(b)基本閲係式 (2)の説明図

図 2.8:基本関係式の説明図

特に､n-2のときにはZ2はB2と
一致する｡中心Znは可換群であり､群

としてZと同型であることが分かって

いる｡

Znの生成元Onはn≧3､n-2のと

きそれぞれ次のようになる｡

(n≧3): On-(qlq2- 0･n_1)n

(full-twistbraid)

(n-2): 02-ql(half-twistbraid)
Full-twistbraidの例は､図2.9を参照｡

図2.9(b)は､n-3の時の例である.

('rJr4..''ノ

(a)Full-twistbraid

]n o3- 崇

(b)n- 3のときの
Ful1-twistbraid

図2.9:Fulltwistbraidの絵

今までは､組みひもの基点を固定して考えていた｡しかし､力学系に応用するために､

もう少し条件をゆるめて基点は連続変形の間に動く事ができるものとする｡ただし､組み

ひもの始点と終点は同時に連続移動させなければならず､また移動させた結果は､元の組

みひもと同じタイプとみなす｡

De丘nition4(組みひものタイプ)

bとb'のタイプが等しい (b～b')
⇔ bとb'が始点と終点を同時に動かす連続変形で移りあう.

図2.10にはタイプが等しい組みひもの例を示し､図2.11にはタイプが畢なる組みひもの
例を示す｡

註 :b～b-1かblb-1かは場合による.
b～b~1である例 :qlJ2-1-g2C'1-1-(qlO12-1)-1
b～b11でない例 :ql〆ノql-1
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㊨㊨⑭ ㊨㊨㊨
図 2.10:タイプが等しい組みひもたち 図 2.ll:タイプが等しい組みひもと異な

る組みひも｡左と中央の組みひもはタイ

プが等しい (3つの基点の組を中心の回り

で180度回転させる)｡その2つと右の組

みひもはタイプが異なる｡

De且nition5(組みひも型 (braidtype))

タイプが等しい組みひもたちの集合を組みひも型という｡ 組みひもbとタイプが等しいも

のの組みひも型を[b]と書く.n本のひもからなる組みひも型をn-braidtypeといい､その
集合を

BTn-(n-braidtype)

と書く｡

次に､BTn がBnを共役で割ったものと同一視できることを示そうOまず､共役を定義
する｡

De丘nition6(共役)

ある群 Gがあり､9,9'∈Gのとき､
9と9'が共役である (9 -9')⇔ ヨh∈G,91-hgh-1

Lemma2

BTn - (n-braidtype)
8 同一視できる
Bn/共役 - tBnの共役類 )

証明 :次のことを示せばよい｡

a,b′∈Bn,]C∈Bn,b′-cbc~1⇔ lb]-lbl]
(⇒)Cは生成元から作られている｡よって例えばC-
qlq2のときは､

cbc~1-0-i(q2bq2-1)ql-1.
図2.12:共役な組みひもは､互い

()の中身はbに対してq2によって共役になっており､ に連続変形で移りあえること｡

全体としてはさらにqlによって共役になっている｡つま
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り､ Cが生成元のときのみ考えれば良い.そしてこの時､図2.12から明らかなようにb'はb

へと連続変形できる (左から1､2番目の始点と終点の順番を同時に入れ換える)0

(辛)例えば図2.13のよ~ぅに､bとb'が連続変形できれば､b'はbをある元 C∈Bn とその
道元C-1で挟んだ形になっている.つまり､bl=cbc-1.

b於 b･酢5-,ほ
図2.13:連続変形可能であれば､共役である

こと｡左の組みひもは連続変形で右の組みひ

もになる.また､bとb'が連続変形で移りあ

えれば共役の関係になっている事がわかる｡

ここで､組みひもたちの間の関係についてもう一皮確認をしておこう｡2つの組みひも

b､b'に対して､次の2つの関係が考えられる.(1)a-b'.(2)b～b'.前者は､｢bとb′は､
ひもの連続変形によって移りあえる｣ことを意味する (図2.4参照).一方後者は､｢bと.b′

は､ひもの連続変形と､始点と終点を同時に動かす連続変形によって移りあえる｣ことを

葦味している (図2.10).2つの関係は違うものであるから､当然b≠b′であるが､b～b'

であるような場合が起こりえる (ただし逆はありえない).図2.13がその例である｡b'の右

から1､2番目の基点の場所を入れ換えれば､ひもの連続変形でbと一致する.ただし､始

点と終点は同時に入れ換えなければならない｡

2.2 組みひもと力学系

ここまでは組みひも群に関する事柄のみであったが､ここからは力学系への組みひも群

の応用を見ていく｡具体的には､力学系とその不変集合から組みひも型を定め､定められ

た組みひも型を解析することにより力学系の性質を調べる､ということをおこなう｡この

節では､力学系から組みひも型を決める方法について説明をする｡まず考える対象につい

て述べる｡

D:2次元 disk､f:D一D:連続かつ1:1､S:有
限不変集合 i.e.I(S)-S (力学系のことばでいえば､
Jの有限個の周期軌道の和集合)とする｡

つまり､これからは時間が離散な力学系を考え､写像

fとその周期軌道の集合Sを考察の対象とする.時間が
連続な力学系に対しては､ポアンカレ写像を考えるこ

とにより､自然に離散力学系とすることができる (図

2.14)0
さて､離散力学系の周期軌道を考えるのであるが､そ

れだけではSとf(S)は "分離しだ'2つの集合である. 図2.14:ポアンカレ写像

組みひもを力学系に応用するためには､Sとf(S)を"ひ
ち"で結ぶ必要がある｡そこで､Jと恒等写像 (id)と
の間のイソトピー (isotopy)を考えて､それを"ひも"にする｡まずイソトピーを定義し

た後に､任意の写像に対しで恒等写像との間のイソトピーが構成できる事を示そう｡この
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｢組みひもの理論と力学系｣

ことは任意の2次元離散力学系に対して､組みひもの理論が適用できる事を保証している.

次に､イソトピーによって任意の写像とその周期軌道の集合に対する組みひも型が決定さ

れる事を見る｡最後に､連続力学系はポアンカレ写像に対して､離散力学系はそれ自体に

対して恒等写像との間のイソトピーを構成する事により､任意の力学系から組みひも型が
決定されることを示す｡

Definition7(イソトピー)

X,Yを位相空間､F(X,Y)-tXからYへの1:1､連続な写像 )とする.このとき､
F(X,Y)∋f,9がイソトープ
⇔ ]H:Xx【0,111Y:連続､
S.七･H(x,0)-9(x),H(x,1)-i(x)(x∈X).

ただし､H(x,i)-ht(x)(t∈【0,1】)とおくとき､各tに対してht(x)は1:1写像であると
する｡htを9とfの間のイソトピーという.

つまり､9からfへの連続変形の過程をイソトピーという. 今の場合は､X､Yとしてdisk
Dを､gとしてidをとれば良い.次に､AIcxanderのトリックを使って､任意の写像fは恒
等写像 idとイソトープである事を示す｡

Lemma3(Alexanderのトリック)

任意の写像Jに対して､･まずβの境界∂βで恒等写像となるように変形する (図2.15(a))0

そして､次の写像ffを考える (これをAlexanderのトリックという)0

ft(I)-
〈
tf(I/i)回<t
･一･ 回≧ナ

ここで作られたftは恒等写像とfの間のイソトピーである (図2.15(b)参照)0

(a)Jの変形 (b)Jfの作り方

図 2.15:Alexanderのトリックの説明図

このように構成されたイソトピーftを用いて写像fとJの周期軌道の集合Sとに村する
組みひも型を､次のように定義する｡ここに､周期nの軌道 (またはn周期軌道)とは､

最/J､周期がnである周期軌道のことである｡
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Definition8(Sの組みひも型)

写像 Jを考える｡

J:β一刀:連続かつ 1:1
S⊂D:有限不変集合 (Sの要素はfの周期軌道たち｡ただし､全ての周期軌道をふ
くんでなくてもよい)

とする.この時､写像fとその周期軌道たちの集合Sから､次のように組みひも型を定義
する｡

bt(S;I)-U(ft(S)x(i))0<f<1
bt(S;I)はイソトピーの取り方も込めてbt(S;I;(ft))と書くこともある.

この定義によって､写像fとfの周期点の集合Sから定ま
る組みひも型の例は図2.16を参照｡

ところで､上で定義した組みひも型はイソトピーの取り方

によらないだろうか?実は､あるJに対して､Jと恒等写像と
の間のイソトピーとしてft､ft'の2つを考えたとすると､そ
れによる組みひも型の違いは､full-twistの分だけしかない｡

すなわち､

bt(S;I;tft'))- 銘 bt(S浩tft))ヨi∈Z･

よって､fu11-twistの違いを無視するならば､写像fに対する
組みひも型はイソトピーの取り方によらない｡

･･l胤 lf

Dx【0,1】

図 2.16:イソトピーftとJ
の周期軌道の集合 βが定め

る組みひも型ムSの-要素は基

点の3点であって､これらは

Jの3周期軌道｡

ここまで､写像Jに対しで恒等写像idとの間のイソトピー

flを取れば写像fとJの周期軌道の集合Sが組みひも型を決定することを見てきた.ここか
らは､力学系におけるイソトピーの構成法を例によって示す｡これによって､力学系から

組みひも型が決定できる｡例は2つの場合に別れており､一方は連続力学系の場合､もう

一方は離散力学系の場合である｡連続力学系の場合は､ポアンカレ写像と恒等写像との間

のイソトピーが自然に構成されることを示す｡離散力学系の場合には､連続力学系のよう

に自然にはイソトピーが構成できないが､既に述べたようにAlexanderのトリックによっ

てイソトビ.-が構成できる｡最後に､連続力学系に村する具体的な組みひも型の例をいく

つか示す｡

力学系からのイソトピーの構成法

(1)(元の力学系から自然にイソトピーを構成できる場合～周期的な外力を持つ場合)
このときは､Alexanderのトリックを用いなくとも､自然にイソトピーが定義できる｡

-8-



｢組みひもの理論と力学系｣

∬∈R2とし､連続時間力学系

空=F(x,i)tli

を考える.ただし､F:R2×RIR2は Cl級で､周期1の周期的外力が働く､すなわち

F(I,i+1)-F(I,i)

とする｡

よって､この力学系を離散時間にするためには､次のポア

ンカレ写像を考えれば良い (図2.17参照)0

f(xo)-ノX(1;(0,xo))

ただし､上の力学系の､時刻toでxoを通るような解軌道を

x(i;(to,xo))
と書いた｡するとイソトピーとして､

ft(xo)-I(i;(0,xo)) (0≦t≦1)

が取れる｡なぜなら､解の一意性より､

ft:R2→R2 (o≦f≦1)

は1:1であり明らかに連続､かつ

fo-id,fl-I

となるからである｡

図 2.17:周期的な外力を受

けている Flowが定めるイ

ソトピー｡

(2)(元の力学系から自然にイソトピーを構成できない場合)

凸テーブル内の玉琴き問題を考えるoこの力学系はAOβ-51×【O,打】∋(∫,♂),

f:A一A:保測

というような写像に従っている (Example19参照)｡ただし､xはテーブルの壁甲位置を､

βは玉の反射角をそれぞれ表わす変数である｡このような離散力学系に対しては､上の(1)
のようには自然にイソートピーを構成できない｡しかし､Alexanderのトリックを使えば､必

ず恒等写像とfとの間のイソトピーftil号構成できる.

以下では､外力が加わる連続力学系のポアンカレ写像を考え､ポアンカレ写像の周期軌

道から自然に作られる組みひも型の例を図2.18から図2.22までで見てみよう｡図2.18から
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図2.22までは､次のような約束で措いてある｡図は左と右の2つの図からなり､左の図は

相空間の様子を､右の図はポアンカレ写像とその周期軌道から自然に作られる組みひも型

を示している｡左の図において､実線は元の連続力学系の周期軌道を表わし､点はポアン

カレ写像の周期軌道を表わす｡

確 〔 i囲 E

ftl(x(1))=fT3(x(3))

図 2.18:ポアンカレ写像とその周期 3の周

期軌道 (3点)から自然に定まる組みひも型

J2JIo

図2.19:ポアンカレ写像とその周期 1の周期

軌道 (2点)から自然に定まる組みひも型qf.
元の連続力学系の周期軌道を2つ取った｡

nhJJ

O
l

-

f
(
'_.."
...

)

榊
蘭d

f
〃

f
J

●l

図2.20:ポアンカレ写像とその周

期4の周期軌道 (4点)から自然

に定まる組みひも型｡軌道が交わ

る点在(x(1))-ff3(x(3))におい
て､tl>i3かtl<t3かで組みひ
も型は変わる｡

図 2.21:ポアンカレ写像とその周期 3の周

期軌道 (3点)から自然に定まる組みひも塑

qlq262qlqlq20

図 2.22:ポアンカレ写像とその周期 3の周

期軌道 13点)から自然に定まる組みひも型

q20･1-I0

この節の最後に､2階の微分方程式によって運動が定まる系では､周期解u(i)の時間変
化を措けばすぐに組みひも型がわかることを示そう (図2.23).まず､n本の周期軌道の時

間変化を考える (図2･23(a)ではn-2)0(u)空間で考えていた軌道の時間変化を､(u,h)
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｢組みひもの理論と力学系｣

空間に拡張する (図2.23(b))｡すると､そこから自然に組みひも型が定まる (図2.23(C))0

図2･23(b)では(u,h)空間にまで拡張したが実は図2.23(a)からだけでも組みひも型はわか
る｡つまり､周期軌道がお互いに交差する時､下から交差する方を組みひもとしては上に

置くというルールを使えば良いのである｡

十.＼ ＼ ＼十

(a)2本の解軌道 ul,u2の時 (b)(u,a)空間での2本の解
聞変化 軌道 ul,u2の時間変化

(C)(b)から作られる組みひ
も型

図 2.23:2階の微分方程式によって運動が定まる系では､周期解u(i)の時間変化を措けば
すぐに組みひも型がわかる｡

-ll-



松岡 隆

3 組みひも型 (braidtype)の既約分解

組みひも型1の分解を定義した上で､Thurstonの定理を紹介する｡Thurstonの定理は

Li-Ybrkeの定理の2次元版にあたる｡ Li-Ybrkeの定理とThurstonの定理を並べてみる

と､自然数の素因数分解と組みひも型の既約分解とが対応していることが分かる｡既約な

組みひも型は､周期的なものと擬アノソフ型とに分類されるが､Thurstonの定理ではと

くに後者が重要な役割を担う｡さらに､組みひも型が擬アノソフ型か否かを判定する定理

をいくつか述べる｡

2次元力学系と組みひも型にまつわる概念および定理は､1次元力学系の周期点に関す

る理論に対応するいくつかの類似性をもっている｡1次元力学系と2次元力学系とを対比

するときに参照できるよう､1次元力学系の復習をAppendixとしてつけておく｡

まず組みひも型の分解を3つの例で示す｡その後､租みひも型が分解可能 (可約)であ

ることの定義を述べる｡

Example1

3つの異なるタイプの組みひも型を分解してみる (図3.1-参照)｡組みひもを2つに分解す

る手順は次のように行なう｡まず､いくつかの組みひもをまとめてチューブでくるむ｡た

だし､どのチューブ中にも同数のひもが存在し､またチューブを細く縮めて組みひもとみ

なしたものは巡回的2であることを満たさねばならぬ｡このとき､チューブを縮めて組みひ

もとし､チューブの外にある組みひもとあわせて分解の一方の租みひもがとれる｡また､

チューブを縮めずに巡回的な順に従って縦につなぎ合わせてつくられるチューブの中の組

みひもが､分解したもう一方の組みひもである｡ただし､どのチューブからつなぎはじめ

てもよい (タイプは同じになる)0

t‥ai･ 測

･b, 《 - 鳳 - ( ･国

図3.1:組みひもの分解

(a)ひもが2本づつ入っ

たチューブ2本 (b)ひ
もが2本入ったチューブ

1本とその周りをめぐる

1本のひも (C)ひもが
2本づつ入ったチューブ

3本

1以下､組みひも型 (braidtype)のことを単に組みひも(braid)といってしまうこともある｡
2上 diskの基点からひもをたどり､下diskの基点に到達したら､上 diskの対応する基点に移動してひも

をたどっていくとき､すべての組みひもをたどることができれば､その組みひもは巡回的 (cyclic)という｡
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｢組みひもの理論と力学系｣

(a)図3.1(a)の組みひもは､左側2本のひもと右側2本のひもと別々にチューブをかぶ
せることができる｡これら2本のチューブを細く縮めていくと､組みひもqlにな
る｡また､2本のチューブを縮めずに縦につなげる (中身のひもも各々つなげる)と､

チューブの中身は組みひもqlllである.

(ち)図3･1(b)の組みひもは､左側2本にチューブをかぶせてやると1本のチューブとそ
のまわりを1周する1本のひもとに分けられる｡チューブを細くしていくと､組みひ

もqfになる｡チューブの中身はo･1-1.

(C)図3.1(C)の組みひもは､左 ･中･右の各々2本ずつにチュ-̀ブをかぶせる｡チューブ
を縮めると組みひもJlq211に､3つのチューブを縮めずに縦につなげると組みひも

U字になる｡ただし､3つのチューブをどのような順番につなげても組みひも型は同
じであることに注意｡

さて､組みひも型が分解可能であることを次のように定義する｡

De丘nition9(組みひも型の分解)

組みひも型βが分解できる⇔ β-[β1,7]∪β2とかける
ただし､組みひも型β1はcyclic,すなわち､ひもの上下の基点が巡回置換で結ばれている3;
組みひも型 γは2本以上のひもからなる;組みひも型 β1は2本以上のひもからなるか､

または組みひも型β1,P2はともに1本以上のひもからなる.

β-【β1,7】∪β2となるとき､組みひも型βは組みひも型7と【β1,7】をβ1に取り換えて
できる組みひも型βlUβ2とに分解されるという4｡分解不可能である組みひも型を既約で
あるという.定義中の和集合をとる記号 ∪は､β1を表わすチューブに触れないようにP2
をつけ加えたものを表わす (以降も同様の記法を使う)0

2つの組みひも型 β1,7から生成される組みひも型 【β1,7】の定義を､例で説明する｡
[β1,7】の左側の項 β1は組みひもをまとめて中に収容しているチューブの組みひもをあら
わし､右側の項 Tはそのチューブの中に入っている組みひもをあらわす｡

Example2

2つの組みひも型 β1,7をおのおの

β1-【ql】∈BT2,7-【q2ql】∈BT3

とする (図3.2参照)｡組みひも型 β1を構
成している2本のひもを太らせてチューブ

状にする｡組みひも型-γの方は適当なとこ

β1-× γ-)衣

-> 【β1,Ⅵ=
ろでひもを2つの部分に切り分ける｡これ

らの切り分けたひもをおのおのチューブに 図3.2:組みひも型 【β1,7】の構成

通せば､組みひも型 【β1,7】が生成される｡

3上下の基点をつなげて結び目にしたとき､1本のひもになる｡
4分解の仕方はひととおりでないこともあるが､最終的に既約分解された組みひも型の組は一意的である｡
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Example3

もう一度さきほどの分解できる組みひも型の3つの例に戻って見る｡

図~3.3:組みひもの分解

(a)ql-1と qlに分解

(b)ql11と2本のひも
に分解 (C)●2本のひ
もをねじったものと三

つ編みに分解

くニノ D

(a)組みひも型 図3.3(a)は､β1-ql∈BT2,7-qlll∈BT2, P2-¢とおくと､
[β1,71∪β2とかけるので分解可能であり (P2-¢であるがPl≠BTl)､組みひも型
lql-1]と【ql]とに分解される.

(b)組みひも型 図3.3(b)は､Pl-1∈BTl,7-ql-1∈BT2,P2-1∈BTlとおく

と､【β1,7】∪β2とかけるので分解可能であり (Pl∈BTlであるがP2≠0_)､組み
ひも型 lql-1]と[Jf]とに分解される.

(C)組みひも型 図3.3(C)は､まず両端2本のひもの基点を各々回転させる.すると中の
ひもがからんでいるようなチューブを1本にできる.β1-g1012-1∈BT3, 7-0･f∈
BT2,β2-切とおくと､【β1,7】∪β2とかけるので分解可能であり､組みひも型 【qf]
と【qlq2-1】とに分解される｡

既約な組みひも型の分類を考える｡

De丘nition10(周期的な組みひも型)

組みひも型βが周期的 (periodic)⇔ 組み
ひも型 βは次の組みひも型のいずれかのタ

イプである :

･-i
[(qlq2･･･qm-1)k]∈BT…,
[(qlq2･･･qmql)k]∈BTm'l

ただし､m は自然数､kは整数.前者の組

みひも型は m 本のひもをk/m回転ねじ､っ
たもの5｡後者の組みひも型は1本のひもを

軸として､そのまわりでm本のひもをk/m
回転ねじったもの｡各々 図3.4を参照｡

5m とkとが互いに素のとき､この組みひも型はcyclic.

-14-
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｢組みひもの理論と力学系｣

Example4

m=3のとき､De且nitionlOにより生成さ

れる組みひも型の例を挙げておく｡図3.5の

左側は3個の基点をo/3回転 (つまり回転

しない)､1/3回転､ 2/3回転して生成さ
れる3次の組みひもである｡右側は1本の

ひもを軸とし､そのまわりで3個の基点を

各々回転した4次の組みひも｡1/3,2/3回

転で生成されるもの (k-1,2)はいずれも

既約な組みひも型になっている｡一万 0/3

回転でつくられる組みひも(k-0)は明ら
かに分解できる組みひもである｡

k-2湧流
k-1 泣く消く

k-0 tll 川l
(G102)k(G1020301)k

図3.5:周期的な組みひも(m-3)

Remark1

次が成り立つ｡

周期的 (periodic)な組みひも型βが既約⇔ m とkとは互いに素

Example5

Remarklに関する例｡ 7n=3のときは上

の Example4の組みひものうち 1/3回転､

2/3回転したものが既約になっていること
は上で述べたとおりo m=6でk=2の6

次組みひも型､すなわち6本のひもを2/6

回転 (-1/3回転)して生成される組みひ
も型を考えてみるo m とkとはもちろん

互いに素でなく2を因数としてもつので､

可約のはずである｡実際 図3.6で示したよ

m=6 2/6≡1/3

図 3.6:可約な周期的組みひも

うに､ひもをひとつおきに3本とってチューブ (図中の点線)で包むことができるので､

分解可能である｡

De丘nitionll(擬アノソフ型の組みひも型)

組みひも型βが擬アノソフ型 (pseudo-Anosov)
⇔ 組みひも塾βは既約だが､周期的 (periodic)でない.

以降､擬アノソフ型をpAと略して書くこともある｡

以上の定義より､組みひも型の既約成分は周期的 (periodic)なものと擬アノソフ型 (pA)
との二種類の成分に分類できる｡次に述べるThurstonの定理に関して1次元写像系の場

合との対応を考えると､既約な組みひも型のうち周期的なものは一次元系の偶素数 2に､

擬アノソフ型は一次元系の奇素数 3,5,7,… にあたることがわかってくる｡
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TIleOrem 1(Thurston)

1:1連続写像 fの不変集合 Sで､組みひも型bt(S,I)が擬アノソフ型 (pA)成分を含む

ものが存在-⇒ ん(∫)>0かつ #(周期点)-∞.

ここで h(I)はJに対するトポロジカルエントロピーで､次のように定義するo

De丘nition12(連続写像に対するトポロジカルエントロピー)

連続写像 f:X一X (X:コンパクト距離空間)に対するトポロジカルエントロピーとは､

h(I)-log(lei.m藍 -EaXか蔀 ).

ただし､E(⊂X)は次の条件をみたす点の集合 :正の数 Eと互いに異なる任意のx,y∈E

に対し､d(fi(I),fi(y))>eとなるような有限整数値i(0≦i≦n)が存在する｡つまりE
に含まれる相異なる2点は､fによる有限回 (n回まで)の写像で距離 Eより離れてし
まうようになっている｡

Example6

(1)三つ編みの組みひも型【qlq2-11∈BT3は擬アノソフ型 (pA)である.よってこのよう
な組みひも型が存在するような写像 Jに対してん(∫)>0である｡

(2)2.2の1階常微分方程式 よ-F(I,i)の例o8の字型の周期軌道 (図3.7(a))は三つ編
みの組みひも型で表わされる (図2.22)ので､トポロジカル土ントロピーは九(∫)>0
である｡

(3)桃をたて割りしたような周期軌道 (図3.7(b))は組みひも型【qlq2q20･1qlO･21で表わさ
れる (図2.21)｡これは擬アノソフ型｡よってこのような軌道が存在する系ではトポ
ロジカルエントロピーは正値をとる｡

≒ 二 主

図 3.7:擬アノソフ型の

周期軌道 (a)8の字塑

(ち)桃のたて割り

ThllrStOnの定理 (Theoreml)は ｢擬アノソフ型を含むような不変集合Sが見つかれば､

トポロジカルエントロピー h(I)は正で､無限個の周期点が存在する｣ことを主張してい
る｡この定理は､区間Ⅰに関する1次元力学系J:ⅠうⅠ(ただしJは連続写像)に対す
る定理 (Theorem20)を2次元系に拡張したものとしてとらえられる｡1次元系の定理に

おいて ｢Jは2のべきでない周期の周期点を持つ｣は ｢Jは奇素数を因数にもつ自然数
を周期とする周期点を持つ｣と言い直すことができる｡ThllrStOnの定理との対応は ｢奇素
数因数 ⇔ 擬アノソフ型 (pA)成分｣という読み替えをつかえばよい｡
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Remark2

特に写像 fが C1+{級のときには次の定理が成立する:

h(I)>0⇔ bt(7)⊃pAなる周期軌道 γが存在する

証明にはKatokの定理を用いる｡証明は｢ん(∫)>0=⇒ 110rSe-Shoeの存在 =⇒ horse-shoe
にはpA型成分をもつ周期軌道が無限個埋まっている｣という手順で進める｡

Thurstonの定理によれば ｢系がchaoticになる構造をもつことを示すためには､組みひ

も型を既約分解してその中に擬アノソフ成分を見つければよい｣ということになる｡そこ

で､まず組みひも型を分解するq)であるが､これは一般に困難な作業である.実際に分解

していく手順の一例を示そう｡

Example7

一見分解ができそうにないような組みひも型【U字J2g3】は実は可約である.分解の手順を示

す (ひもの変形方法の別の例を図3.8に示す):

qfq2013-11123 簡単のため以下この表記を使う

～11231 (十g11(q至q2g3)qlとの共役性)

-11213 (トqlO･3-g3ql基本関係式その1)

-12123 (ト61g261-0･2qlq2基本関係式その2)

～12312 以下同様に共役関係と基本関係式を使う

=12132

ここまで同値関係を使って変形してくれば､こ_の組みひも型は分解可能であることがわか

り､q至o･2g3-【ql,ql]となる.すなわち2つの同じタイプの組みひも型 qlに分解されるo

･〇･eソ ･

馳 減 封

図 3.8:一見分解不可能にみえる組みひもの分解

組みひも型が同じかどうかを判定するアルゴリズムとして Garsideのものがある｡これ

はたいへんしちめんどくさいやりかたをしている｡

組みひも型を既約分解することができたとして､つぎはそれが擬アノソフ型かどうか判

定しなくてはならない｡現在のところbt(β)⊃pAを判定するアルゴリズムが3種類知ら
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れている (FranksandMisiurewicz(1993),BestvinaandHandel(1995),Benardeteetal.
(1995))｡これらのアルゴリズムを使えば完全な解をもとめることができるが､実際に実行
すると計算量が膨大で､ほとんど役に立たたない (笑)｡そこで､次にいくつか紹介するよ

うな定理に頼ることになる｡

Theorem 2(Boyland1984【61)

n を素数､n次組みひも型βは巡回的で､その指数和 e(β)は (n-1)の倍数でない
=⇒ 組みひも型βは擬アノソフ型 (pA)

組みひも型に対する指数和は次のように定義する:

De丘nition13(指数和)

組みひも型β-qfll-･qtf:の指数和 ⇔ e(β)-el+-･+E,

指数和は組みひもをつぐるに要する生成元の (符号付き)個数を表わす｡

Example8

組みひも型βi-lqlCr3q2U｡q3g｡】∈BT5の鹿数和はe(P)- 6≠0(mod4)となる｡上の
Theorem2より､この組みひも型βは擬アノソフ型 (pA)であることが分かる｡実際この
5次の組みひも型βは､horse-shoe写像 (図3.9)から導かれる由緒正しいものである｡6

:[コ;, f.ld｢C
図3.9:Horse-shoe写像

Horse-shoe写像の周期点の集合と記号 (0,1)からなる周期的数列の集合との間には､1対
1対応が存在する.ここでhorse-shoe写像から記号力学系を生成する方法を簡単に述べて

おく｡

′ JE=> ⊂=>･

VcK)VoIVllV10

図3.10:Horse-shoe写像のくりかえし

6Horse-shoe写像は横に引き伸ばして折り曲げる定義をとった｡
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正方領域 Sに horse-shoe写像 J
をほどこすと､Snf(S)は2つの

よこ帯領域Ho,Hlになる｡逆写像

も考えると､rl(S)nsはふたつ
のたて帯領域 vo,vlになる.よこ

帯 HoUHlをさらにfでうつす､
つまりβに′2をはどこすと細い
4つのよこ帯になる.一般にSの

fnに対する像は2lnI本の帯領域で
ある｡各々の領域を次のように表

わすことにする:

Hol 01.0001.0101.ll01.10

Hll ll･00 11･0111･1111･10

〃10 10.00 10.0110.ll10.10

月00 00･0000･0100･1100･10

vo.V.IVllVl. Symbolsequences

図 3.ll:矩形領域と記号列の対応

Ha_2a_1-Ha_1nI(H a_2), Ha_3a_,a_1-Ha_1nf(Ha_3a_2),
Vaoal-r l(vat)nVa., Va.ala,- I-1(vala,)nVao,

ただしai(iは整数)はOか1の値をとる｡ よこ帯とたて帯の交わった矩形領域H...a_2a_ln
Va｡a1...を記号 Oと1からなる記号列 (- a_2a_1.aOaL･･･)で示す (例えば n-2のとき

+∞

は 図3･11を参照).以上の表記をつかうとhorse-shoe写像 fの不変集合A-nfn(S)
n=-00

の各要素は､両側無限列 (- α_2α_1.α0α1-･)と対応する｡Jに対応する両側無限列上の
写像は､小数点 .をひとつ右にずらす操作になる｡n周期軌道は循環する記号列になるが

(例えば2周期軌道だと(･･･010101･010101･･･))､これを(aoal-･an-1)∞ と書くことにす

る｡さて､記号列 (10011)∞,(10010)∞はhorse-shoe写像における5周期の周期軌道であ

る.このふたつの周期軌道に対応する組みひも型はさきのβ- [qlq3g2014g3g4】である｡た

だしhorse-shoe写像 Jに対してイソトピーは自然にとったものとする｡記号列 (10010)∞
の場合についてこ組みひもとの対応を図3.12に示す｡

rj 01001 10010

00101

01010 10100

l

1

0

0

10

01

0

0

0

0

0

H
H

HH

0

0

O

1

1

0

0101

図 3.12:5周期軌道と組みひも
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於岡 隆

Remark3

Boylandによる定理 (TheoreII12)は一般の次数の組みひも型について成立する｡しかし､

組みひもの次数が3のときcyclicな組みひも型は常に偶数の指数和e(β)をもち､Boyland
の定理の仮定が成立しない｡つまり､3次の組みひも型にたいしてこの定理は適用できな

い.そこで､次にn=3に対して擬アノソフ型を判定する定理を掲げる.7

Theorem 3(Matsuoka1986[16】)

3次の組みひも型βが擬アノソフ成分を含む (⇔ βは擬アノソフ型)
⇔ β-lo3mqilcr2-3'1-0idJ,-jd]とかける｡ただしm∈Z,il,jl,･.･,id,jd>0･

上定理中の組みひも03mqilq21'1･･･qidq,-'dはaltematebraidと呼ばれるo

Example9

三つ編み qlq2-1は alternatebraidになっており､擬アノソフ型でもある.

以前使った桃のたて割り周期軌道の例 (図3.7(b))を考える.組みひもはα1012q2qlO,lq2と
表わされるが､これをalternatebraidに変形する:

qlq2g2glqlq2-122112という表記を使う

-121221-(12)32~11~121-β32~11~121

-03qlq2-1･

よって､この周期軌道は擬アノソフ塾であるOただし､最後の等式では2-ll-12=12-1上1

なる関係を使った｡これは､基本関係式 121=212を等式変形して､

1-12-ll-I-2-ll-12-ll

1-12⊥11-12-2-ll-1)
2-ll-12-12-ll-1)

より得られる｡

Remark4

3次の組みひも型βが擬アノソフ型でない (すなわち周期的成分のみもつ)
⇔ β-o･lJ2,(qlq2)ll,01q2ql,q壬および､これらとfu11-twistとの積o

次にTheorem3を包含する定理を示すが､そのまえに任意の組みひも型βは

β-【cmpqfl-･pqlkr]

7擬アノソフ型組みひもの判定は､次数n-1,2のときは自明｡n-4以上についての扱いは非常に難し
くなると思われる｡今のところBoylandの定理に頼るしかない (あるいは､先に述べた3種類のアルゴリズ
ムをつかう)0
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｢組みひもの理論と力学系｣

なる形に書けることに注意しておく｡

ここで､p- 61g2･･･Jn_1 (図 3.13参照);

kl,… ,k,は自然数;次の定理では∀S-1,.‥,rに対
してks+ks+1+･-+ks+n_3≧ n を満たすと仮定す

(n-2)個
る｡ただしこの和は巡回的にとるものとする (つま

り､k,まで足したらklに戻って足しあわせていく)0

図3.13:p-qlLT2- qn_1

Theorem4(Matsuoka1993【17])

組みひも型 β-【Ompqlkl･･･pqfr]が次の (1)または(2)をみたす :

(1)ks≧4なる Sが存在

(2)ks-2,ks,-3なる S,S'が存在

-⇒ 組みひも塑P旦擬アノソフ型成分を含む.

De丘nition14(組みひも型のエントロピー)

組みひも型･βに対するエントロピ~をh(P)-i芋fh(I)で定義するoただし､下限はβ型
の不変集合 (周期軌道)をもつようなすべての写像に関してとる｡

Theorem 5(Thurston)

(1)β⊃pA⇒ h(β)>0

(2)β:pA⇒ h(β)-h(鞭)
ただし､仰 :DIDは擬アノソフ写像.

この定理 (とくに後半)は組みひも型に対して実際にそのエントロピーをもつ写像が実現

できることを示している.擬アノソフ写像 桝 は位相共役を除いて1個だけ存在し､β壁不
変集合をもつすべてのfに対してh(印)≦h(i)となるもっともsimpleな写像になってい
る｡1次元写像の場合には区分線型写像がもっともsimpleな写像であったが (Theorem21,
Theorem23)､これの2次元版が擬アノソフ写像である｡

擬アノソフ写像は次のような性質をもっている :

(1)h(甲β)>0

(2)pp の周期点はDの中で桐密

(3)fがβ型の周期軌道 Sを持つ=⇒ Per(印)-S→Per(I)なる単射で組みひも型を保
つものが存在する｡ただし､Per(∫)は写像 Jの周期軌道の集合｡

アノソフ写像は仝空間の各点で､安定方向 (縮む)と不安定方向 (伸びる)を持ってい

る｡擬アノソフ写像はアノソフ写像に有限個の特異点が付加されたものと考えればよい｡
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4 Burau表現

ポアンカレ写像の周期 1の周期軌道 (不動点)に関する情報を持つものとして､ホモト

ピー不変な不変多項式が構成できる｡この不変多項式は､組みひも群のBurau表現を用い

て代数的に求められる場合がある｡Burall表現によって不変多項式を求めるために用いる

組みひもは､周期 1以外の周期軌道から得られたものであってもよい｡すなわち､Burau

表現を用いれば周期 1以外の周期軌道から周期1の周期軌道に関する情報を得られる｡

この節では､まず不変多項式を構成するためにlil･lkiI場数と不動点指数の説明をする｡そ
ののち､Burau表現を導入し､Burau表現と不変多項式を結ぶ定理を紹介し､いくつかの

応用例を見る.最後に､Burau表現を用いて組みひもがpAであるかないかという判定を

行う方法について述べる｡

De丘nition15(linking数)

∫:81か:連続､1:1､
Fix(I)-(x∈Dlf(x)-xl(不動点の集合)′､
S(⊂D):I(S)sS,HS < ∞ (fの不変集合全体から適当に選んだ､要素数が有限であるf
の不変部分集合)とする｡

x∈Fi丈(I)-Sについて､∬ とSとのlinking数Ik(I,S)を図4.1､図4.2のように数える.

定義から明らかに､linking数はホモトピー不変･(ひもの連続変形で不変)である｡

××
+1 -1

〉く〉く00 -苧
X

図4.1:linking数｡黒: 図4.2:linking数の数え

xのひも｡グレー:Sの 方 (例 :lk(x,S)--1)
要素のひも｡

図4.3:knot

註 :ひもを閉じてできるknotの向きを下向きに取れば､knotのlinking数と同じであ

る(図4.3)0

De丘nition16(不動点指数)
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｢組みひもの理論と力学系｣

x:fの孤立不動点に対L､∬の指数~ind(I)を次q)よう
に定める.ただし､Uは不動点xを中心とする十分小さ

な円周である｡

ind(x)-rUIR2-to)の回転数｣
yL+I(お)-y

Example10

(1)I:Sink=⇒ ind(x)-1.

(図4.5はsinkの例.I(x)-(
(2)I:untwistedsaddle=⇒ind(I)

)∬
田
町■

nuO0ll
2
11l20ニ(図4･6はuntwistedSaddleの例.I(I)-

(3)I:twistedsaddle-⇒ in°(I)-1.

(図4.7はtwistedsaddlcの例.I(x)-

図4.4:不動点指数｡この場合は､

ind(x)-20

(喜冒)x,
(-.2_0!)I)

I-号 一一 三 } ≠

図4.5:sink(図の矢印 図 4.6:untwisted-saddle 図4.7:twistedsaddle

はf(y)-yを表す)

上の定義によると､写像Jの且owを見て不動点指数を決定しているが､Jの∬における
線型固有値がわかれば､ind(I)がすぐにわかる場合もある｡

Lemma4

g(Df(I)):fのx における線型固有値の集合､としたとき

J(Df(I))声1-⇒ind(I)-(-1)e,e- 机^∈J(Df(I))I入>1)
ただし､固有値が重複していたら重複の数だけeに数える｡

この補遺の例としては､上記のExalnpleを参照｡

註1:双極子型不動点 (図4.8)は上の条件を満たさない (固有値として1を持つ)｡不

動点指数は2である｡
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註 2:Flowから作られる写像の不動点 ∬ に対しては

ind(I)-1+
拝E一群H

(2)

が成り立つ.ただし､E､Hはそれぞれ楕円型 (Elliptic)､双曲型 (Hyperbolic) のFlow
を示す領域を表わす (図 4.9参照)0

図 4.8:双極子型不動

点.ind(x)-2.

図4.9:Flowの不動点の例｡

in°(x)-1+(1-3)/2=0｡

Remark5

不動点の指数はホモトピー不変である｡従って､分岐を起こしても不動点の指数の総和は

不変である(図4.10参照)0

siIlk

IIln･十 xs亨聖le
sIT･≠ sink

:
HU
=

+
一
+ 豊 ･一号 (≡)twisted.;

E*

twistedsaddle

(a)pitchforkbifurcation (b)perioddoublingbifurcation

図 4.10:分岐に対する不動点指数の不変性｡(b)においては､分岐

後の実線は不安定な不動点を､点線は安定な2周期点 (ゆえに指数

の総和には数えない)を表わす｡

linking数と不動点指数は共にホモトピー不変であるから､これら二つから次のような不

変多項式を構成できる｡

De丘nition17(不変多項式)

S:I(S)-S,#S < ∞ (fの不変集合全体から適当に選んだ､要素数が有限な不変部分集
令)､

y∈Fix(I)-Sとする｡
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Jの不動点 yの指数とyとSとの1inking数を用いて､次のような舌の単項式をつくる｡

ind(y)ilk(y7S) (3)

Fix(I)-Sの元からつくった上の様な単項式を足し上げて､次のような不変多項式を定義
する｡

E ind(y)ilk(y,S) (4)
y∈Fix(/)-S

この不変多項式は､S以外の不動点の情報をある程度含んでいる.例えば i2という項が

あれば､Sとのlinking数が2でありSの元でない不動点が少なくとも1つは存在する事
になる.ただし､t2の係数が1であるからといって､その不動点の指数は1であるとは限

らない.なぜなら､Sとのiinking数が 2であるSの元でない不動点が 2つあり､それ

らの指数がそれぞれ2､-1である場合も､不変多項式上では i2として表わされるからで
ある｡

また､周期 n の周期軌道の性質はfnに対して上の不変多項式を構成する事により求め

られる.このとき､n の約数mに対して､周期 mの周期軌道の性質も同時に求められてい

る事になる｡ただし､nの約数以外の周期を持つ周期軌道の性質はfnからは分からない｡

このように､不変多項式は写像fのS以外の不動点についての情報を含んでいるが､実
は不変多項式はβの情報だけから代数的に求められる場合もある｡このことを示すために､

組みひも群のBurall表現を導入しよう｡

Definition18((reduced)BuTau表現)

R:Bnー GL(n-1,Zlt,｢1】)
(ただし､Zli,｢ 1】-(t､t~l上のZ一係数多項式 )､GL(n-1,Zlt,｢ 1])はZlt,r l]を要
素として持つ (n-1)×(nl1)の行列の集合.)
組みひも群 Bnの生成元が次の.ように表わされる準同型写像 RをBnのBurau表現という.

, R(qn_1)- , (5)

R(qi)-

Ii-.2 0 0

0100i-t10.01 0, (i-2,3,･･･,n-2) (6)

ここでInはnxnの単位行列を表わす｡

i-1,n-1の時も"拡大解釈"すればi-2,3,･･･,n-2の時と同じ形であるとみなせ
る.例えば､i-1のときはI_1-0と思って右下から(n-1)×(nl1)の大きさの行列を
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採ればR(ql)になっている.なお､生成元の道元のBurau表現は次のように表わされる｡

R(ql1)-

Ii-2 0 0
01 0001 -｢ l t-10.01 (7)

Remark6

準同型の定義については積の順番に注意しなければな ら な い ｡ こ こ で は ､組 み ひもと行列
の作用の順番を考慮に入れて､準同型を次のように定 義 した ｡

R(o･q')-R(q′)R(q)

ただし､文献によっては

R(qq′)-R(q)R(q′)

と定義されているときもある｡(力学系に応用する際には､どちらの定義を用いてもよい｡)

Examplell

n=3のとき

(1)R(qlq2)-R(o･2)R(Jl)-

(2)R(qlq2-1)-R(q2-1)R(ql)-101-ill
同tt膚相川ulⅣ
飢u

ニ
11

)
･†し
1
1
一O
iⅦtt膚川u

Remark7

L:link､b∈Bnの間に図4.11･のような関係があ

る時､Lの不変多項式であるアレクサンダー多項

式 △L とbのBurau表現R(a)は次の様な関係に
よって結ばれる｡

･L- (Ji)n一弓 芸 IIn-1-R(b)I

(e:指数和)

lM""■tl■l一肌u
107cqT し""■.l■l■mul.ナし
1
一日リ
一TV.ナレ
一一
lⅦ
柑uニ

図4.ll:LinkとBraidの関係

Remark8

Burau表現においてb,b'∈Bn､R(a)-R(b′)⇒b-b′が成り立つとは限らない｡しかし､

n≦3のときは､R(a)-R(b′)⇒b-b'が成り立つ (逆は明らかに成り立つ).
n≧6ではR(a)-R(b′)⇒ b-b'に対する反例がある.反例は n が小さくなるほど作
りにくくなる｡なぜなら､もしあるntで反例 Aが作れれば､n>n'に対しては他のひも

には絡まない(n-n')本のひもを組みひもAに加えるだけで反例となるからである.
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Burall表現と不変多項式を結びつける定理を次に示そう｡

Theorem 6(【15]､[17]参照)

S(⊂D):I(S)-S,拭S< ∞ (fの不変集合全体から適当に琴んだ､要素数が有限であるf
の不変部分集合)とする｡ このとき､

∀x(∈S):attractive=⇒ ∑ ind(y)ilk(y-S)--trR(bt(S))
yeFix(I)-S

この結果は､イソトピーの取り方によらない｡

この定理の意味は次の様なものである｡定理の仮定､及び帰結の右辺はβの情報のみで

得られる.一方､帰結の左辺である不変多項式は､さきほど見たようにS以外の不動点の

情報をも含んでいる.従って､この定理はSの情報からS以外の不動点の情報 (存在､Sと

のlinking数)を教えてくれる｡
この定理は､Sの要素としてはattractiveなx Lか許していないoつまり､attractiveな

周期軌道がない写像に対してはこの定理を適用できない｡これは定理の適用範囲を狭めて

いるだろうか?結論をいえば､定理の仮定は定理の適用範囲を狭めてはおらず､任意の写

像に対して若干の修正をすれば定理を適用できる｡その理由と修正の方法について述べよ

う｡まず理由を述べる｡不変多項式はホモトピー不変であったから､Jをホモトピー変形し
た結果に対しても､(変形によって新たに不動点が生成されなければ)同じ不変多項式が得

られることに注意しよう.｡そして､不動点の分岐はホモトピー変形であること､sink以外

の不動点でも適当に分岐させればsinkの不動点が得られること (例えば､saddleの不動点

を分岐させてsaddle､sink､saddleという3つの不動点にする｡図4.10(a)参照)を考えれ

ば､任意の写像に対してこの定理が適用できることがわかる｡保存系の場合､Liouvilleの

定理 (相空間の体積保存)が成り立つのでもともとのポアンカレ写像にはsinkの不動点は

存在しない｡もし､ホモトピー変形させる時に保存系であり続けるように変形しなければ

ならないのであれば定理は保存系には使えないのだが､保存系と言う性質は重要ではない

(写像のトポロジーだけが問題)ので保存系の場合でも上の議論は有効である｡次に修正の

方法について述べよう｡上で例に出したようにsaddleをsaddle､sink､saddleに分岐させ

た時には､2つのsaddleを人工的に作りだした｡この人工的に作った2つの不動点の情報

が定理の式の左辺に入り込んでいるので､これら2つの不動点を表わす項を両辺から引い

ておけば元の写像に対する不変多項式が得られる｡すなわち､Jをホモトピー変形して作っ
た写像を9とすると､定理として成り立つのは

∑ in°(y)ilk(y7S)--trR(bt(S))
y∈FIIX(9)-S

∑ ind(y)ilk(y,S)
y∈Fix(I)-S

-27-
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であるから

∑
y∈Fix(9)-S

∑ +
y∈Fix(fトS

に注意すると､

∑ ind(y)ilk(y,S)--trR(bt(S)ド
y∈Fix(f卜S

∑
y∈人工的に作った2つのsaddle

∑
y∈人工的に作った2つのsaddle

となる｡

それでは以下に､この定理を実際に適用した例を見てみよう｡

Example12

(1)βとして､不動点､周期外力による周期

1の点が 1個づつある場合 (図4.12)を考え
よう｡βから得られる組みひもは､図4.12よ

りbt(S)-q12である.よって､Sの2点が
attractiveであればすぐさま定理を適用する

ことにより､次の様に不変多項式が求まる｡

-trR(bt(S))ニーtrR(cr箸)- -tr(-i)2-
-t2

(10)

in°(y)ilk(y･S) (11)

○ 竜

図4･12:bt(S)-qf

従って､Sに含まれる不動点以外に､Sとの 1inking数が 2である不動点が少なくとも1

つは存在する｡

上のような組みひも型を実現する写像の例として､図4.13のような連続力学系を考えよ

う｡央印は､且owを表わす｡左から､sink､saddle､sinkの3つの不動点があることが分

かる｡ポアンカレ写像として､時間を1だけ進める写像 Jをとる｡Jと恒等写像とのイソ
トピーとして左のsinkの周りを反時計周りに一回転させるようなものをとろう･(図4.14参

照).Sとしてsinkである左と右の2つの不動点をとれば､bt(S)-U字となり､上で存在
が明らかになったSとの linking数が 2である不動点とは図4.13の中央の不動点であるこ
とが分かる｡

註:上の例ではbt(S)-o･fとなるように左
の不動点の周.りで一回転するようなイソトピ

ーをとったが､-回転しないイソトピーをと

ることもできる.この時は.､bt(S)-e(単位

元)となるから､不変多項式は-trR(e)--1
となる｡このときも､Sとの linking数がO
であるような中央の不動点の存在は予言で

きている｡(このイソトビ｣では､3点の不

動点に対応する3本のひもが互いにからま

らない)

-28-
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≡ 丁 妻

図 4.13:bt(S)-qfを作る元となる力
学系の例｡ポアンカレ写像は時間を1

だけ進める写像をとる.Sとしては左と

右のsinkの不動点2'3Jをとる｡イソト

ピーは､bt(S)-U字となるように左の不
動点の周りを反時計周りに-回転させ

るようなものをとる (右の図を参照)0

図 4.14: 図 4.13の

力学系のポアンカレ

写像に対するイソトピ

ー｡中央の不動点 ∬

が Sの情報から存在

が予言された不動点｡

lk(∬,β)-20

(2)generalizedhorse-shoe(図4･15)
J3は両半月形､中央の長方形の領域に対して縮小写像になっているので､それぞれの領域

の中にただ1つのattractiveな不動点をもつ.それら3つの f3の不動点の集合をSとす

る.図4.16からbt(S)-qlq,-1である土とがわかるので､不変多項式は次の棟になる.
-trR(bt(S))--(-i+1-｢ 1)-i-1+rl(Examplell参照).
この不変多項式から､･fは3つの不動点をもち､Sとのlinking数はそれぞれ1,0,,11であ
ることがわかる.図4.17中のyl､y2､y3がこれら3つの不動点にそれぞれに対応する.

82 ち11
yIy2y3
S2 S1S3

図4.16:イソトピーと不変集合 (3 図4.17:3周期点と不動軌道

周期軌道)

Bllrau行列の形の説明

Burall表現を用いると組みひもの生成元を式 (6)の形にかけるが､この形はどのように

して出てきたものだろうか?n-4のときを例にとって､generalizedhorse-shoe写像から
Bllrau行列の形を導出して見よう｡

ー2 9 -
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n=4のときは､

＼
J0
1

1

.～

〇

一
O

l
ナ
レ
0

/し

こEi-2b
iZq月 (12) 巧11照Illoy

0,2を実現するhorse-shoe写像ftして､図4.19のような写 図 4･18:n-4のときの組
像をとる.この写像に対して､Sとしては図4.19中にかかれ みひも群の生成元o

ているTi(i-1,2,3,4)の4点をとる.これら4点のうち､

71とT4は不動点､72と73は互いに移りあう周期2の周期軌道

である(i.e.I(72)-T3,I(T3)-72).
長方形の領域 A､β､CのJによる移り方を､上下の方向も込めて行列の形に書く｡

J(A)∫(β)∫(C)

1

〇

一
O

l

1

0

′
LA

β

C r:

この行列の読み方は､例えばJ(A)はAとβの領域に存在しているから､Aとβの行に1

を書く｡また､∫(β)はβの領域に存在しているが､もとの上下の方向が逆になっているの
で -1と書いてある｡

さらに､例えばAがBに行く領域から1点を選び､その点とSとのIinking数を考え

る.例えば､A領域の中でfで移された後もA領域にいる点を一点とると､その点はSと
はからまらないので (図4.20参照)linking数は0である｡ したがって､行列のA行J(A)

列の要素1にはtOをかける.また､A領域の中でfで移された後はB領域にいる点を一点
とると､その点はSに左上からからまるのでlinking数は1である.したがって､行列のB

行f(A)列の要素1にはflをかける.このようにすると､式(12)の形が得られる.

( 三 -:1 ; ド ( ; :.;:

ヽJ0
l

1

o
J
o

I

.ナ心

0

′
し

こ

＼
｣

0

0

.ナ
し

.ナ
U

O

.
H
H

r=

lH川

0

ト

0

多変数版

次に､不変多項式をtの1変数多項式から多変数多項式に拡張して見よう｡つまり､Sの

周期軌道に対応するひもをTiとして､それぞれに変数tiを対応させる.

S=71
↓

f1

竹
l

ち

∪ ･- ∪¶
↓

Lり

すると､庁1,轄1,- ,ttilを変数とするl変数多項式ができる.この多変数不変多項式を用
いれば､不動点の数や､linking数について1変数の時よりも詳しい情報が得られる｡
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A B C

YlRA)Y2.l ≠I■γ}
図 4.19:generalizedhorse-shoeと記号力学系｡S

の元は､attractiveな4つの点71,72,13,74である｡

Example13

bt(S)-qfq212のとき3本のひもに対応する変数をそれ
ぞれ a､b､ Cとすると

trR(bt(S))-ab+ac-1+a-lc-i+1-a-cll

となる｡

1変数の場合は､

trR(bt(S))-ti+1+i-2+ト ト ｢ 1

麿 『 [ コ

図 4.20:Sとのlinkingの情

報 - iO,tlを例に｡

abc
侮
I__ ｣

∫

図4.21:多項式表現の多変数版

となって､linking数が 0の不動点の情報が落ちていることが分かる｡また､多変数であれ

ば､新たな不動点がSのうちのどq)不動点とからまっているのかも分かる.例えば､ac-1
の項からは､αに1回､ Cに逆方向から1回からまっている不動点があることが分かる｡

この節の後半では､組みひも型のBurau表現を用いてエントロピーに関する情報を得る

ための方法について説明する｡まず､1次元の区間Ⅰにおける写像のエントロピーに関す

る定理について述べる｡

Theorem 7(Yわung,'81)

I:III､.S:有限不変集合､
打:Sの置換､M,,:7Tの構造行列とする.このとき､

h(I)≧log(Mwのスペクトル半径)

スペクトル半径とは固有値の絶対値の最大値の事である｡

この定理によれば､構造行列を知る事により写像のエントロピーが評価できる｡

ここで構造行列について少し述べる｡一般にn周期軌道を､al,a2,･･･,an(al<a2< ･･･<
an)とする｡また区間Ai(i-1,2,･-,n-1)を､

Ai-lai,ai+1]

- 3 1 -
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と定義すると構造行列は(n-1)×(n-1)行列M汀-tmij)であり､

lf(Al)I(A2) - I(An-1)]-lAIA2 - ･An-1】M q

を満たすものである.つまり構造行列の第i列は､区間Aiの行き先を表す.mi,I-Oの暗
Ainf(A,･)-砂であり､mij-1の時Ainf(A,･)≠¢である｡

Example14

1.3周期軌道があると､Li-Yorkeの意味でのカオスが出る(Applendix参照).この時の

エントロピーh(I)を評価する｡
この場合､3周期軌道に対する置換汀は図1に示す2種類しかない｡

AI A2 AI A2

n=(1,2,3) 7t=(1,3,2)

図4.22:3周期軌道

このとき､構造行列 Mqはすぐわかるように､

となり固有値 入は､

･汀- 臣 ) また は ( ll A)

.､ 1土ヽ仔
入2-A-1=0 ∴入=

である｡よってエントロピーは､

h(I),_logt4 ,0

となり､何らかの情報が埋め込まれている事がわかる｡

AIA2 A3

TC=(1,3,2,4)

図4.23:4周期軌道
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2.4周期軌道で､7T-(1324)のタイプの置換であるときを考える(図4.23参照).

これは周期倍カスケードから生じるものであり､情報を持っていては困る｡よってエ

ントロピーは0でなくてはならない.実際､構造行列 Mqは

ヽ
j1

0

0

0

1

1

0

0

1

′
し

こ
汀
M

であり､固有多項式は

入3-人2-A+1=0

となり固有値は､入-1,1,-1である｡よってMwのスペクトル半径は1なのでh(I)≧0
となり､h(I)-0と矛盾しない.

次に､組みひも型のBurau表現とエントロピーに対する定理を述べる.

Theorem8(mied,'86)

β:組みひも型 に対して､

h(P)≧log.CT.絡 (R(P)のスペクトル半径)

この定理により構造行列を知らなくとも､Burau表現からエントロピーの下限を知るこ

とができる｡また次の系は､組みひもが擬アノソフ型の既約表現を持つかどうかの判断に

有用である｡

Corollary1

∃t∈C,回-1,･ltrR(P)I>n-1=⇒ β⊃pA

これは､もしβがpAを含まな.いならh(β)-0となる､つまり､固有値の絶対値はすべて
1以下であるということより分かる-｡

Example15

β-qlq2-1(n-3)の場合は､ItrR(P)I-lt+｢1- llであり､i--1とおくと､ltrR(β)I-3
>2となる｡したがってこのときβは擬アノソフ型の組みひもを含む0

Example16
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n-3,β-qio･2-1(i≧1)の場合 (図4.24参照)0

R(qiq2-1)-
[

(- i)i 1-i+f2一･･･+(-i)i-1
(- i)i-i-1+1-i+･･･+(-i)i-I

ここで七十一tの置き換えをする.(ここでは回が問題なので､この置き換えは構わない｡)
これによって､

R(qiq2-1)-

となる｡

この固有値を求めると､

-trRi

ti 1+i +t2+･･･+ti-1
ft i-1+ 1+ i+･･･+ ti-1

(trR)2-4detR

一撃(-T土府 )

となる｡ここで､T = Ji~i-1+Jiqi'1+- +Ji-i'(2i'1)とおいた｡
このTに関しては､ 図4.24:qiq2-I

T=Ji~i-1+Ji-i'l+...+Ji~i'(2i'1)
i+1
-∑Ji-i- 1十2''
3'-0

であり､

Ji~i'(2i'1)123'=Jii'1-2j

=Ji+ i-1'23')

から､Ji-i'(2i'l)~23'とvl-i-1'2厄 複素共役であるとわかる.よってFTl≦i+2であり､
t=1の時Tは最大値i+2をとる.したがって､

lT土府 l

･;IT土府 l

(i･ 2)2- 4)

h(qiq2-1)≧log
i+2+JFT石

-34-
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これにi=1を入れると､

h(qlq2-i)≧log旦字

を得る｡

この例によりOmqlq2-1の型の組みひも型は､
horse-shoeH には現れない事がわかる｡なぜな

らば､horse-sboeでは1回の写像でもとの領域に

2回またがるのでh(H)- log2であるが､

h(Omqlq2-1)≧log2.6･･･

≡----_-:_

図4.25:horse-shoe

なので､これはborse-shoeに埋め込むことはできないからである｡
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5 braid type の 順 序 構 造

これ まで組み ひ も型 に関す る色 々な定理等 を述べてきた ｡ こ こ で は も う一 歩 進 み ､組 み

ひ も型 に順 序構造 を入 れ る｡

任 意 の 2つの組 み ひ も型 の間 には､ご く自然な形で順 序 構 造 が 入 る ｡ こ の 順 序 構 造 は数

学 的 な順 序 の公理 を満 た し､力学系へは周期軌道の消 失 問 題 と して応 用 さ れ ､数 値 計 算 の

確 認 として も使 える｡

まず ､組 み ひ も型 の順序構造を定義するム

De丘nition 19(組みひも型の順序)

β,β′:組みひも型とする｡このとき､

β≧β′⇔ ｢J:β一 刀は連続で1:1かつβ型の不 変 集 合 を もつ よ うな任 意 の写 像 ｡=⇒ J

はβ′型の不変集合ももつ｡｣

Theorem9(Boyland,'92【81)

"≧"は順序の公理を満たす｡

ここで順序の公理とは､

i

β≧β

β≧β′,β′≧β′′-⇒ β ≧ β〝

β≧β′,β≦β′==> β - β′
となる事である｡

Theorem 10(Thurstonの定理より)

βが擬アノソフ型ならば

(β′:組みひも型 伊 ≦β)-tbt(S)lSはpAmap卵 の不変集合)

この定理によって､擬アノソフ写像を調べさえすれば組みひも型の順序がわかる｡また次

に述べる補選は､βがopendiskの場合にも適用できる｡よってR2でも使える0

Remark9(松岡､'86【16】)

n=3のとき

1､lqilq2-1...qiJq2111>【q3;]⇔ -d≦j≦il+･･･+id

例えばd-1,il-1の場合､

lqlq2-1]>lqll⇔ -1≦j≦1

⇔ 3- 土1､0

料 ,HH
図5.1･.lql吋11>【qlil]

が言える(図5.1参照)｡

これは､【qlqを11のタイプの組みひも型をもてば､必ずlqJl'](-1≦j≦1)のタイプの組みひ
も型も持つ､ということである｡
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2､i≧3のときtqi吋11>【qi-2q2-1日oqi-2q2-ll

例えばi=3とすると図5.2のようになることが
わかる｡ここで､

loqlq211】-【Jlq2g2qlqlq2】

ということにも注意しておく｡

削 ,N 漫

図 5･2:【q13吋1】>【qlq2-1日oqlq2-1]

また､T･Hallによりhors9-sh-oeに現われる組みひも型 (unimodalbraidtype)の順序構
追 (HS,≧)が調べられている【13】【14日図5.3参照)0

ここで､HS-(bt(7,H)回 まHの周期軌道 )である｡

-
川

肌

m

U
v

∧

--)I_).Jt.=t～.-.(.i:二ttt.･..5tt;I.I;I.--ft.-(.

図 5･3:unimodalbraidtype(2≦n≦6)のHasse図式
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6 アニュラス上の力学系

これまではすべてディスク上の話であった

が､その自然な拡張としてアニュラス上での

組みひも型が考えられる｡アニュラスとは円

環であり､円周と閉区間の直積として定義さ

れる(図6.1参照)｡この節では､アニユラス
上の写像に対して組みひもの概念を導入し､

@ -@ -slx lo･1･

A:annulus

図6.1:アニユラス

組みひもの順序構造について述べたあと､ア

ニュラス上の組みひも型に特有な概念である回転数を導入する｡このためにはcoveringspace

というアニュラスを切り開いたような空間を考える必要があり､このあたりのことについ

ては少し詳しく述べる｡そしてこの節の最後には力学系との関連も少し述べる｡

まずAをアニュラスとし､アニユラスからアニユラスへの写像Jを次の様に定義する｡

De丘nition20(アニュラス上の写像)

アニユラスA上の写像Jを次のものとする｡

f･.Aー A:連続で1'.1かつ f ～id､

またSを有限不変集合とする.ここで､f～idとは､fが恒等変換から連続変形によっ
て得られることを表す｡つまりJが図6.2のような内側と外側のひっくり返しの変換の場合

はf～idではない｡

㊨-㊨-6)
図 6.2:f～idでない例.まず一番左
のアニュラスを連続変形して真申のア

ニュラスを得る.次に裏返すと一番右

のアニュラスが得られる｡

また､βと′によって作られるアニュラス上の組

みひも型bt(S,I)はディスクと同様に定義すれば
よい (図6.'3参照).真申の空洞は考えなければよ
いのである｡

ここで2つの数学的準備をする｡

1組みひも型βヱq

き

図6.3:アニユラス上のbraidtype

この組みひも型は､188【71にBoylandによって研究されたものであり､'94t9】に研

究結果がまとめられている.qとpは互いに素な整数であるとし､0<p<qとする.

このとき､組みひも型β丑を下の図6.4の様に定義する.q

例として､β与を図6･5に示す｡
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チ-1こ:
図6･4:βヱ:まずq本のひもを冨回転させ､そ
の後どれqb,1つのひも(どれでもよい)に隣

のひもを回ってこさせればよい｡

2Fareyinterval

まずq次のFarey数列とは､分母がq以下の分数(q>o)を小さい
順に並べたものである.例えば5次のFarcy数列は､次の様になる｡

(去,去,去,言,去,言,蛋,芸,芸〉

これを用いてFarey区間を定義する. や

苦のFareyintervalFI(Pi):-[言,芸]
ここで､

}

l

-
1
ノ

〃ュ

打
▲

<

く

わ

〃

α

I
p
l51
p
一甘

く

>

d

Jか
d

I♂

.e5
一か

ど

r♂

R

U
R

U

m

･m

こ

こ

α
l･b

C
一丁α

である.例えば､言,辛,手のFarey区間､FI(言),FI(辛),FI(手)はそれぞれ次のようになる.

]
]
｢~I
J

l一21121一3

1一32一51一4

[
｢__ー
[

こ
こ
l

g

訂
肌u
田
nu

2
一5
3
一7
2
一7

iM

nⅦtt川一
肌川Ⅶ一
川u

l

:

l

F

F

F

また､Farey区間を求めるアルゴリズムではないが､簡単に求める方法があるQ?で紹介
しておく｡この方法は上の3つの例から見てとれるように､右辺の分子同士 ･分母同士の

和がそれぞれ左辺の分子 ･分母になっていて､右辺を2×2行列のように見なして行列式

を考えると､必ず-1になっている事を利用する.

1･FI(辛)の求め方｡

まず分子の3を3=2+1と分けて､対応する分母も同様に7を7=3+4､7=2+5､

7=1+6など分けてみる｡そしてたすきがけをして､-1になるように決める｡
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(a)7-3+4の場合｡

[喜,引か【喜,i]のどちらかであるが､前者は約分できるため不合理であるo後
者のたすきがけは､

となり､これはFarey区間ではない｡

(b)7-2+5の場合｡

[喜,i]かli,i]のどちらかであるが､同様に前者は約分できるため不合理であ
る｡ここで後者のたすきがけは､

となり､FI(辛)-【書,圭】であるo
(C)7-1+6の場合もついでに見ておく｡

【去,引かほ,封のどちらかであるが､どちらも明らかに不合理である0

2･FI(喜)の求め方｡
同様に､分子は3-2+1と分ければよい.分母は8-等+5しか考えられない.

(8-1+7は明らかに不合理｡また8-4+4も8-2+6もどちらかが必ず約分で

きるので不合理｡)よって､[喜,引か【喜,i]のどちらかであるが､

2

5

1

3

であり､FI(普)-【喜,!]と求められるo

ここで､･Farey区間を用いた組みひも型β号の順序に対する定理を述べるo

Theorem ll(Boyland,.'94【91)

βn≧β払⇔FIql q2 (pi)3FI(Pi)

-40-
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であるので､β書くβ書くβ与が言える(図6･6参照)o

Remark10

o∫l l′41′31㌧51′2
3/8

図6･6‥β書くβ書<β喜

h(β昔)-logmax((xb-2)(xd- 2)-3の解)

ここで､bとdはFarey区間の定義式の中のbとdを表すo

Example18

β書のトポロジカルエントロピーを求めるo

FI'(;)- [;,;]

であるので､

(α-2)(∬2- 2)-3 ∴ ∬--1,
3土1作
2

よって,

h(P%)-logi#
となる｡ところで､

h(qlq,ll)≧log雫
であった｡これはアニユラスの外側の境界を1点につぶしてβ吉をディスク上の3次の組み
ひもと見なせば､組みひも型がJlq2-1となる事に対応している.

さて本題に戻る.アニュラス上の組みひもに固有な概念である回転数(rotationnumber)
について述べる｡

De丘nition21(回転数)
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松岡 隆

とする｡極限値

A-Slx【0,1】

∬∈A,∫:Aー A,連続写像

rot(∬,∫)-1imt一〇〇
7T(fi(i))-7T(i)

が存在するときこの右辺をもってrot(∬,∫)と定義し､Jによる点∬のまわりの回転数と呼
ぶ｡ここで､蓋,Jはそれぞれcoveringspace上での座標､写像を表わす0
coveringspaceとは次のような写像pによってAと対応づけられた(つまりAをcoverす

る)空間Rx【0,1】の事である(図6.7参照)0

p:Rx【0,1】→ A
u u

孟-(5,r)ト1 ∬ - (0,r),e≡0～(mod2q)

図6.7:coveringspaceとリフト

図6.7は､coveringspaceとアニュラスとの関連を示している｡直観的にはアニユラスを

♂-constの線によって切断し､その端同士をつなげたものがcoveringspaceである｡ここ
で1つのアニュラスに対応する長方形の∂方向の長さは1にとっている｡この時､

ヨf:Rx【0,1】ー Rx【0,ll
pof-fop

つまり､pに関してfに共役な写像fが存在する. このような性質をもつ写像f～の事をリフ
トと呼ぶ.また写像 汀は､

7T:Rxl0,1]
u
(o～,r)

と定義される｡つまり∂への射影である｡

氏

U

～∂

｣

{
Remarkll

ここで定義したrot(I,∫)は､リフhf～のもつ平行移動に対する不走性によって整数分の不
定性をもつ｡実際､あるリフトJに対して､

f'-TIOf
T.:coveringspace上で､0～方向に1だけ平行移動するオペレーター
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とすると､

(f～')2-TIOf～oTIOf

となり､i,でリフトする毎にrot(x,I)の定義式の分子にはTlが1つ余分に入り､回転数の
値は1だけずれる｡この任意性は､イソトピーのフルツイスト分の任意性に対応するもの

だが､始めに1つリフトを決めたらその後は変えないものとする｡

∫ ■■■′

図6.8:アニュラス上の写像
Jとcoveringspace上のリ7

､トf～

図6.8にアニュラス上の写像とcoveTingspace上のリフトとの関係を具体的に示す｡ア

ニュラス上の写像′が図6.8の下の図のように与えられたとき､リフりをβ正方向に向けて
最短距離でとれば､上の図のようなcoveringspace上の写像が得られる｡アニュラス上の

alに対応するcoveringspace上の点はalであり､これらはお互い写像pでうつりあう.普

た､アニユラス上でα2-∫(α1)であるが､このときβの原点となるβ-constの線を一度横
切るため､coveringspace上のa2-f～(al)は1つ隣りの長方形にうつる｡以下同様にして
coveringspace上の点る3,品4,- が決められる.

r-

図 6.9:coveringspace上のリフトf'-7-10f

一方､リフトをTIOfにとると､coveringspace上の点は図6.9のようにうつることにな
る.この時､rot(I,I)(fは図6.8におけるもの)が定義されている(つまり極限値が存在して
いる)とすると､

rot(I,f～,)-rot(I,f)+1

となるわけである｡
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Example19

図6.10のような凸テーブルnの中でのビリヤードを考える.球

は境界∂Oで完全弾性衝突するとし､∂n上のある定点からはかった

∂flに沿った長さと､その点における接線と反射方向のなす角の直

積をもってアニュラスAと考える.そして∂nの長さは1に規格化

しておく｡すなわち､

A-∂nx【0,7T]

である.また∂nはC2級であるとする｡このとき写像

J: A ー A

u U
(x,p)ト1(X,◎) 図 6.10:twistmap

は保測かつtwist写像となる｡この場合のcoveringspaceは､例え ば 図 6 .11の よ う に な る

(点は3周期軌道を表わす)0

0 1 2 3-●

図6.ll:covering

また便宜上､

J(∬,0)-(∬,0)

J(∬,可-(∬,汀)

つまり､境界上では恒等写像であると定義しておく｡

この写像 Jに対してリフトを考える｡図6.12において (0,0)

から(1,q)にむかう曲線は､線分孟-0のfによるイメージであ
る｡これが孟座標について単調増加であるということは､∂n上

の原点から球を打ち出す場合に角度¢を大きくしていくと､たど

りつく∬の値 (modュ)も大きくなることを示している｡また､
この図の場合1の下を通り2や 3の上を通ることから､原点か

ら1に打ち出したときの¢の値は実際の周期軌道の¢の値より小

さく､2や 3に打ち出したときは大きくなることがわかる｡

そしてこの場合､3回の写像の後coveringspace上で1進む

ことになるのでrot(I,I)-圭であるoこのようなリフトをとれ ′′'.d 〕 .一.‥ _一 ､,__ フト
ば､∀xに対して0≦rot(I,x)≦1となる｡

-44-
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''t ? 'K q i

図 6.13:rot(I,x)

図6･13の(a)においては､3回の写像で2回転することになるので､rot(I,I)-書であるし､
(a)においては5回の写像で2回転する.ので､rot(I,x)-書であるo
次に､写像 ′に対するrotationsetを定義する｡

De丘nition22(rotationset)

回転数rot(I,I)全体の集合

rot(I)-(rot(I,x)1x∈A)

を写像 Jに関するrotationsetと呼ぶoこのとき､もちろんrot(I,x)が定義されているも
ののみ考える｡

Remark12

この定義は､

rot(∫)-Uc∈A[
lim 7T(ii(i))-7r(孟) 7=7T(fi(i))-7T(5)lim)~▲▲▲▲
t十∞ 8 t一∞ i

と一致する■｡つまり､上下からそれぞれおさえてから重ねてやるのと同じである｡

rotationsetについては以下に挙げるような定理が知られている｡

Theorem 12(Aubry-Mather(t4]参照))

写像J:Aー Aは保測かつtwist写像であるとする｡このとき､∂A -AouAlとかく
とき(図6.14参照)､次の2つが成り立つ｡
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1･rot(∫)- trot(JIA｡),rot(JIAl)i

2.Vw∈rot(I)に対し､不変､単調､コンパクトな集合xwで､

rot(XLU)-tLJl

なるものが存在する｡

また､この定理をJが単肘で恒等写像からの連続変形で得

られるようなもの(f～id)に拡張するとき､次の定理が証明
される｡

Theorem 13(Handel,'90)

I:A→ A,f～id,1:1とする.このとき､

1.rot(I)は閉集合.

0-1cAI
図6.14:∂A - AoUAl

2.有限個のLJを除いて､Vu∈rot(I)に対し､不変､コンパクトな集合xwで

rot(Xw)-tuI

なるものが存在する｡

3･'冨∈rot(W)に対し周期軌道Twで､

rot(Tw)-U

となるものが存在する｡

また､組みひものrotationsetに対しては次のような定理がある｡

Theorem 14(Boyland,'92[81)

1･rot(P)-苦､β∈BTq,pとq8i互いに素､β≠α号の時(図6･15参照)､

β:pA,β>α号

2.7が1.の型のβ型軌道をもてば､

rot(I)⊃FI(;)

Example20

-46-
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写像げβ-β喜(図6･16参照)を周期軌道としてもつ場合

rot(臣 FI(喜)-[O,去]
である｡ここで13(Handel)より､

o<∀p-≦去,jTe:周期軌道q q

rot(7)- 冒

なるものが存在する｡

消
図6･16:β喜

Theorem 15(Boylandet.al.,'93)

7:周期軌道としてrot(7)-0であり､自明に埋め込まれていないとすると､

bt(7)⊃pA

つまり自明には埋め込まれていないときにはpAを含む｡

自明に埋め込まれているとは､A-7内の閉曲線Cで､次をみた

すものが存在するときをいう(図6.17参照)0 :

1.CはAの中で1点に縮む.

2.foCをA-7内で連続変形して､Cにできる.

147-

‡ 二_

図 6.17:自明に埋め込

まれている
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7 エントロピーがOのbraidtype

この節が最後の節となる｡前節ではアニユラス上の組みひもを中心に議論したが､本節

では再びディスクが中心となる｡

エントロピーが0である組みひも型は有限有向グラフによる表現が可能であり､またそ

の道も成り立つ｡このことを利用すればある力学系における不動点､周期点の組みひも型

を知れば､そのトポロジカルエントロピーの議論ができる場合がある｡またグラフでの表

現にはある条件があり､その対偶を使うことにより見つけ残している不動点や周期点の存

在を知ることができる｡

Dを2次元ディスク､写像f:Dー Dとするときp(n)を次の様に定義する.

P(n):-写像fによる､周期がn以下の周期点全体

Example21

n-1,2については､

P(1)-Fix(I)

P(2)-Fix(I)∪2周期点全体

このP(n)に関係した1つの定理を述べる.

Theorem 16(松岡)

P(n)の組みひも型のエントロピーが0ならば､B(T,¢)というタイプの分解が可能である.
また､この道も成り立つ｡つまり､

h(bt(P(n)))-0⇔ ]T,]¢,bt(P(n))-B(T,¢)

丁,¢およびβ(丁,¢)については後で定義する｡なおこの時､系全体のエントロピーはどうで
もよい｡

また､P(n)の要素の数に対する定理も挙げておく｡

Theorem･17(松岡)

#P(n)≦2n+2-⇒h(bt(P(n)))-0

Dがアニュラスのときは､

#P(n)≦2n+1-⇒ h(bt(P(n)))-0

なぜなら､穴を1つのsinkと思えばいいからである｡
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/ 0
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○

図7.1:treeになる場合､ならない場合

β(T,¢)の定義に入る前に､少し数学的な準備をする｡
まず､丁は有向な有限グラフで連結であり､以下に挙げる条件を満たすものとする｡

1.T:tree､つまり図7.1に示すように､ある中心からすべて外向きに出るようなグラフ
にできる｡

2.辺は､一一,⇒ の2種類｡

3.各頂点からでる辺は､→ ,=⇒共に高々1本｡

このグラフTの頂点全体の集合をⅤ-巨の頂点)とする｡また､¢はVからβへの写像
¢:V一月である.ここでB-(転1m∈N,i∈Z),bL∋BTm'1はま回転を行ったm本
のひもを配置した組みひも型を表す｡(図7.2-7.4にいくつかの例を示す｡)

bi=i :;

亘i'

bi-(･V
b3-貼

図 7.2:biの場合｡これは1つの不動点の周
りのi回転を表わす｡

図7.3:b圭の場合olつの不動点と､その周り

の2つの2周期点を表わしている｡

図7.4:biの場合.同様に1つの不動点と､そ
の周りの3つの3周期点を表わしている｡

また車の条件として､1つの頂点(∈Ⅴ)からー と=⇒
の両方が出ているときには､ー の前後の頂点には同じ

組みひも型 (∈β)が対応づけられねばならない (図7.5
参照)0

これらを用いて､β(T,¢)の定義をする｡

-49-
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DeRnition23(β(T,¢)の定義)

有限グラフ丁および写像¢:Ⅴー βに対して､以下の操作を繰り返して得られる組みひも
型をβ(γ,¢)と定義する｡

.t
m
.1
m

TO
TD//

77～
m

>～m.,
hU

TO
⇒

1.～m.
I
∩TOLU{

Example22

このグラフに対応するβ(T,¢)
を図7.6に示す｡まず1番左の図

はb基である.その中心のひもにb基

を､まわりのひもにb?(すなわち
単なる2本のひも)をそれぞれ埋
め込ん喪のが真ん中の図である.

さらにその中心にb亨を埋め込んだ
のが右の図である｡このときはじ

めの→ の両側の組みひも型はど

ちらもb圭であり､条件に反して
いないことにも′注意しておく｡

Example23

の中のまわりのひもに私 を埋め込む

の中の中心のひもに私 を埋め込む

≠身b曾

＼ゥ b基→b至

図7.6:β(丁,¢)

》《b2宝bbiTl 冒77･7:#P'1'=4の組み甲も型とそれに対応するグ
もしある写像f:Dー Dが存在して､そのP(1)-Fix(i)に対してbt(P(1))が図7.7
の左の図のように与えられているとする｡対応する有限グラフB(T,¢)は右の図のように

なり､ー の前後で組みひも型が違っている｡これは車の条件を満たさないためβ(T,¢)の

表現で表わしたことにはならない.一方このとき､#p(1)-4≦2×1+2であり､17より

九(bt(P(1)))-0でなければならない｡従って16よりβ(T,¢)の表現が可能であり､有限グ
ラフで表現できないことと矛盾する｡

これはP(1)の組みひも型がこのような形になることがありえないことを表わしている｡

言い換えれば､まだこの系に関してはFix(∫)をみつけ残しているという事である｡またこ
の例から､不動点付近の且owがこのようにはならないという串もわかる｡
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Example24(P(2)∋Vx:双曲不動点 (hyperbolic)の場合)

同様に､ある写像 ′:β→ βが存在して､その

P(2)に対するbt(P(2))が図7.8の左の図のように与
えられているとする｡このとき､対応する有限グラ

フはbO2-1 鴫である｡(この場合 卵 ､ら-⇒ が出て
いないため､→ の前後の組みひも型が違っていても

問題ない)またP(n)に含まれる任意の元が双曲不動
点である場合は､Theorem17は書き換えられ､

Kl梓Hこ
図7･8:#P(2)-5

#P(n)≦3n+5=⇒ h(bt(P(n)))-0

でよい｡(明らかにこの方が条件が緩い.)この場合は#P(2)-5≦11であり､この条件

を満たすためh(bt(P(2)))-0である.実際､2つの2周期点は明らかに周期倍カスケード
から出てきており､エントロピーが0になると考えられる｡

しかし右の図のような場合には少し問題がある.このとき有限グラフは､b圭一 b宴であ

り､B(T,¢)での表現が可能であるが､P(2)の組みひも型がこのような形になることは､以
下に見るようにありえない｡両端の2本のひもは､周期倍カスケードから生じる2周期点

であると考えられ､指数は1または-1の組になっている｡この場合ディスク上での写像を

考えているため､指数は1にならねばならず､真ん中の3本のひもに対応する不動点の指
数の和は1にならなくてはならない｡従って真ん中の3本のひものさらに真ん中のひもに

対応する不動点をtwisted-saddle(指数1)であると考え､その両脇の2本のひもに対応する

不動点はそれぞれsaddle(指数-1)､sink(指数1)であると考えなくてはならなくなる｡し
かしこのような不動点の配置に対する且owは存在しない｡
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A l次元力学系

2次元力学系の周期軌道に対する諸定理は､1次元力学系の周期軌道に対するものと比

較すると､いくつかの相似点がある｡このAppendixでは､区間JからJへの連続写像

∫:J一丁で表わされる1次元力学系に関して成立する定理を列挙し､2次元力学系と比
較する際の目録とする｡ここで扱う内容については､文献 【11参照0

まず､カオス研究の端緒となったLi-Ybrkeの定理を掲げる｡ Li,Ybrkeらは､任意の周

期を持った無限個の軌道達とscrambledsetと呼ばれる非加算集合の概念を用いてカオス

的な力学系を特徴づけた｡

Theorem 18(Li-Yorkeの定理 (1975))

Jに3周期点が存在する｡=⇒

(1)任意の自然数 n に対し､n凋 期点が存在する.

(2)次の性質をもつ非加算集合 Sが存在する:

∀x∈S,vp:周期点 に対し､

睦罰t一十〇〇陣 卜 拍 )I,0,

∀x,∀y∈s,x≠yに対し,

ieJfi(I)-fi(y)L,0,藍陣 )-fi(y)I-o･
1次元力学系が上定理中の (1),(2)●をみたすとき､Li-Ybrkeの意味でカオス的であると
いう｡

Li-Ybrkeの定理は軌道の周期性について ｢3周期軌道の存在は任意周期の軌道の存在を
意味する｣と述べている｡これに対LSharkovskiiの定理ではすべての周期間に順序をつ

けて周期軌道の存在を議論している｡

自然数全体を次の順序に並べる:

3, 5, 7, 9, 11,
2･3,2･5,2･7,2･9,2･11,
22･3,22･5,22･7,22･9,22･11,
23･3, 23･5,23･7,23･9,23･11,

25,24,23,22,2,1･

1次元力学系の周期点達の間に上の順序関係をつけたのがSharkovskiiの定理である:

Theorem 19(Sharkovskiiの定理 (1964))

Jがn一周期点をもつ =⇒ nの右にあるVmに対Lfはm一周期点をもつ
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周期軌道の存在とトポロジカル･エントロピーに関して次の定理がある:

Theorem 20(Bower-机anks(1976),M isiurewicz(1979))

トポロジカル･エントロピーがh(i)>0⇔ fは周期が2のべきでない周期点をもつ

同じ周期 n をもつ周期軌道でも､n個の点を経巡るときの行き方は何通りかある｡この

経巡り方をも考慮して周期軌道に順序を定めるのが､Sharkovskiiの定理の精密化である｡

n個の点の経巡り方は長さnの巡回置換で表わされる.よって､写像 f:I一Iのn一周期
軌道は長さn の巡回置換を定める.ロジスティック写像を例にとり､周期軌道の定める巡

回置換を実際に見てみる:

Example25

ロジスティック写像

fa(I)羊ax(1-I) (13)

の周期軌道のうち､安定な2n一周期

軌道が定める巡回置換は:

n-1 のとき (1)

n-2 (12)

n-3 (1324)

n-4 (15472638)

ただし､周期点の番号は区間【0,1】
で左から順にふった(図A.1参照)｡

⊂⊃ (12)
¢

_(こ…⊇ :)

表 琶

(1324)

A

(15472638)

図A.1:ロジスティック写像の安定な2n一周期軌道

Remark13

次が知られている｡

置換が (1234)である周期軌道が存在 -⇒任意の自然数 nに対し､n一周期軌道
が存在

巡回置換の問に順序を定義しておく:

De丘nition24(巡回置換の順序 【51)

7T,7T'が巡回置換で7T≧打′⇔ fが7T型の周期軌道をもてば7T'型の周期軌道をもつ

上の定義で順序は導入されたが､具体的に順序を決定する際には次の定理が有効である:

Theorem21

(汀':巡回置換I7T'≦可-tfqの周期軌道の置換)
ただし､写像 fqは汀が定める区分線型写像.
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Example26

長さ5の巡回置換 7T-(13452)に対する区分線型写

像fqとは :

fq(x)-

-2∬+1/2, 0≦∬<1/4,
3x-3/4, 1/4≦ x<1/2,

∬+1/4, 1/2≦∬<3/4,
-3x+13/4, 3/4≦x≦1.

すなわち､単位正方領域 72内の点(0,1/2),(1/4,0),
(1/2,3/4),(3/4,1),(1,1/4)を順に直線で結んだ折れ

級 (x,fq(x))から生成される写像 (図A.2参照)｡

fn爵

7C=(13452)

図A.2:区分的線型写像

Theorem21により､区分線型写像に対する周期軌道を調べれば､巡回置換の間に順序構

造がつけられることになる｡

Example27

長さ5の巡回置換の順序構造を例として 図A.3をあげておく(【11,p.76)｡

(15?42)
(14752)/(12153)
(13452) _(12354)

/

I

(12f34)

I

(15f34) (12745)

図A.3:長さ5の巡回置換の順序構造｡

たとえばExample26の区分線型写像 (図

A･2)は置換 (1芦452),(12345),(12435),
(13425)に対応する周期軌道を持つ｡

(14235)＼(12135)/(13524)
(13425)

ロジスティック写像 (13)でパラメータαが 3を越えて大きくなると､周期点は周期倍
分岐をくり返し､周期がもとの倍になった周期点が次々に生まれてくる｡この分岐が無限

回くり返されて系はカオスの構造をもつようになる｡まず ｢無限回｣くり返して分岐の起

こった状態を次のように定義しておく:

De丘nition25(周期倍分岐のカスケード)

fの周期軌道の列 tTn)ncx'=Oが周期倍分岐のカスケード⇔

(1)周期軌道≠ の周期は2n

(2)周期軌道 ≠ 上の各点の両側に1つづつ周期軌道≠ +1上の点がある
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ド｡周期軌道 ≠ の両側に周期軌

道 ≠ +1がある｡
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Theorem 22(Misiurewicz,1979)

h(I)>0-⇒ 周期倍分岐のカスケードが存在

Theorem 23(Yわung,1981:4節 Theorem丁に同じ)

Sを写像 fの有限不変集合､7TをSの置換=⇒ h(I)≧log(M打のスペクトル半径 )
ただし､M汀はfqの構造行列.

Example28

さきほどの例であげた区分線型写像 fq図A.2に対する構造行列は :

1 10 0

1 10 1

0 10 1

0 0 1 1
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