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不規則系の示すスケーリング特性一
数値計算を中心として

上智大学理工学部物理 大槻東巳

1.不規則系は規則的

一般に伝導体は完全な結晶をつくっておらず､多かれ､少なかれ格子欠陥や不純物などによる

不規則ポテンシャルを含んでいる｡こうした不規則系の研究の重要性は以前から認識されていたが

【1,2】､解析的な取り扱いが困難なため1970年代後半まで定量的な議論が十分できなかった｡ しか

しながら1979年に捷案されたスケーリング理論で状況は一変し【3,4]､ダイアグラム法による解析

や【5,6]数億計算により【7ト アンダーソン局在を定量的に議論できるようになった｡これによりラ
ンダム系の物理量は決してサンプルごとにばらばらの性質を示すのではなく､独特のユニバーサル

な性質を示すことが明らかになった｡

例として､電子がスピンを反転する散乱を受けていないような2次元電子系を考えよう｡不規

則ポテンシャルがあまり強くない場合､電気伝導度crに対する温度､および磁場の量子補正項は

･可 愛 号.1;gHT (1,

で与えられる【8】｡ここでpは非弾性散乱時間Tlの低温での温度依存性Ti∝T-Pから決まる量で1程
度である｡通常､温度､磁場を大きくすると散乱の頻度が増え､伝導度は小さくなると予想される

が､上記の結果は温度､磁場によって電流がかえって流れやすくなることを意味する｡これは電流

を流しにくくする､不規則ポテンシャルによる散乱の干渉効果が､磁場や温度によって壊されるか

らである.logT､logHの前の係数は基本定数のみで決まっていることから､このような性質が非

常にユニバーサルなものであることがわかる【4,5,6,81｡
また､マクロとミクロの中間のいわゆるメゾスコピックな系のコンダクタンスを磁場や電子

密度 (実際にはゲート電圧 )の閑痕として測定すると､コンダクタンスの絶対値によらずC2/h
程度のゆらぎが観測される｡この現象は1980年代中頃に発見され､以後universalconductance

且uctuation(UCF)として知られるようになった【9】｡これら二つの例が示すように､一見不規則で

無関係に見える系も多くの共通の性質を示すことが知らnている.

それではすべての伝導体は同じ性質を示すのであろうか ?こうした系を分類するのに重要な役

割を果たすのが対称性による分類である｡対称性というとまず頭に浮かぶのが空間対称性であるが､

ランダム系なのでこのような対称性はない｡そこで時間反転操作による分類を考えよう｡系に磁場

がかかっていると電子は一定の向きにサイクロトロン運動し､逆向きには回れない｡磁場中では時

間反転対称性が破れているのである.こうしたハミルトニアン行列の集合EUは､あらゆるユニタ

リ行列 Uに対してU-1EuUという変換をしても不変である.これはunitaryユニバーサリテイク
ラスと名付けられている｡時間反転対称性が破れていない系は､さらにスピンー軌道相互作用によ

るスピン反転過程が存在しない系と存在する系に分類でき､それぞれorthogonal､symplecticユニ

バーサリテイクラスと命名されている｡(1)式で表される伝導度の補正項や､UCFの億もこれら

の対称性により決まっている.磁気抵抗が孟 logHとなるのはorthogonalの場合で､symplectic

の場合､一品 logHとなる｡
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不規則性大

wavefunction;extended wavefunction;localized

図1:不規則系での波動関数｡不規則ポテンシャルが強くなると､波動関数は空間的に局在し電流

が運べなくなり､系は絶縁体へとアンダーソン転移する

(a)磁気相転移 O))アンダーソン転移

強磁性相 Tc ノ常磁性相 T 金属相 wc 絶縁体相 W

図2:磁気相転移 (a)､及びアンダーソン転移(ち)付近における物理量の振る舞い

このように金属的な電気伝導に関係した物理量は､ユニバーサルな振る舞いを示すことがわかっ

ている｡さらにランダムネスが増えると､系の波動関数は図1のように拡がったものから局在した

ものへと変化し､電流がもはや運べなくなり系は絶縁体へと転移する｡この金属一絶縁体転移がア

ンダーソン転移である｡このアンダーソン転移付近では物理量はどのような振る舞いを示すのであ

ろう?

試みに､強磁性体と常磁性体の間の磁気相転移と､アンダーソン転移を比較してみる(図2)｡

磁気相転移の場合､温度Tを低温側 (強磁性相 )から転移温度Tcに向けてあげていくと自発磁化

Mが消失し､高温側 (常磁性相 )から近づくと帯磁率xが発散する.アンダーソン転移では強磁性
相に対応するのが金属相で､自発磁化に相当するのが電気伝導度J､不規則性を特徴づけるパラメー

タWが温度にあたる｡Wが大きくなると､転移点Wcで系が絶縁体に転移し電気伝導度Jが消失す

る｡常磁性相には絶縁体相が相応し､転移点での静的誘電率亡の発散が帯磁率の発散に相当する｡

磁性体の相転移を特徴づけるのに精力的に議論されたのが臨界指数である｡そこでアンダーソ

ン転移における臨界指数を定義しよう｡電子の波動関数は距離E程度の相関をもっているとする｡こ

の相関長Eは､絶縁体相では局在長El｡Cを意味し､金属相では波動関数がたまたま平均的な振幅から

ずれているとき､このずれが消失する距離Eextを表しているo相転移点では相関長が発散している
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と考えられるので､臨界指数Z/を

E ～lW -WcL~レ (2)

から定義できる.また誘電率Eの発散や電気伝導度Oの消失を特徴づける臨界指数は､それぞれ

e～(W -wc)~S', (3)

q ～(Wc-W)S (4)

で定義される｡磁気相転移では臨界指数が系のミクロな構造によらず､系の基本的な対称性に応じ

たユニバーサルをとった｡アンダーソン転移でもこのようなユニバーサリティがみられるか､以下､

数値計算を中心に紹介する｡

2.数値スケーリング法

アンダーソン転移は1体問題の範囲で議論できるので､比較的大きな系を数億計算で議論でき､

基本的には行列の計算をすればよいのでプログラムがベクトル化しやすく高速に計算できる｡単純

に考えると数値計算によってかなりのことはわかりそうである｡しかしながら､アンダーソン転移

は一般には2次元以上で生ずるので､大きなサイズと言っても限りがあり､実際のマクロな系を議

論するのは､何か工夫をしない限り難しい｡こうした塊合に用いられるのが数値スケーリング法で

ある｡

アンダーソン転移を特徴づける畳として､無限系において転移の前後で億が不連続に変わるよ

うな無次元化した物理量hを考えるO系を特徴づける長さとしては､電子のフェルミ波長､不規則

ポテンシャルの間隔､平均自由行程､相関長Eなどが考えられるが､転移点付近ではEがもっとも大

きく､アンダーソン転移に関係した物理量は相関長EとサイズLとの比で決まっているであろう｡そ

こでhは､ある関数f(x)を用いて

h(I)-I(E/L) (5)

と表されると仮定しよう｡このような仮定をおくことにより､有限の系での計算からかなり多くの

ことがわかるのである｡

不規則性W

図3:アンダーソン転移を特徴づける無次元物理量hの不規則性Wへの依存性o転移点付近ではサ

イズLが大きくなるほど鋭く変化する

関数Jは実際には2価で絶縁体相ではfl.C､金属相ではfextとなっている｡無限系ではhはfl.C(0)
という億から､felt(0)という億へとアンダーソン転移点で不連続にジャンプする(図3)0Lが有

限の系では､絶縁体相といえども波動関数は完全には局在しておらず､系の端でもexp(-L/El.C)程
度の振幅をもってしまい､電気伝導度はOにならない｡つまり金属と絶縁体の区別が有限系では喫

昧なのである｡よってfl.Cとfextは有限系では連続になめらかにつながっていると考えられる.
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さて､不規則性を表すWの関数としてhを見ると､サイズLの系でhを計算したとしよう.有

限系の場合､h(L,W)のW依存性は特異な振る舞いを示さないので､転移点wc付近でh(L,W)を
テイラー展開し､

h(L,W)-hc+fl(L)(W -Wc)+･･･ (6)

を得る.(5)よりWはL/i(W)という形でしかh(L,W)に寄与しないので､(2)を用いて

h(L,W)-hc+aLl/U(W -wc)+･･･ (7)

となる｡これより様々なサイズにおいて､h(L,W)をWの関数として計算するとこれらがすべて

wcという一点で交わり､そこでの傾き-Ll/レからZ/を評価できることがかわる｡hcは転移点でのh

の億で､(5)式よりサイズに依存しない普遍的な億であることがわかる｡また､hミんCを調べるこ
とで､系が金属相､絶縁体相どちらに属しているか､判別することができる｡

以上の考えに基づきor比ogonalな系でのアンダーソン転移を定量的に議論したのがMacKimon

とKramerである[7,10]｡彼らはMxMの断面を持った､長さ-LのバーにおけるGreen関数G(L)
を反復法で計算した｡こうした系を伝搬する電子は､〟×〟の断面に閉じこめられているので不
純物ポテンシャルにより必ず後方散乱を受け､十分長いLに対してG(L)は

IG(L)L～exp(一差 ) (8)

というように､崩壊長EMで減衰する｡ランダムな擬1次元系でのGreen関数は必ず減衰し､1/EM
はself-averagingであることが数学的に保証されているので【11トEMは正確に計算できる｡一般に

Mが大きくなると､不規則ポテンシャルを避けて電子が伝搬できるようになるのでEMはMととも
に増加する｡MacKinnonとKramerが目を付けたのはその増加の仕方である｡彼らはスケーリン

グ関係式(5)を念頭におき無次元量

A(M):-i (9)

を定義したo十分大きな系では絶縁体相での電子の波動関数は局在しているので､EMは有限の億で

飽和し､A(M)はMの減少関数となるであろう.逆にEMがMよりも早く大きくならなければ､有
限の伝導度が得られないので､金属相ではA(〟)は増加関数である｡さらに､転移点直上ではA(〟)

はAcというサイズに依存しない億を取る.こうしてA(M)が先程述べた一般論でのhに相当するこ
とがわかる｡

上記の議論をunitaryユニバーサリテイクラスに属する､磁場中の3次元不規則電子系を記述

するハミルトニアン､

H- -i∑eieiJafa,･+∑viaJai (10)
<i,3'> t

に応用した結果を紹介しよう【12】｡簡単のため､格子は格子定数αの単純立方格子とし､ホッピン
グは最近接格子間のみに生じるとしよう｡サイト上のエネルギーViが-筈から筈の閲の一様乱数に

なっているとして､不規則性を導入する｡Oi,31は磁場によるアハラノ7-ボーム位相を表し､磁場の

大きさは､磁場に垂直なx-y面内の単位格子を貫く磁束と磁束量子4･O-hc/Ielとの比､

さ:-慧 (ll)

で特徴づけられる.このモデルで転移点wc､臨界指数U､及UhAcを計算し､これが磁場にどのよ

うに依存するかみてみる｡
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まずこのスケーリング理論の大前提である(5)式をA(〟)が本当に満たすかどうか､確かめて

みる.図4に様々なサイズ､磁場､不規則性のもとでA(M)を計算し､Eをうまく選んで､E/Mの

関数としてプロットしたものを示す｡するとすべてのデータが一つの曲線にのっていることがみて

とれる｡A｡を境に､上の分岐が金属相､下が絶縁体相となっている｡こうしてスケーリング則が確

かに成立していることが数値的に確かめられる｡

-4 -3 -2 -1 0 1 2

h(VM)

← hA

図4:A(M)とE/Mの両対数プロット.不規則性の強さW/tは17･0から19.0の範囲で､Mは5か

ら10の間で変え､また磁場の強さ卵ま0,0.05,0,1,0.2,0.4としている.Eをうまく選ぶことによ
り､すべてのデータが一つの曲線にのることがわかる｡〟が大きくなると増加する上の分岐が金属

相で､逆に減少する下の分岐が絶縁体相である｡文献[12]による

次に(7)を用いて臨界指数Z/とAcを評価したのが表である｡表から明らかなようにWcは磁場さ

に依存しているが､U､Acは誤差の範囲で一致しているOアンダーソン転移点付近での局在長の発
散の仕方は､磁場の大きさには依存しない値となっ七いる.

表:転移点wc､A｡､及び臨界指数Uの磁場依存性o
¢ 0.05 0.1 0.2 0.4

wc/i 17.67j=0.~14 17.81士0.12 18.b6土0.13 17.93土0.15
A｡ 0.57士0.01 0.58土0.01 0.59土0.01 0.58士0.01

〝 1.28土0.15 1.33土0.18 1.36土0.15 1.38土0.17

磁場をかけた系での臨界指数Uは他のモデルでも計算されてる｡応用上面白いものとして､例え

ば強磁場中の2次元電子系を層状に重ね､層間にホッピングを許すことにより3次元方向の運動も

とりいれたモデルがある【13,14】.このような系でも同様の方法で臨界指数Z/は1.3程度であると評

価されている【15,16】｡

磁場がかかっていないときのアンダーソン転移の臨界指数は以前から1.3-1.5と見積もられてお

り､A｡は0.59土0.01と評価されている[7,101｡磁場がかかっている系とかかっていない系では系

の対称性が異なるので､二つの系での臨界指数は一般には異なる値をとると予想されるが､実際の

計算結果は誤差の範囲で一致している｡最近､スピンー軌道相互作用が強いsymplecticな系でも臨

界指数Z/が1･3土0･2となることがわかった[171.これが単なる偶然の一致なのか､何か理由がある
のかは現在のところ明らかではない｡
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アンダーソン局在の問題を非線形シグマモデルに帰着させ【18,19ト摂動計算を高次まで行う方

法がある[20,21】｡この方法で得られる臨界指数の漸近展開.は､うまくパデ近似等を行わないと臨

界指数に対する不等式[22ト
Z/≧2/d (12)

をやぶってしまうという問題点がある｡非線形シグマモデルを､摂動計算でなくモンテカルロシミュ

レーションで解析した研究によると､臨界指数は1.1程度であり､数億スケーリング法の結果とほ

ぼ同程度の億が得られている【23】｡

3.転移点におけるスケール不変性

転移点直上では､局在長およびコヒーレンス長が発散しており､系を特徴づける長さのスケー

ルが存在しない｡そのため様 な々興味深い現象がみられる｡ ランダムな系での固有エネルギーの分

布､即ち準位統計【24,251を例にとろう｡

まず､転移点での準位統計が定義できるかどうか考えてみる.相関長Eより系の大きさLが小

さければ､その系は十分臨界点に近い､いわゆる臨界領域にあると思ってよい｡局在長Eは転移点

近傍で､E～lE-Eel-Uで発散する06E～L~d/2とし､]E-Ecl<SEというエネルギー領域を考
えると､このエネルギー領域で相関長は､前出の不等式Z,≧2/dより

E～LE-EcJIU>Ldu/2≧L (13)

となるので､Eは必ず臨界領域にあることがわかる｡すると､この臨界領域にあるエネルギー準位

の数Ncは､エネルギー準位の平均間隔を△(∝L-a)とすると､

Nc∝6E/A∝Ld/2 (14)

と見積もることができる｡このことから､熱力学的極限(L-∞)においては､臨界領域のエネル
ギー準位の数を十分大きくとることができることがわかり､転移点における準位統計というものが

意味をもつことがわかる｡

前節で述べたように絶縁体相では固有値がポアッソン分布になっており､金属相ではWigner-

Dyson分布が実現している｡転移点上では､Wigner-Dyson分布とは異なる転移点特有の第3の分

布関数が実現している可能性がある｡実際､そのような第3の統計､いわゆる臨界準位統計が存在

し､系のスケールによらないユニバーサルな性質を示すことが､数値計算によりいくつかの場合に

ついて示されている【26,27,28,29,301｡このような転移点上のスケール不変な準位統計は､アン

ダーソン転移における他の臨界現象とも密接に関係している可能性があり【31,32ト その詳しい解

析が現在盛んに行われている【3司｡
上で触れた棟に､転移点直上では系のミクロな構造に依らないスケール不変な振舞いが見られ

る｡その一つとしてよく研究されているのが､波動関数のフラクタル構造である｡転移点における

波動関数のフラクタル性については量子ホール系 [34】やorthogonalな3次元系 【351などにおいて

盛んに議論されてきた【361｡

ここでは､波動関数のフラクタル性が電子の拡散の梯子にどのように現れるかを見てみよう｡2

次元系において､時刻 t=Oで局在していた波束がランダムポテンシャル中を拡散してし､く現象を

考える.時刻tでの波動関数 I車(i))はハミルトニアンH と初期状態 悼(0))を用いて

14･(i))-exp(-iHt/a)J車(0)) (15)

で与えられる.ここで､時刻tでの波動関数14･(i))と初期状態 14･(0))との重なり

C(i)-;/:d佃 (棉 (o))l2 (16)
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を考えてみよう｡初期状態として空間的に局在している状態を考えているので､この畳は電子の再

帰確率 (retum probability)を時間平均したような量である｡

電子の拡散が金属相のように拡散方程式で記述される場合､拡散半径はJiに比例し波束の拡が
りはtd/2に比例することからC(i)の漸近的振舞いはC(i)～rd/2となることが予想される. しか

し､波動関数やエネルギー準位にフラクタル構造が存在する場合には､この指数が系のフラクタル

構造を反映､して､d/2からずれることがわかっている【37】｡つまり半径がrであっても波束のしめ
る体積がrdにならないのである｡

波動関数のフラクタ)I,次元 D2は転移点での波動関数の密度相関の代数的減衰り

掴 (0)l2回(r)I2)∝㍗-2り (17)

を表す指数甲と

D2-a-2叩 (18)

という関係で結ばれている｡一万､2次元系では､臨界点でのスケール不変性に基づく議論により､

再帰確率の減衰の巾'C(C(i)∝rK)は､密度相関の巾りとrc-1-甲と関連づけられることがわ

かる【38,39】｡したがって､2次元系の転移点直上では､再帰確率の漸近的振舞いは

C(i)αrD2/2 (19)

となり､通常の拡散方程式から予測される巾よりもゆっくり減衰することになる【40】｡これは半径

Jiで拡がっている波束のしめる体積が､フラクタル構造のためにtD2/2となっていると考えれば理
解できるであろう｡実際､量子ホール系やスピンー軌道相互作用のあるランダムな2次元系におて

JC-D2/2という関係は数値計算によって確認されている.たとえば､量子ホール系では､フラク

タ)i,次元D2-1.62士0.02[391に対し､指数fC-0.81土0.02[39]と評価されており､またスピンー軌

道相互作用の強い2次元系においても､D2-1.66土0.05【41]及びFc-0.84土0.03【42】と評価され
ている.特に後者の場合､モデルの詳細をかえても転移点上にいるかぎりFcの値は不変となるとい

う結果が得られており､転移点において､波動関数が模型のミクロな構造によらないユニバーサル

なフラクタル構造をもつことを示唆している｡

また､臨界点上における相関関数の共形変換に対する不変性を仮定することにより､擬 1次元

系におけるGreen関数の規格化された崩壊長A｡(2.1節)と2次元系における波動関数の臨界点で

のフラクタル構造とが関係づけられることが予想されている【36,43,44】｡それによれば､ある近似

[41】のもとで､2次元系における相関関数の代数的減衰の巾りと､擬1次元系におけるAcとの間に

り-去 (20)

という関係が成り立つ｡このような､2次元での臨界波動関数のフラクタル構造と擬1次元系の波

動関数の指数的減衰との関係は､数値的にも量子ホール系およびスピンー軌道相互作用の強い2次

元系などにおいて議論されている【40,41,44】｡

4.パーコレーション理論との比較

不規則性を弱くしていくとあるところから電流が流れ始めるという現象は､パーコレーション

理論でも盛んに議論されてきた【451｡パーコレーションとは正方格子などのサイトをランダムに点

が占有していったとき､点がある密度に連すると系全体に拡がる点のネットワークができる現象で

ある【45】｡点を電流を流すことのできる領域と考えると､これは金属-絶縁体転移を記述すること
ができる｡
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パーコレーションとアンダーソン転移は密接な関係がある｡パーコレーションでも相関長を定

義でき､転移点(パーコレーションしきい値)での発散を特徴づける臨界指数を定義できし､伝導度

の消失を特徴づける臨界指数､転移点でのフラクタル構造などが議論できる｡しかしながら相違点

も多い｡例えば2次元ではアンダーソン転移は一般には存在しないが､パーコレーション転移は存

在する｡また3次元系での例えば臨界指数βはパーコレーションでは2.0と評価されており､アン

ダーソン転移の理論､および実験と定量的に一致しない｡これから逆にアンダーソン転移にはかな

り量子効果がきいていることがわかる｡

5.様々な系でのアンダーソン転移

本サブゼミではランダムポテンシャルによって引き起こされるアンダーソン転移が､系のミク

ロな構造にはよらないユニバーサルな振る舞いを示すことを紹介した｡数億計算によると､相関長

の発散を特徴づける臨界指数L'は､3次元系ではモデルや磁場の大きさによらず1.3程度である. こ

の億は磁場がないのときの億と誤差の範囲で一致している.またsymplecticな場合も同程度の臨

界指数が得られている.臨界指数Z/は系の対称性には強く依存しないようである.一方､転移点直

上での物理量､例えば準位統計はモデルのミクロな構造によらないユニバーサリティを示すが､系

の対称性を敏感に反映し､ユニバーサリテイクラスごとに異なる振る舞いを示す｡ここではふれな

かったが､転移点での準位間隔分布関数等は系の対称性により異なる振る舞いをすることが2次元

系で示されている[27,28,30】｡転移点での現象は実験的にはほとんど調べられていないが､これは

準位統計やフラクタル構造が測定可能な物理量のどのように現れるか､対応づけるのが困難である

ためである【461｡実験との比較をするためにはより一層の研究が必要である｡
アンダーソン転移の本質は､ランダムネスにより空間の並進対称性が破れ､それによって散乱さ

れた波が干渉して局在波ができることにある｡本解説ではランダムポテンシャル中の電子系に限っ

て議論したが､非一棟磁場などのベクトルポテンシャ)t'がランダムな系でも､アンダーソン転移は

生じる[47】｡また誘電率が空間的にランダムな媒質中を伝搬するフォトンも【48ト不規則な格子を

伝搬するフォノン【491もアンダーソン転移を示すことが期待される｡こうした系での転移がユニ

バーサルな性質を示すかどうかは､今後の研究を得たねばならない｡

最近､短距離型反発力で相互作用する2電子の局在問題が､通常の1電子局在問題と全く異なっ

た振る舞いを示すことが指摘され､注目を集めている【50,叫 ｡このように相互作用する不規則電

子系におけるアンダーソン局在は大変興味深く､また実験との比較の上でも重要である｡アンダー

ソン転移が実験的に調べられている系では､多くの場合､多体効果による特異なふるまいが観測さ

れており､これが数億計算と実験結果が合わない一つの原因だと思われる｡相互作用する不規則電

子系でのアンダーソン転移の研究は､今のところ摂動計算が主で【52ト 数億的研究は精力的にはな

されていない｡相互作用の効果が､アンダーソン転移にどのような変化をもたらすのかという開港

は､非常に興味深い重要な問題である｡
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