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研究会報告

Quantum MechanicswithSupersymmetry
onaCurvedSpace

常葉学園浜松大学 中村 正義 ･岡本 直千

1.はじめに

ユークリッド空間に埋め込まれた部分多様体に拘束された力学系の量子

化の開港は,曲面上の量子論の1つとして広く研究されているが【11,このよ

うな系の量子化に際して,operator-orderingの問題が生じることはよく知ら

れていることである.この間題に対して系の持つ超対称性はしばしば重要な

役割を果たしており【21,曲面に拘束された力学系の量子力学の超対称版を

考察することは大変興味深い問題と思われる.

一般に,拘束系を量子化するアプローチは2つに分けられる.第 1の方

法は,古典レベルで拘束を解き,次いで縮減された位相空間で量子化するも

の【3,41であり,第2は最初に 平̀坦'な位相空間で量子化し次に拘束条件を

演算子方程式として課す方法であるが,この2つの方法が等価でない場合が

しばしば生じている.第 1類 (鮎stclass)の拘束の場合について,この間題

は広 く議論されている【5].
第 2類 (secondcla月s)の拘束に対する第2の方法の1つは,経路積分に

よる拘束系の量子化の基礎としてBatalin-madkin[61によらて提案された.

正準量子化による方法の1つは,射影演算子法 【71として我々によって提案

された.これら2つの理論は,演算子レベルで等価であること,第 1の方法

では導出されない 量̀子効果'の項を与えることが示されている酢
ユークリッド空間に埋め込まれた曲面に拘束された力学系は第2類の拘

束系となるが,この量子力学はもっぱら第1の方法で議論されてきた.そこ

で,これを第2?方法 【91で考察することは有意義であると考えられる･

本講演ではこの間藩を射影演算子法を用いて,̀量子効果'に焦点をあて

て論ずる.

2.曲面上の起対称自由粒子

RN をxt'(i-1,･･･,N)を座標とするN次元ユークリッド空間,G2を

グラスマン変数 C｡(α-1,2)によって張られた空間として RN xG2上の
超場 軒'を

が - xt'+ieaβOq4,A+(1/2)ieaβ0α0βFi (i-1,- ,N) (1)

とする.超共変微分 DαをDα-∂/∂α-iOa∂/atとして系のラグランジア
ンを

Lo=-(1/4)/d20DqOieaβDpOi
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とする.これは,生成子を Qα-∂/∂α+iOa∂/atとする超対称変換 縄.'-

-eαQα◎iのもとで作用 S-IdiLoを不変とする.系をRN 内の曲面 M N-1

に拘束するために G を C∞級関数として ◎にG(◎)-0を課す.これは
成分でん

G(x)-0,4,iG.･-0,K-FiGi-(1/2)i(才･4,i)Gi5-0 (3)

とな･a･ここに,Gi.･･,･-ai:-a,･G,ai-∂/∂xi,(4,i･4,3')-艇 αβ城 である･

拘束 (3)を受ける系のラグランジアンは,実変数 x,Yおよびグラスマ

ン変数 丁αを導入し,(2)をβについて積分すると

L-(1/2)iiii+(1/2)iQ示i+(1/2)FiFi+i'α鴎Gi+XG+YK (4)

となる.

ラグランジアンLを出発点としてハミルトニアン形式に移行して正準

量子化をする.座標 ･運動量演算子の正準共役の組は ((xi,p.･),(鶴,IIT),

(Fi,pI･F),(Tα,Aα),(X,PX),(Y,pY))となる.これをC(0)と表す.このと

き,C(0)は第 1次の拘束 (primaryconstraint)

x㌻-rIT+(1/2)i4,i, PF-Aα-PX-pY-o (5)

を受ける.第1次拘束 (5)に伴うラグランジュの未定常数に対する演算子を

pta,I/a,ut',V,W とすると系のハミルトニアンは

Hp-H..+(止,xT)+Iz,α,Aα)+(ui,pip)+tv,pXl+(W,pY) (6)

となる.ここにH.は正準ハミルトニアン

Ho-(1/2)pips-(1/2)FiFi-iTα鴎G.･-XGIYK (7)

である.また,i(I)を演算子 fのグラスマンパリティとして(I,9)は対称

化積 (1/2)tfg+(-1)<(I)i(a)gf)である･第 1次拘束の.時間発展に村するコ

ンシステンシイ条件より,第2次拘束 (secondaryconstraints)が得られ,ラ
グランジュ未定常数が決定される.第1次 ･2次を合わせた時間発展にコン

システントな拘束の組は,これを適当なサブセットに分類して以下のように

得られる:

S(1): PF-0, F+YGi-o

S(2): PY-0, K-0

S(3)‥ PX-0, iGi3',pit,P,･)+iTα鴎Gi,･G3'+XGiGi+YGiK.･-0

S(4): A=0, (鶴Gi3,pJ･)+(pt,G号-0

S(5): x㌢-0

S(6): a(x)-0, tGi,pi)-0

S(7): 鶴Gi-0,
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3.演算子の射影

射影演算子法 【71に従い,C(0)を拘束 【8】を満たすように変換する.拘束

S(n)に対する射影演算子を P(n)(n-1,- ,7)として,これを

p(1) p(2) p(3) p(4) p(5) p(6) p(7)

C(o)ー C(1)- C(2)- C(2)- C(4)- C(5)- C(6)- C(7)- C(F)(9)

の順序で実行する.ここに

C(n)-p(n)C(n~1), p(n)-p(n)(C(n~1)) (n-1,- ,7) (10)

である.

一連の射影 (10)により正準共役の組 C(F)は

C(F)-((xi,pi),鶴)

となる.C(F)は拘束

G(I)-0, (Gi,pi)-0, 鶴Gi-0

を受け,正準交換関係

lxI',pi1-ihW',･,

bi,P,･]-ih(n,･∂kn.･- ni∂kn,･)-hWkiWL,･Gkt"IQam,4,:),
[紘 p,･]--ihniwk,･∂knt4,i,

鵬,4,b]-hW'3'6αβ,

に従 う.ここに niは

ni-Gi/

(ll)

(12)

(13)

(14)

で与えられる,曲面 G(x)-0の単位法線ベクトルに対応する演算子であり,

Wi3･は

Wij-6i3･-nin3･ (15)

で定義されるG(x)-0のタンジェント方向への射影を与える演算子,a.･,･;kt=
Gi,･GkL/GmGmである･

系のハミルトニアンは射影 (9)により

HF -(1/2)pips+(1/8)Gi,･;kL(4,i･4,3')(Qk･少)+HQ (16)

となる.ここに付加項 HQは

HQ-(3/8)h2G.･,･;i,･+(5/8)hGi,･;ikn3'nk+(3/8)h2Gi,･･,ktnin''nknt (17)
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で与えられる量子補正項である.

4.まとめ

RN 内で G(x)-0で定義される曲面に拘束された超対称自由粒子の量
子化を射影演算子法を用いて実行し次の結果を得た:

(1)演算子の正準交換関係は対応するデイラック括弧の演算子形 と一致
する.

(2)射影されたハミルトニアンは第1の方法では得られない付加項 HQ を
含む.これは演算子の非可換性による量子効果と解釈できる.

また,付加項 HQ の存在により,系の超対称性が演算子レベルで成 り立

たなくなることが示される(プレプリント準備中)･
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