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量子系における統計力学の基礎に関する数値的研究
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斉藤 圭司

1 序

1.1 はじめに

この論文で我々は､平衡系と非平衡系の統計力学の基礎的な諸性質が量子力学系の純粋

な時間発展の中でどのように成立していくかを数値的に調べていく｡統計力学におけるア

ンサンブル理論の成立条件や熱伝導のフーリエの法則の成立の起源に関する問題は古くは

ボルツマンにまで遡る古い問題である｡ しかしながら､それらの成立条件は今に至るまで

明確な形では与えられていない｡我々の目標は､これらの諸現象を実際に示す量子力学系

を具体的に見つけ､量子系においてその起源を解明するための基盤を作ることである｡

具体的にこの論文では2つの問題が議論される｡ 1つは統計力学の成立 (カノこカル分

布の成立)が､熟浴とみなされる力学系の大きさにどのように依存するかであり (平衡系

の問題)､もう一つは系の両側に異なる温度の熟浴をつけた時に､系に現れる熱伝導の性質

がもともと持つ力学系の性質にどのように影響されるかである (非平衡系の問題)｡前者の

問題では全系が正確にSchr6din'ger方程式に従って時間発展する時､部分系に現れる統計

力学的振舞いが調べられる｡特に部分系におけるエネルギー分布の長時間平均がカノニカ

ル分布とどの程度一致するか､またその一致の度合はどのように熟浴のサイズに依存して

いくかを詳細に調べていく｡ 後者では､熱浴と接触する量子多体系の運動をシミュレート

する方法を新たに提唱することにより数値実験を可能にし､主にフーリエの法則が現れる

か否かに焦点をあて議論を進めていく｡

この論文は以下のように構成される｡ 1.2節 では我々がモデルとして採用する量子スピン

系について特に系の非可積分性に力点をおいて説明する｡2章では､系における統計力学

の成立とその成立の度合のサイズ依存性について詳細に議論する｡3章ではこの論文にお

ける主要な問題となる量子系における熱伝導についての議論を展開する｡ そして最後に4

章でまとめと簡単な議論を行なう｡

1.2 力学系

我々がこの論文で用いる量子力学系のHamiltonianは以下のように表される｡

〟 〟 〟

H - α∑ JZJ孟+1+E∑q芸+ 7∑ JkF,k=1 k=1 k=1 (1)

ここでo･kZはk番目の格子上にある スピンを表すPauli行列の Z成分である占αはIsing的

な最隣接相互作用の強さを表し､i,Tはそれぞれx方向､ Z方向の磁場の強さを表す｡い

ま系には周期境界条件を課すものとする｡本研究ではHamiltonian(1)において､TがOの

場合とOでない場合の2種類の力学系を取り上げ､議論していく｡7-0の系は可積分系

と呼ばれる. これはHamiltohianがJordan-Wigner変換を施すことにより次のような自由

フェルミオンの藤式で書けるからである【1)0

H s- 2α∑ ((cosk･三 )2+ sin2kH (bkTbk 一 芸),
l

k
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量子系における統計力学の基礎に関する数値的研究

ここで bkは波数 kのフェルミオンの消滅演算子である｡7≠0の場合はこのように､解
析的にモード展開する形で対角化をすることができないので非可積分系といわれる｡ こ

のように､γが 0であるか否かで系が解析的に解けるか否かの違いが現れるため､この

Hamiltonianは力学的な問題を考えるのに適しているのである｡この論文では一貫して､パ

ラメータを可積分系に対してはα-0.5,7=0.0,i-1.0ととり､非可積分系に対しては

α-0.5,7-0.5,i-1.0ととる｡

この2つの系は積分可能性以外にもEnergyIJeVelSpacingspectrumにも特徴的な違い

が現れる｡ まず始めにそのSpacingspectrumの求め方を説明し､その次に実際にこの量子

スピン系に対するEnergySpacingspectrumを求めてみよう｡
最初に状態密度を求める必要がある｡

nav(E)-去R(E<E,･<E･△E), (3)

ここで況(E<E,I<E+△E)はE～E+△Eのの値を持つEnergy固有値の個数を表す｡
ここで△Eは値をわずかに変えても状態密度があまり変わらないような小さな値をとる｡次

にLevelSpacingを定義する｡

S3･- n av

E3･-1+ E3･
)(E,I- Ej-1)･ (4)

これは状態密度でスケールされた最隣接EnergyLevel間の間隔である｡こうしてSpacing

spectr11mは

p(S)-孟 押 S<S,･<S･△S), (5)

のように求められる｡ここでJVsはSpacingの全個数であり､△Sは△Eと同様にP(S)を
変えない小さい値である｡

一般的に このspectrumは､力学系の種類によって 以下に述べるよう'なユニバーサリティ

を持つことが､経験的に知られている【2,31｡系のHamiltonianに幾何学的な対称性があ
るような時､そのEnergy固有値には縮退が存在する｡このような場合､spacingspectrum

は次のPoisson分布に従う｡

Pp｡,iss.Jll(S)･△S-exp(-S)･△S (6)

一方相当する古典系がカオスLであるあるような量子力学系では､レベル間に反発が起こり

縮退は解け､Spacingspectrumは全く異なる様相を里する｡このような非可積分系は系の

持つ対称性の種類により､RandomMatrix理論における直交アンサンブル(G.0.E),ユニ

タリー ･アンサンブル(G･U･E),シンプレティツク･アンサンブル(G･S･E)の持つSpacing

spect,rumを持つ｡これらのSpectrumは次の関数で表される｡

POE(S)- 芸sexp(-;S2),

PUE(S)- 芸S2exp(一芸S2),

PSE(S)- 蒜 S4exp(一芸S2)

- 5 13 -
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poEはWigner分布といわれ､最も多くの系で観測されるspectrumである｡ ここで､我々

が用いる量子スピン系に対しそ spacingspectrum を見てみよう (同じようなスピン系に

対するレベル統計の例として【4】参軍)O系のサイズをN-9とすると可積分系に対する
spectrum はFig.1.2.1に示されるようなになり､非可積分系に対してはFig.1.2.2のよう

になる｡ ここで示したグラフは､平均のSpacingが1になるように規格化されている｡
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また､グラフ中に描かれている2本の曲線は､Wigner分布 (7)とPoisson分布 (6)を表し

ている｡これを見ると分かるように､可積分系の分布はPoisson分布に近く､非可積分系の

分布はWigner分布に近い｡Poisson分布はSpacingOで有限な値をとるのに対し､Wigner
分布では0の値をとるので､可積分系は非可積分系よりも縮退が多いことを示している｡

非可積分系ではレベル問に反発が起こり縮退が解けている｡実際可積分系では､非可積分

系でも保存される全エネルギーと波数以外に､フェルミオンの個数も保存しているので､

そのことから縮退が多いことは予想されるOまた非可積分系におけるレペ)i,間の反発を直

接理解するためにレベルの7依存性を調べてみると､Fig.1.2.3のような結果が得られる｡
これはレベルのごく一部を拡大したものであるが､たくさんのレベルの非交差が起こって

いることが分かる｡ 以上のようなことから､我々の用いる量子スピン系における非可積分

系は､力学的に可積分系より複雑な運動をすることが予想される｡

Levelrepulsion
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Fig.1.2.3:レベルの 7依存性
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2 統計力学の成立の検証

一部分系におけるカノ二カル分布の成立 -

2.1 はじめに

量子力学系と統計力学の関係は未だに明確には分かっていない｡伝統的に系に現れる巨

視的な統計的振る舞いは､全系の大きな自由度にその起源を持つとされて来た｡しか,しな

がら古典系の場合は､少数自由度であっても系がカオスであれば運動は不規則になり､統

計的な振る舞いを示すことができる｡ この決定論的なカオスが､古典系における統計的振

る舞いの起源の有力な候補なのである【51｡ 一方有限自由度の量子力学系ではSchr6dinger

方程式が線形である以上､古典系における意味でのカオスは存在しない｡それにもかかわr
らず JensenとShankarは､少数自由度量子力学系で平衡統計力学が適用できることを数

値的に示した【6】｡彼らは サイズ 7の量子スピン系の孤立系で､x方向の仝磁化の長時間
平均が全体の Energyだけに依存し初期状態の詳細には依らないこと､統計力学の基本原

理である等量率の原理が成り立っていること､を数値的に観測した｡さらに加えて彼らは､

この性質が可積分系でも非可積分系でも同様に満たされるだろうと予言した｡このように

少数自由度であっても統計的振舞いを示す力学系は存在し､実際は統計力学の起源は明確

には分かっセいないのであるO

この章では量子系のJensenとShankar等の研究を更に深めた研究をしていく【231｡我々は

彼らと同じモデルを用い､特にEnergy平均 とEnergy分布平均のsystem-size依存性に焦

点をあてることにする｡まず有限自由度の仝系を､概念的に2つの部分に分ける｡1つは

部分系であり､もう1つは熟浴である｡ ここでは部分系におけるEnergyの平均とEnergy

分布を詳細に調べていく｡平衡統計力学によれば､Energyの長時間平均は熟浴の状態密度

から予言でき､Energy分布の長時間平均は 系'のサイズ無限大の極限ではカノニカル分布
になるはずである｡部分系として2個のスピンからなるものを考え､これらの性質がどの

ように成り立っていくかを観測しよう｡(類似の問題として 【7】を参照)｡その結果､我々は
シミュレーションによる長時間平均と統計力学的予言値は非常によく一致し､熱浴のサイ

ズが大きくなるほど一致の度合は増すことを見出すことができた｡また可積分系と非可積

分系においては､走性的な違いはなく､統計力学が非常によく成 り立つことを実証するこ

とができた｡

この章は以下のように構成される｡ まず2.2節では全系のHamiltonianの説明とEnergy

平均について調べる｡次に2.3節で温度を2つ定義しそれを比較していく｡2.4節において

はEnergy分布を求め､最後に2.5節で結論とその結論の安当性について議論する｡

2.2 Energy平均

我々の用いる系は以下の Hamiltonianで記述されるサイズ 〃の 1次元量子スピン系で
ある｡

HT -Hs+HR+Hi,1I

- 5151
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2 2

Hs-αJz(i)crz(2,)+E∑C,a･(k)+7∑ qz(k)
k=1 k=l

〟-1 〟 〟

HR -α∑Jz(k)o･Z(k十1)+E∑ o･2,(k)+7∑ Jz(k)
k=3 k=3 た=3

Hi.､t - 入to･Z(N)JI(1)+Jz(2)JI(3))

全系の Hamilt.onianHTは第 1章で説明した Hamiltonian とまったく同じである｡Hsと

HRとHilllはそれぞれ部分系､熱浴､その間の相互作用を表わす｡ここで相互作用の強さ
である人はαと同じ値にとる.我々は部分系を2個のスピン系から成るものとして固定し､

全系のスピン数〃を6から12まで変化させる｡そして部分系のEnergyの長時間平均と､
統計力学的平均をこれから説明するような方法で求め､比較を行なう｡

部分系のEnergyの長時間平均 (E)tは次のように求められる｡

(E)I-TILn*LT*･(i)HsMt)dl (14)

ここで4,(i)は時刻tにおける全系の波動関数である｡我々はこれをN-6からN-9に
対しては数値対角化の方法で求めた｡Ⅳ=9以上に対しては､コンピューターのメモリー
の限界から対角化の方法が使えないため､Schradinger方程式i84,(i)/ai-HT4,(i)を 時
間幅0.01の4次の Runge-Ktltta法によるシミュレーションを行なって求めた｡この2つ

の方法により求められる値が同じ値を与えることは､Ⅳが6から9に対して確認した｡

統計力学的平均は統計力学の原理に基づいて計算される.まず､EnergyEにおける熱浴の

状態密度をD(E)と書き､全系の EnergyをEtotと書く｡統計力学の標準的な議論によれ
ば､部分系が EnergyEsysをとる確率Pst(Esys)は

~Pst(Esys)-CD(Et｡It- Esys) (15)

と書けるO ここで Cは規格化定数である｡状態密度D(EHま△を適当な値にとって､ど-△
とE+△の間にあるHRの固有値の数 として決める｡こうすることによって､本来ならデ
ルタ関数の和と表わされる針山状の状態密度を､租視化をして滑らかな関数にする｡△は

Ⅳ=6から〃=9に対しては2.0､〃=10とⅣ=12に対しては 1.5ととった｡このよ
うに選ぶことで△ の値を少しぐらい変化させても､D(E)の値にはほとんど変化を与えな
いようにすることができる｡

部分系のEhergy固有値の数は4つあるが､それらのうちi番目の固有値をEsys(i)と書こ

う｡このとき部分系の統計力学的Energy平均は､

4

(E)stこ∑ Esys(i)Pst(Esys(i))･
1

(16)

と書けるoここで我々は熱浴と部分系の相互作用のHilltの効果を無視していることに注意

しなければならない｡しかしながら､相互作用は部分系と熟浴のEnergyに比べ小さいの
でこの効果は無視できる｡

以上のように長時間平均 (E)tと統計力学的平均 (E)stが求まるので､それらの値を可積分系

と非可積分系において比べてみることにする｡両方の系において､サイズⅣごとに次のよ

-516-
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うにガウス分布から初期状態を決める｡i番目の基底に対する係数をciとする｡その時 ciが

とる倍の確率P(ci)はガウス分布によって､

座,(0))-∑cili) P(ci)-高石expトcl?/D), (17)

で与えられるものとする｡ ここで Ii‖まi番目の仝系の基底であるO このようにして初期条
件を決めると､初期状態の係数の分布はいかなるユニタリー変換の下でも不変になる｡こ

のようにして30個の初期条件をとり､それらに対し2つの値を比較する｡ との各々の初期

条件に対する((E)i,(E)sl)をプロットすると､非可積分系に対してはFig.2.2.1のようにな
り､可積分系に対してはFig.2.2.2のようになる. これらの図で 1つ 1つの点がそれぞれ

の初期条件から得られた長時間平均と統計力学的平均値を表す｡

Fig.2.2.1:非可積分系に対してさまざまな全系のサイズで得られる部分系の長時間平均

と統計力学的平均 (a):〟-6,(b):〟-8,(C):〟-10,(d):〟-12
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Fig.2.2.2:可積分系に対してさまざまな全系のサイズで得られる部分系の長時間平均と

統計力学的平均 (a):〟-6,(b):〟-8,(C):〟-10,(d):〟-12
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2つの値((E)i,(E)st)のずれを見積もるために((E)I-(E)st)の分散をみてみようOこの方
法で測ったずれのサイズ依存はFig.2.2.3に示される｡
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0

0

0

0
.

0
.

0
.

u
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七g!A
a

q

6 7 8 9 10 11 12
Spinnumber

Fig.2.2.3:ずれのシステム ･サイズ依存性

このように長時間平均と統計力学的平均はサイズが大きくなっていくにつれ､より一致し

ていくことが分かる｡可積分系では非可積分系より大きなずれが観測されるが､.サイズ依存

性に関する限り走性的な違いは見られず､〃=12ではほほ両者のずれの度合は一致してし

まう｡ これは､Jensen等の結果を支持する結果である｡我々の初期状態の決め方はEnergy

に対してでなく位相空間において､ランダムにとるという取り方をしたので当然のことと

してそれは高温付近､つまりEnergyO付近に相当するものが多くなっている｡ また初期条

件をランダムにとったことから､系の保存量の固有状態を選ぶ可能性があるが､これらの

図をみる限り､サイズが大きければ保存量はほとんど影響していないことが分かる｡さら

にサイズが小さい時でも､2種類の平均はよく一致していることが分かる｡ また傾向が突

然変わるようなサイズの境界値のようなものは観測されなかった｡

2.3 部分系の温度と全系の温度

次に2種類の温度Ps,Sとβt,,tを定義してそれらを比較する.βS,Sは平衡状態における部
分系の温度のEnergy依存性から求める｡式で示すと､

Ps,S- f-1((E)I)

.,,,､_さ exp(-βEs,S(i))Esys(i)
∫(β)≡∑I'=1 Zs
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である｡βt｡tは平衡状態における系の温度のEnergy依存性から求める｡即ち､

Ptl,t - 9-1(E.〔也l)

_′D､ _ 羊 exp(-βET(i))ET(i)
g(β) ≡ ∑麦i Zt

(19)

である｡ ここで､ET(i)はHTのi番目の固有値である｡ こうして得られる温度を様々な初
期状態に対 して求め､Fig･2･3･1とFig･2･3･2に示す｡横軸はβsysであり縦軸はβt.二,tであるO

これらも先程の Energyの平均値と同じ様に両者は一致する傾向があり､大きなサイズで

は力学系によらないことが分かる｡

Fig.2.3.1:非可積分系に対してさまざまな全系のサイズで得られる2つの温度βsysと

PtC,I (a):N-6,(b):N-8,(C):N-10,(d):N-12
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Fig.2.3.2･･可積分系に対してさまざまな全系のサイズで得られる2つの温度 βsysとβtot
(a):〟-6,(b):〟-8,(C):〟-10,(d):〟-12
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2.4 Energy 分 布

部分系における Energy分布を求めてみる｡量子統計力学によれば部分系の固有状態に
対するEnergy分布はカノニカル分布 を形成する｡そのことを確かめるために､我々はこ

こで 3種類の Energy分布を定義しそれらを比較する｡lEs,S(i))を部分系におけるi番目

の固有 EnergyE8yS(i‖こ対する固有状態とする.まず次のように(18)で得られる逆温度
βS,Sに対するカノニカル分布を求めるo

Pc(i)-
exp(-Ps,SEsys(i))

次に2.2節で説明した熟浴の状態密度から得られる統計力学的分布Pslを求める｡

Pst(i)-cD(Etotal-Esys(i))･

(20)

(21)

最後に全系がSchradinger方程式に従って時間発展していくときに､実際に部分系の固有

状態が実現する確率

pJi)-TILn* r I(Esys(i)榊 ))L2dt, ｣ (22)

を求めるOここで*(i)は全系の波動関数であり､2N 個の基底を持つOまた､IEs,S(i))は
部分系の4つの基底を持つ｡したがって(Es,S(i)r4,(t))は熱浴の2N-2個の基底を持つ縮約
波動関数を表わしていることになる｡

2.2節でも言及したが､(17)で得られるほとんどの初期条件のEnergyは高温領域E ～0

とな?てしまう｡ したがって､ほとんどの初期条件に対するEnergy分布は触tな分布と

なってしまう｡実際､我々は これらの初期条件に対する(Pc,Pt,Pst)の分布がflatになっ
ていて､これらの分布がほぼ一致 していることをことを観測した｡ここでは､低温領域

のEnergy分布を示してみる.各サイズ､各力学系における典型的な分布をFig.2.4.1と

Fig.2.4.2に示した. これをみる限りN-6のような小さな熱浴の時でさえ3種類の分布

は良い一致を見せていることが分かるであろう｡ この図より､今我々が用いている少数自

由度力学系において､Energy分布をみることにより'温度 'を定義できることが分かる｡

これまでの節では部分系におけるEnergyの期待値が統計力学における等量率の原理を用

いて得られる値と一致していることを示してきた｡この節ではさらに､統計力学における

Energy分布に対する仮説を検証したことになる｡
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Fig.2.4.1:非可積分系に対してさまざまな全系のサイズで得られる3種類の分布 (20)-

(22)(a):〟-6,(b):〟-8,(C):〟-10,(d):〟-12
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Fig.2.4.2:可積分系に対してさまざまな全系のサイズで得られる3種類の分布(20)-(22)

(a):〟-6,(b):〟-8,(C):〟-10,(d):〟-12
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2.5 まとめと議論

我々は､小さい系でも統計力学が成り立っていることを検証した｡2.2節では2つの方

法 (14)と(16)で得られるEnergyの平均値を比べ､この系でエルゴード性 が満たされて
いる (時間平均とアンサンブル平均が一致する)ことを支持する結果を得た｡2.3節では2

種類の温度を定義し､それらが⊥致することを示した｡ そして2.4節では,2種類のEnergy
分布 PstとPtがカノニカル分布Pcにほぼ一致していることをみた｡このことから､我々は

Han1iltonian(10)I(13)で表わされる量子力学系がJensenとShankar等の議論よりもっ
と本質的な意味で統計力学を成立させていることを示すことができた｡つまり､サイズの

大きな〃-12のような系では等量率の原理が成り立っているだけでなくはEnergy分布か
ら温度を定義することができるのである｡

この系でカノニカル分布が成立することを確証するため(10)-(13)を修正したHamil-
tonianを作り前節まで行ってきたことと同じことを行なってみた｡ここでは部分系は3つ

のろピンから成り､それら各々がすべて熟浴に接触している｡パラメータは(10)-(13)に
おける非可積分系の場合の値が用いられる｡

2 3

Hs- α∑ qz(i)qz(i+1)+E∑ crx(i)
i=1 i=l
7 7 7

HR - α∑ Jz(k)Jz(k+1)+E∑ Jx(k)+7∑ qz(k)(周期境界条件)
k=4 k=4 k=4

Hi,､t - 入iJz(1)Jz(7)+Jz(2)qz(5)+Jz(3)Jz(4))

この新しい系でも前節までみた結果と定性的には同じ結果を得た｡更に､前節までみてき

た量子スピン系は反強磁性体の系であったが､強磁性体の場合も調べてみた｡その結果､

この場合も定性的に同じ結果を得た｡このようにして我々が用いた力学系は､幾何学的な

構造を変えても統計力学を非常に良く成立させることが分かり､我々が前節まで見てきた

ことが､力学系をたまたま特殊な幾何学的構造にとったからではないということが示され

たのである｡
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3 非平衡状態における統計力学

- 熱伝導 -

3.1 はじめに

熱伝導におけるFollrierの法則がどのような力学系で成立するかという問題はこれまで

数多くの研究がなされてきた｡しかしながら､未だにこの間題に対する明確な答えは得ら

れていない ｡Fourierの法則の解析的な導出は､LorentzgaSに対するBolt,mlann-grad極限

というのがあるのみで､主にこの問題に対する研究は数値計算によるものである【8】｡この
理由は､Fourierの法則は系が十分にchaoticなときに成り立つものなので､摂動的な解析

では対処できないからである'｡ またその数値計算も､例えば格子間が非線形なバネでつな

がれたFermi-Pasta-Ulam型の達成振動子 (FPU格子)【9】や､セル･オートマトン【10】な

ど古典系の研究しかされず､量子系においてはこのような研究はない｡その理由は量子系

では熱浴を付け畠のに大きな困難があるからであるO古典系の場合の熱浴は､熱浴の時間

スケールが系の時間スケールより十分小さいということから､速度分布がMaxwell分布で

あるようなノイズ (Langevinforce)として表現することができ､それは数値計算でも簡単

に実現することができた｡しかしながら量子系の場合は事情が異なる｡量子系は､演算子

の非可換性があるために､系と熱浴を完全に分割することはできない｡したがって量子系

においては､熟浴を系と独立に運動する対象ととらえるLangevinfbrceを用いても系が平

衡に達するかどうかは自明ではない｡量子系における系の時間発展は､まず系を全系 (熱

溶と系)の構成要素の一部としてとらえ､全系の運動から射影して得なければならない｡

しかしながら､実際はそのようにして系の時間発展方程式が得られても､多体系に対して

それを正確に数値的に解くことは､コンピューターのメモリー的にも計算能力的にも事実

上不可能である【251｡このような事情から､量子系における熱伝導の本質的な研究はまっ

たくされてこなかった.(しかしLangevinforce的アプローチによって完全調和格子の熱伝

導を研究したものは存在する【121)

我々はこの章でも第 1章で導入した力学系を用いるが､熱伝導を考えるのでここではそ

れの周期境界条件をはずしたものを使う｡ そして数値的に熱浴を付ける方法を提唱し､そ

の方法を使って系に異なる洩度の熱浴を付け､7が0である可積分系とOでない非可積分系

における最終定常状態の温度の空間分布をみていく｡その結果我々は､可積分系では温度

分布は丑atになってしまうが､非可積分系では有限な温度勾配が現れることを兄い出したO

この章は以下のように構成されている｡3.2節では我々の研究との比較の上で重要なこれま

での古典系の研究についてまとめる｡3.3節では部分系の定義と､熱流演算子の導出をす

る｡3.4節 では最も重要な熱浴の問題について詳細に説明し､3.5節ではその方法を使った

シミュレーションの結果をまとめる｡そして最後に3.6節でまとめと､簡単な議論をする｡

3.2 古典系の研究の概要

古典系において最も研究されてきた力学系は､達成振動子系である｡その中で特に､格

子間が Hookeの法則に従うバネでつながれた達成振動子系を完全調和格子､非線形なバネ
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でつながれたものをFPtT格子という｡完全調和格子の最も顕著な特徴は､定常状態にお
けるすべての格子の温度が､両側の熱浴の温度のちょうど中間の温度に収束してしまって､

温度分布が且atになってしまうことである｡更に熟流は熱浴の温度を格子数で割った'勾配'

でなく､単なる'熟浴の温度差'に比例する｡ その結果熱伝導係数が発散するという異常な

ことが起きる[14,15,161. 完全調和格子のHamiltonianは作用変数Jkと､角変数wkを用
いるとH-∑kLJkJk･と表せる. このことからこれらの結果は､波数kをもった粒子が､他

の粒子と衝突なしに自由に飛び回っているという物理的なイメージを持つと､自然な結果

であることが分かる｡

次にFPU格子に対しては数億的な計算によって､次のようなことが分かっている｡ うま
り､Fourierの法則の実現のためには系の非線形パラメータを大きくとり非可積分性を大き

くすることが必要であるということ､熟浴と系との接触点である系の両端において大きな

温度のとびができるということ､そしてその結果系の温度領域は狭くなってしまう､とい

うことである｡ しかしFo11rierの法則の実現に非可積分性が必要であると言っても､非可

積分性が満たされ十分にchaoticな系でどのようなメカニズムでFourierの法則が成り立っ

ていくe)かは､全く分かっていない｡その意味では古典系ですら熱伝導の問題は､平衡系

の統計力学の起源同様なにも分かっていないのである｡その他にも､Green-Kubo公式が

成立するかといった問題も活発に議論されているが､今の我々の量子系の研究ではこの公

式に対する議論ができる段階ではないので､3.6節の議論で言及するにとどめたいと思う｡

3.3 部分系と熟流演算子

我々の考える全系のHamiltonianHTは､注目する系のHamiltonianHsと熟浴のHamil-

tonianHR と相互作用のHan1iltonianHll､tから構成されるo

HT - Hs+HRJAHInt (23)
.〟-1 〟 〟

Hs - α∑q孟Jl+1+ ∑ O.蛋+7∑ q孟 (24)
k=l k=1 k=1
∫ ∫

HInt- qlZJIZ+q五gん･ (25)
′ ∫

ここで Hsは第 1章で導入したHamiltonian である｡JIZとqんはそれぞれ系の1番目と
〃番目の格子に接触している熱浴の演算子である｡人は熟浴と系の相互作用の強さである｡

ここで熱浴のHamiltonianは与えていないが､具体的な力学系を指定せずその代わりに後

で熱浴の2点関数を論じる｡

熱伝導の実験では温度の空間分布を求める必要がある｡ そのためには､系の中でローカル

な場所を決める部分系を定義する必要がある｡まず簡単のために演算子丘を

a(2i-1)= Eqデ+Tqlf for l<i<N

a(2i) ≡ αJ8fqlf+1 for l<i<N-1

と定義する｡そしてi番目の部分系Hss(i)をi番目と(i+1)番目のスピンを用いて

Hss(i) - a(2i-1)+a(2i)+a(2i+1)
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と定義しようOこのようにして得られたi番目の部分系はi番目のスピンと(i+1)番目の
スピンで成り立っているため､スピンの数が〃ならば部分系の数は〃-1になることに注

意しなければならない｡全体の概念図を示すと､次のFig3.3.1のようなものになるO

Fig.3.3.1

このように部分系を定義するとi番目の部分系における熱流演算子は次のように2つ定

義できる｡ つまり､i番目の部分系の左側の格子における熱流演算子fL(i)と､右側の格子

における格子の熱流演算子j-a(i)であるO それらはそれぞれ､

jL(i)- 一日a(2i-1),a(2i-2月,

jAR(i)- -ila(2i+2),a(2i+1)],

と表される｡ これらの演算子を用いるとEnergyに関する連続の式

∂H,,(i,i)
∂t - -jR(i)+jL(i),

(27)

(28)

が得られる｡ここでHss(i,t‖まHs,(i)のハイゼンベルク表現である｡

3.4 量子系における熟浴

3.4.1 縮約密度行列に対するマスター方程式

熱浴という外部環境におかれている量子系の性質を調べる研究は､近年盛んに議論され

てきている｡特にキャビティ-内にある原子からの光の掃射の問題や､磁気的トンネル現

象､スピン媛和の問題などがそれらの典型的な例である｡それらの問題は､各々で違った

表現で熱浴の効果を記述し研究されている｡例えば光掃射やスピン媛和の問題では､主に

射影演算子方法によって外界の影響を注目する系に取り入れ､系の時間発展方程式を得る

【20,211｡ 一方､磁気的トンネル現象や化学物理の諸問題で採用ざれている手法は､外界の
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影響を取り入れた系の密度行列を経路積分で記述し､最後にMostProbablePathをとって

系の運動方程式を導出するFeynmanTVernonの影響汎関数法である【17】oとくにこの手法
を使って量子摩擦の方程式を導出し､熱的なトンネル現象を議論した Caldeira-Leggettの

方法は非常に有名である【18,191｡

3.1節でも触れたが､古典系の場合の熱浴は熟的なノイズでよかった｡その理由は､熱

浴の時間スケールが系の時間スケールよりも十分に短かく､系にとって熟浴の運動がスト

キヤスティックにみえるはずだという物理的な要請があるからである｡ しかしながら､量

子系の場合はそのような直観によって熱浴をつけてはいけない｡量子系では系と熟浴の演

算子は非可換であるO そのため､熱浴を系と独立に運動する対象として見ることができな

いO この非可換性がすべての量子系の問題を厄介なものとしているのである｡ それではど

うするかというと､熱浴と系をあわせた全系の時間発展をまず考え､それから熱浴の自由

度を消去し熱浴の効果を取り入れた系の時間発展を取り出すということを行なう｡ こうす

ると系の時間発展は必然的に非マルコフ的になる｡この事は次のような考察で容易に分か

る｡ ある時刻で系が熱浴と接触し､熱浴に影響を与えたとする｡ すると今度は次の微小時

間後に､系から影響を受けた熱浴が系に影響を与えることになる｡系の時間発展は､系の

過去に影響されるので非マルコフ的になるのである｡

我々の問題で､射影演算子の方法を採用し､両側に熱浴を付けた状態の系の方程式を導く

ことにするO系の時間発展方程式は､系の密度行列p(i)に対して導出される｡射影演算子

法によって､/申)に関するマスター方程式は相互作用の強さ人に関するベキで展開され吹

のように表わすことができる【22】(導出はAppendixAを見よ)｡

-i
lHs+入 ∑ (JkF)kC,言,k=1andN

･ 入2k=芸｡NlJZ,(/:du(△qkF'AJt(u))ke-iHs'zLp(i-u)JZeiHs'tL
-k=芸｡〟.Lfdu(△qklAqkF'(-u))k･e-iHsILJZp(i-u)eiHs'u)]

IAk…1%lNJkF,/.idv,Ludu(A轟 (-u)AJkF'(-V))ke-iHs'･LJkFeiHs'u-V'JkFp(i-V)eiHsv

-k=芸｡N.Ltdv.rdu(qkF'(-u)△JkZ'AJt(-V))Ae-iHs'vJZp(i-V)eiHs''U-u'qzeiHsu
-∑
k=1andN

+ ∑
k=1andN

ここで

.Ltdv,Lvdu(Act(-V)AJkF'JkF'(-u))keiHs･uJkFei竺(- 'p(i-V)JleiHsv

,Lldv.rdu(AJk!(-V)Jt(-u)AJkF')Ae-iHs･up(i- )JkFeiHs(･U-u'qkFeiHs･lL]
+ o(入4), (29)

(...)k
Tr(･･･e-βkF R )

Tfie~PkHR ) '
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J紺 )- eiHRtJ言e-iHRt
∫ ∫ ∫
△O-kZ -･q孟-くq芸)A k-1,N

ここでβkは系のk(k-1orN)番目のスピンと相互作用している熱浴の逆温度で､詳しく

書くと､β1-読 ,β〟-志 となるo
一般に0(入n)には､熟浴のn点関数が現れることに注意しよう.物理的な観点ではn次
の項は､ある時刻での系と熱浴とのn回の相互作用のやり取りと解釈することができるだ

ろう｡今､ここで熱浴と系の相互作用が十分に小さい(入<<1)時を考えよう｡ この時､高

次の項は無視できるから､最初の散逸項である2次までをとることで/申)の時間発展を近

似すると､/申)のマスター方程式は以下のように整理される｡

-i[Hs,p(i)]

-iA((qlZ')1tlJIZ･p(i)]I(轟 N【qk,p(i)]〉
･入2(lqlZ･fl(i)-JI(車 lqふ,fN(i)-fL(i)]), (30)

刷 -･Ltduhk'て)e-iH" pet-u'qZeiHsu,∫

hk(u)- (△q言△JkF(u))A,

(..･)A Tr(･･･e-βkHR)
Tr(e-PkHR) I

△q言 - q長一(q孟)A,
/ ∫

△q孟(u)- eiHRu△J孟e-iHRu k-1,N.

ここで得られた方程式は非マルコフの方程式である｡ このタイプのマスター方程式をTime

Convolution(TC)方程式というO この方程式を式変形してマルコフ方程式にしたもq).は
Timeconvolutionless(TCL)方程式といい､さまざまな分野で研究されている｡このTC

型､TCL型の詳しい説明はAppendixBにまわす｡

3.4.2 2点関数 h(u)に対する近似

この節では方程式 (30)に現れる2点関数h(u)に対する近似関数を導入するO熱浴の情
報はすべてこの2点関数に含まれている.そこで我々は熟浴のHamiltonian を与えるので

なくこの2点関数を与えることで熟浴を表現することにする｡次のような関数形を仮定L

よう｡

h(u)-h(0)･exp(-牛 iwou) (31)

3.4.3節で説明するように､この関数を導入すると方程式 (30)は数値積分が可能になると

いう大きなメリットがある｡ またこの関数は､現実的にもっともらしい関数でもある｡ そ
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のことは次のようなHamiltonianで表される熱浴の力学系を考え､実際に2点関数を計算

し､それと近似関数 (31)を比較すると分かる｡
〟 〟 .〟

HR - α∑ qz(k)C,I(F+1)+E∑JT(k)+7∑ Jz(k) (周期境界条件)･ (32)k=1 k=1 k=1

Fig.3.4.1で示したものが､この力学系に対する2点関数の結果である｡図において白い

点が実数部分の値を示し､黒い点は虚数部分の値を示す｡実線は これらの点に対し(31)に

よって丘ttingをした線である｡ このグラフを見ると､形状としては振動しながら媛和する

という近似が自然であることが分かる｡

1

0.8

0.6

0.4

董 _::≡
こき弓ヨ

ー0.4

-0.6

-0.8

-1

realpart ◇
imaglnaryPart+

◆ ◆ヽ◆

◆一･...……u _… _】.◆
ヽ
◇~

0 1 2 3 4 5 6
Time

Fig･3･j=.1:熱浴 (32)に対する2点関数 h(u)(N-8,¢-Jz(1),β-0.825)

孜々は近似関数の (T,Wo)が熱浴の力学系をある程度決め､温度も決めるという解釈をす
る立場をとる｡ 温度は､最終状態の系のEnergy分布から逆算する｡

3.4.3 数値積分について

この節では､2点関数として(31)を採用すると､p(i)のマスター方程式 (30)は数値積分
可能になることを示す｡

一般的に方程式(30)は､右辺の2次の項において記憶項JP(i-u)があるため､数値的に

も解 くことができない｡p(ト u)をp(i)で置き換えマルコフ化しても､系が多体系の時は
事実上数値積分は不可能である｡ ところが､前節において導入した2点関数を用いれば数

値積分が可能になる｡ それを示すためには(30)において記憶項､

刑 - h(0)･.Edug(u)e-iHsup(i-u)qzeiHsu,
が漸化式の形に求められることを示せば十分である.9(i)を

9(i)

と定義すると仲)は差分近似で

去
f(i)-h(0)･∑ a(n△t)e-iHs●(nAt)p(ト n△i)JZeiHs'(nA土)･△t.

n=0

-531-



斉藤 圭司

と表すことができる. この時､次の時間ステップでのf(i+△i)はf(i)を用いて次のよう
に表わすことができる｡

嘉+1

I(i+△i)-A(0)･∑ a(n△t)e-iHs'('LAl)p(i-(n-1)△t)JZeiHs'(TLAt)･△tlZ.=0

- h(0)･p(i+△t)JZ･△t

Ih(0,･9(At,e-iHs･At(圭 g(nAt,e-iHs･(nat,p(- 2eiHs･(7LAt,)eiHsIA･l△t
-h(0)･/申+△t)qz･△i+9(△t)･e~iHs̀△lf(i)eiHs'△t, (33)

ここで任意の時間 fl,t2に対して成り立つ関係g(ll+t2)-9(tl)･9(l2)を用いたO こうし
て､〟(申 ま数値的に求めることが可能になった｡

3.4.4 近似の妥当性

3.4.2節ではその形状から近似関数(31)を導入したが､更にここではこの近似が形状だ

けでなく､2点関数の数学的な側面からも安当であることを示す｡h(u)が2点関数である
ための必要条件は､次のように表わされる｡

h(-u)-h*(u)
h(u)- e/1'uh(-W),

ここでh(LU)はh(i)のFourier変換‥

h(W)-/_uj u)e-iuudu･

である｡最初の式 (34)からh(LU)が実数であることが分かる｡ この条件は(31)に対しては

成立する｡2番目の式(35)は､KMS条件 h(-i)-h(i+iP)をFourier成分で表わしたも
のである｡ 近似関数(31)がどの程度この条件を満たしているかを調べるために次のような
関数を定義しよう｡

p(W,- 三ln( 怒 1 ･ (36)

この関数は､もしKMS条件(35)を満たすならすべての山こ対して-定借βになるべき関数
であるoLたがって､(31)に対してこの関数を計算することによって､それがKMS条件

をどれだけ満たしているかが分かるであろう｡ 近似関数(31)に対するp(W)は次のように
なる｡

p(u)-iln
(吉)2+(wo+W)2
(チ)2+(LUo-LJ)2

この関数の典型的な図は次のFig.3.4.2のような図である｡
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Fig.3.4.2:(31)に対するp(U)(T-1.0,Loo-q/0.7)

点線は実際にⅣ-5の非可積分系の左端にこの近似関数を使って熱浴を付け､数値計算し

て得た定常状態の系の逆温度であり､実線がp(W)の曲線である｡この図を見ると､p(LJ)は

小さなWに対 しては定数とみなすことができるだろうo Lたがって､(31)は大きな時間ス
ケールでは正しいということが言える｡ また大きな時間スケールで正しいという傾向から､

熱浴の逆温度βを､woとTを使って次のようにおおよそ見積もれるだろう｡

β et ii_m.p(u)

4wo

(三)2+LU.2
(38)

これを確かめるために様々な(T,Wo)に対して､(38)で得られる値と実際に数値計算によっ
て得られる定常状態の系の温度を比較してみると次の表のようになる｡ この結果は式(38)
がいい近似表式であることを示している｡ ここで数値計算はⅣ=5の非可積分系に対 して

行った｡

T LL)0 背 振 βbysimulation
i.0 7T/0.5 0.621 0.4844p

1.0 7r/0.7 0.847 0.8255

1.5 汀/1.0 1.22 1.2565

1.0 7T/0.3 0.38 0.2525

2.0 7r/1.0 1.24 1.3515
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今度は(31)が近似関数として採用できるための条件を考えてみよう｡物理的に方程式の

中で散逸の役目を担っているのはf(i)であるOいま､I(i)の (k,n)成分を考えようo

fkn(i,-粋 uh(u,e-iEkuムkE(i-u,qLZILeiE7-
- 写,仁dw.lduh(u)ei{W-'ek-ETAWpkl(i-u)JLZn

～h(0,写r* Lldu((壬)2+(u -LJo)2〉 eilw-(EL･-En))'tLph,(ト u)JL･.,I (39)

ここで最後は､h(u)に対して(31)を用いた｡pkE(i-u)はh(u)の複利時間が早いので定数
とみなせる｡ そのために積分項でu依存があるのはei(LJ-(ck-e･t))の項だけとなる｡したがっ

て大きな寄与は条件LU-(Ek-En)と0.をみたすLJの領域のみとなる. こうして､緩和の本

質的なメカニズムは共鳴であり､その共鳴はEnergy差がwoの場所で起こり､半値幅は 壬

と見積もれることが分かった｡したがって近似 (31)を採用するためにはp(LJ)がそれらの
共鳴領域においてほぼ定数になっている必要があるO 共鳴条件付近でp(W)がほぼ定数であ
れば､その領域でKMS条件が成り立っていることになるから､系は定常状態において平

衡状態に収束する(Energy分布がカノこカル分布になる)｡以上のことから条件は

p(W)巴定数 (0≦U≦wo･三)

とできる｡ この条件を満たすとき(31)を用いて数値計算をし､定常状態での系のEnergy分

布を求めてみよう｡f'ig.3.4.3にそのEnergy分布を示した｡ここでシミュレーションは､スど

ン数4の非可積分系の左端に(T,Wo)-(1.0,q/0･7)の熱浴を付けておこなった｡(1.0,q/0.7)
は温度 1.2にあたる｡ 点線は定常状態から逆算し声温度に対するカノニカル分布を表わし

ており､点は系のHamiltonianHsを対角化させるようなユニタリー変換を最終状態の密度
行列 /申)を施したときの対角成分を表わしている｡実際にこのユニタリー変換が密度行列

を対角化することは確認したO.この2つのデータは非常に良く一致しており､系が最終的に
統計力学的平衡状態に落ちたということを表わしている｡ また､今は系の左端に熱浴を付

けたのであるが､両端に同じ熱浴を付けても系は同じ平衡状態に収束することも確認した｡
1

0.1

要 ol0.

0.001

0.0001
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

∈norgy

Fig･3･4.3:N-4,T≡1.0,LUo-q/0.7に対するEnergy分布
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3.5 熱伝導

この節では熱伝導のシミュレ-シ声ンを行なう｡具体的には､両端に異なる温度の熟浴

を付け､定常状態の温度の空間分布と熱流の値を求める｡ 我々は､ワークステーションで

現実的にシミュレーションすることができる最大のスピン数〃-7に対し相互作用の強さ

A-0.20で熟浴を付ける｡数値計算の方法は､時間幅0.005の4次のRunge-Kutta法を用

い､熱浴のパラメータとしては､左端には温度0.7にあたる(T,LJo)-(2.0,q/1.0)が､右端
には温度2.0にあたる(T,uo)-(1.0,7r/0.5)を用いたoi番目の部分系の温度は､その場所
の定常エネルギ｣と､次のように求められる温度に対するエネ)i,ギー期待値(Ei(β))を比べ
ることによって求める｡

(Ei(P))
･r(Hss(i)e-,3H;)
Tre-PH;

H;- Hs+A((JIZr)1g;+(0-i)Nqk), (40)

ここでPは逆温度である｡ 入((J言)10･1Z+(qん)NJん)は系の端の効果を考慮に入れるためにHs

に加えた｡このようにして部分系の温度を求めると､最終状態の系の温度分布はFig.3,5.1

､Fig.3.5.2のようになる｡ この図を見ると､可積分系では温度分布が且at･になり､非可積

分系では有限な温度勾配が現れていることが分かる｡ また､古典系におけるFPtT格子の
場合のように熱浴と系において温度の大きなとびが観測される｡両端は奇妙な振る舞いを

見せており､全体の温度領域が低温側にずれているが､これらの明確な理由は分からない｡

なお､熱流は可積分系では0.0015であり､非可積分系では0.001であった｡そのため､非

可積分系での熱伝導係数は約0.2と計算される｡

TemperatureDistributionforthelntegrabJesystem

O o o O O

0 1 2 3 4 5 6
SUbsystemNumber

巴
ntt2)中
d∈
01

TemparatureDistrわutionfortheNonintegrableSystern

2

1

6

6

0

0

7 0 1 2 3 4 5
SUbsystemNumber

6 7

Fig.3.5.1:可積分系に対する温度分布 Fig.3.5.2:非可積分系に対する温度分布
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3.6 まとめと議論

我々は量子スピン系を用いて熱伝導を議論し､可積分系が古典系の完全調和格子に相当

する触tな温度分布を示し､非可積分系はFPU格子に相当する有限な温度勾配を持つこ

とを示すことができた【24】｡特に後者では線形な温度分布を示し､Fourieの法則が成立し
ているための必要条件を満たしていることが分かる｡ 更にこの系が Follrierの法則を満た

すことを示すには､熱流のサイズⅣ依存性を見なければならない｡それゆえ､更に大きな

サイズの数値実験を可能にするための方法を考えねばならない｡

もし､Fourierの法則が満たされるならば､Green-Kubo公式【27,131が成り立つかどうか
も確かめておかねばならない｡この公式は､局所平衡を仮定して導出される式であるから､

この式を確かめることは同時に局所平衡が成り立っていることを証明することにもなって

いる｡この公式の明確な成立条件は未だに整理されていないが､系に保存量が多い場合は相

関関数の積分が発散してしまい成立しないことが経験的に知られている｡今までのところ､

この公式が成立を確認している力学系は､達成振動子系に自由粒子を挟んだDing-a-Ling

モデル【11ト それを改良したDing-Dongモデル【13ト それとセル ･オートマトン(CA)【10】
であり､これらはいずれも強いカオス系であることが分かっている｡

このように考えると､量子系において'複雑さ.'の度合いとはどのように測られるのかとい

う問題意識が起こる｡ この点は非常に難しい点であり活発な議論が展開されている｡経験

的に知られている方法は､EnergyLevelのSpacingspectrumを見ることである｡ これは､

実際に1.2節で調べたものである｡ 経験的に､相当する古典系がカオスであるようなとき

は､このスペクトルがWigner分布になる｡ 我々が用いた非可積分系ではこのWigner分布

を示したわけであるから､この流れでは非可積分系の温度分布がFourierの法則を支持す

るような結果になったことは自然である｡これからは､Brody分布など､非可積分性を定

量的に測る分布を用いて､系統的に非可積分性と温度分布の間の関係を調べ必要があるだ

ろう｡

前節の図を見ると､古典系の様々な数値実験と同様両端に温度のとびが観測された【16】｡
Fourierの法則が満たされるCAのモデルでは､この温度のとびはサイズが大きくなるとサ

イズの逆数に比例して減少する傾向を持つ【26】｡ 量子系でもこのような傾向が存牢するか
どうかは､非常に興味あるところである｡

また､この研究で得られた系の温度領域が全体的に低温側にずれている理由も今後の課

題である｡ この結果は一部には､我々が用いた熟浴が､KMS条件を満たした正しい熟浴で

はないということに起因することかもしれない｡古典系の完全調和格子においては内部温

度は両端で接続された熟浴の温度のちょうど中間になる｡したがってこの点は､古典的な

達成振動子系の結果と違うところである｡ しかしながら､CAに対 しては内部温度が熱浴

の温度の中間にならない例も発見されている｡ したがって､熟浴の表現のまずさ以外にも

原因が存在する可能性は十分にある｡ この点に関しては､我々が行った量子スピン系に相

当する古典系に対して同じような熱伝導の実験をして､その時内部温度が低温側にずれる

かどうかを調べるところから始めるべきであろう｡

最後に我々は､熱浴の方程式(30)を数値計算する方法について言及したい｡我々の方法

は､2点関数は正確にKMS条件を満たさない(3.4.4節)｡そのために系が達する平衡状態
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の温度は､正確には分からない｡今回のような温度分布の形状を見るだけならこれでもよ

いが､定量的な議論をするときには､熱浴の不完全さからくる支障が起こる可能性がある｡

したがってKMS条件を完全に満たすような数値解法はないかという自然な疑問がわく｡ こ

れは非常に難しい問題ではあるが､重要な興味深い問題であり､将来の課題である｡

4 まとめ

我々は1.2節で説明した1次元量子スピン系をもちいて､量子系の可積分系と非可積分

系の平衡状態と非平衡状態の性質を議論してきた｡2章では可積分系と非可積分系が平衡

状態では､定性的にはまったく同じ性質を示すことを示した｡これは非常に意義深いこと

である｡何故かというと､このことは平衡状態における走性的なことは､非可積分な系を

可積分な系で置き換えることによって十分であるということを意味しているからである｡

例えば､固体の比熱の問題でDebye理論というものがある｡ そこでは現実には非可積分な

系であるはずの固体を､可積分系である完全調和格子で置き換えるということをしている｡

その結果 Einstein理論では説明できない低温の比熱を導くことに成功したのである｡これ

は､平衡状態では両者の系に定性的な違いはないという性質を使った顕著な例である｡

3章では､非平衡状態の問題として熱的拡散の問題を議論した｡そこで我々は､系に数値

的に熱浴を付ける手法を開発し､可積分系と非積分系では異なる温度勾配を示すことを示

すことができた｡特に非可積分系では､Fo11rierの法則を支持する有限な勾配を持つことを

見出し､両者の関係が古典系における完全調和格子とFPU格子の関係に相当することを示
すことができた｡非平衡状態では､位相空間での強い混合性の有無で巨視的な系の性質が

まったく変わってくる｡そのため､平衡状態と違って非可積分系と可積分系とで走性的性質

が異なったものとなる｡ しかしながら､この研究では有限勾配が形成されるための明確な

条件とかメカニズムまでは議論できなかった｡我々のこの研究は熱伝導のメカニズムの解

明に取り組むための第1段階でしかなく､それはこれからの大きな課題として残されている｡
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AppendixA

ここでは方程式 (29)を導出する｡簡単のために相互作用のHamilt･Oや nのように表わ
されるものとしよう｡

HT -Hs+HR+l･Hl,1t
軌It-A･車, (41)

ここで¢系の演算子 Aと相互作用している熱浴の演算子である｡〟(I)を相互作用措像の密

度演算子､p(S)をSchr6dinger措像での密度演算子とするO

･p(I)(i) - eiHotp(S)(i)e-iHò

いま､H.は

Ho-HR+Hs

である｡ この時 p(I)(i)の運動方程式は次のように表わされる｡

aap;I' - -iA･[HIllJt),p(I,(i)]
-= 入L:(i)･p(I).
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つぎに､系への縮約密度演算子を導入すると､

pg)(･t)-TrR.P(I)(i)
pSs)(i)- TrRP(S)(i), (44)

となる｡ここで､TrR熱浴の空間にたいするトレースである｡βの下付きの添え字 'S'は系

の密度演算子であることを表わしているO初期条件を次のように､系と熟浴でdecoupleさ

れた形とる｡

p(0)-pR(0)･ps(0)

pR(0)
e-PER

Trie~βHR)

射影演算子を

7)-pR(0)TrR
Q -1-P.

のように定義するとp(I)の時間発展方程式は形式的に以下のように表わされる｡

∂アp(I)(i)
at

∂Qp(I)(i)
∂t

-入7'L:(i)Pp(I)(i)+入アL:(i)Qp(I)(i)

- 入QL:(i)Qp(I)(i)+入QL:(i)7'p(I)(i).

Qp'I''t" ･Llexp(AQ･LtL'u'du)QL'S'Pp'Ms'アS
だから7'p(I)伸 二対して形式的に閉じた方程式を作ると､(-pR.(0)･pg)(i)),

∂アp(I)(i)
∂t

pR(0)響

pL:(i)7'p(n(i)

･^2,LtpL(i)exp(入Q.LIL(u)du)QL(S)Pp'n(S)ds
-iApR.(0).(4)R[A(i),pg)(i)]

･大豆,錘 (i)exp(入Q.LL-Llu)du)QL(S)Pp(I,(S).ds,

(¢)R
Tr(eーPHR4号

(45)

(46)

(49)

(50)

A(i)-eiHstAe-iHst

このようにして､系の密度演算子が表現される｡更にこれをschr6dinger措像に戻してか∫ ∫
ら､人に対しベキ展開し､A･車をo･1Zqf+鴫 鴫 でおきかえると(29)が得られるO
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AppendixB

ここではTC方程式､TCL方程式の説明をするt291｡ AppendixAで得られた(49)式に
基づいて説明する｡

(i)TimeConvolution(TC)方程式

TC方程式は非マルコフ方程式 (49)式そのものである｡

∂pp())(i)
∂i pi:(i)Pp(I)(i)

･入2.LLpL(i)exp 〈入Q.Lil(u)du)QL(S)Pp'l'(S)ds (51)
いま任意の演算子Xに対 し七

(X)≡PX

と走義すると,積分項は以下のようにベキ展開される｡

積分項 - .Ll叫 )exp〈入Q,Lil(u)du)QL(S)Pp'I'(S)ds
i,i"7Z.=0
OC

an=0

(52)

.Ids.Lldtl.Lildt2･･･./tn-1dtPL(i)QL(tl)QL(l2)-QL(ill)QL(S)Pp(S)

n,lds.Lldtl,Llldl2･･･,rL-1din(L(i)L(tl)-鵜 )L(snp･C(p(sn (53)
ここで(…)p.Cはpartialcumulantとよばれ

(I:(i)i:(tl)･･･L:(i,i)I:(S))p.C - ∑′(-1)q~1口(I:(i)-i:(tE))(i:(tL.1)-)
-･(-I:(tm))(I:(im+1)･･･L:(S)) tL>tm.

で定義される｡和はtの順番を変えないという条件のもとで､すべての分割に対 してとら

れ､qは分割の数である｡例えば

(i:(i)I:(i2))p.C-(I:(i)I:(t2)ド (i:(i))(I:(i))
(Ll(i)i:(tl)I:(t2))p.C - (i:(i)i:(tl)i:(t2))-1L:(i)I:(il))(i:(t2))

-(i:(i))(I:(tl)L:(i2))+(i:(i))(I:(tl))(i:(t2))

となる｡

(i)TimeConvolutionless(TCL)方程式

TCL方程式は(51)式を変形しマルコフ化したものである｡ そのために､まず Qpl(i)に
対する式(48)を考える｡

Qp'瑚 -A.Ltexp(入Q.Lil(u)du)QL(S)Pp'"(S)ds
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A/otexp(AQ.LIL(u)du)QL(S)Pexp〈入Q,LsL(u)du)ds(ア･Q)p̀Ⅰ'(i)
-((i)(7'+a)p(Ⅰ)(i).

ここにE(i)は

如 - A.Ltexp(AQ.lL(u)du)QL(S)アexp〈入Q,LsL(u)du),
であるOしたがって､Qp(Ⅰ)(i)は

Qp'I'(i)-T% pp'l'(i),

と表すことができる｡ これを､(47)の7'p(i)(申 こ対する方程式に代入すると､

∂pp(I)(i)
∂t

i.̂アL(" p(I'(中 人叫 )T% pp'l'(り

二きて∴ I

(54)

(55)

(56)

が得られるoこのようにしてTCL方程式が得られたo警 Pは次のようにベキ展開できる
ことが知られている【301｡

入7)I:(i) ∝
て=丁 =∑ATも1Z,=1 Ltds.Ltdtl.lldi2･･･.lYl~2din-1(L(i)I(il)-恥 1))0･C (57)

ここに､(...)0.CはOrderedcumulantとよばれ､

(i:(i)I:(tl)-I:(tn-1))0.C - ∑〟(-1)q-1Il(i:(i)-I:(ti))(i:(i,I)･-L:(t'))(i:(tm.)-)-･
(t>- >li,tj>- >iE,tm.>-) (58)

と表される｡ この時､和はt>- >ti,ij>･->吊 m>-･のように各分割内で時間が大

きい順序になるという条件のもとですべての分書出こ対してとられる (ただしL:(i)は常に左

端におかれる)0qは分割の数である｡例えば

(i:(i)i:(tl))0.C - (I:(i)i:(tl))-(i:(i))I(I:(ll))
(I:(i)I:(tl)I:(t2))0.C -(I:(i)I:(tl)I:(t2))-(I:(i)i:(tl))(I:(t2))

-(i:(i)I:(t2))(I:(tl))-(I:(i))(i:(il)i:(t2))

+(i:(i))くL:(il))(I:(t2))+(i:(i))(I:(t2))(i:(il))

である｡

以上のようにTC,TCL方程式が得られたわけであるが､これらは見た目は違っても全

く同値な方程式である｡しかし人に対する展開係数が違うため､有限のベキで方程式を近似

する時は､物理的対象によって使い分けられる｡
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