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概要

カオス的力学系を計算機シミュレーションするとき計算機内部に系を模倣する有限要素のダ

イナミクスが形成される｡この有限のダイナミクスが元の力学系とどのように対応するのか､

また､計算の有限性が計算結果にどのように影響す~るのかを､シフト写像および OpenFlow
System(OFS)【11を例に議論する｡

1 導入

カオス的力学系において計算機を使った系の模擬実験の役割りは､ 非常に大きくなってい

る｡ 特に解析解が直接的に得られない場合には､計算機実験を主体にした研究が多くなされて

いる｡

特に "複雑系"と呼ばれる分野においては計算機による系の模倣実験が可能になってきたか

らこそ研究が発展してきたと言える面もあり､計算機の役割は非常に大きい｡

そして､ 高速な計算資源の安価な供給に伴いこれまで行うことができなかった大規模な数

億実験も行え､ますます高度な計算機実験がおこなえるようになりつつある｡

が､ ここに至って計算機実験に関していくつかの不安 (不信)を感じている方もおられるの
ではないだろうか｡ 計算機実験については､

『計算結果は､ 正しいのだろうか?』

という疑問は常につきまとっているはずである｡ そして､研究を行っていくためには計算結果

がどのような前提のもとで､ どの程度正しいのかということは､ 必ずあさらかにしておかな

ければならない｡このように､正しさに関する問いが生じるのは計算機による数値実験解に対

して､解析的な其の解の実在というものを想定しているためである｡

だが､この真の解とはいったい何者なのだろうか｡ 我々の多くは､対象とする系を記述す

るために､力学系という記述言語をもちいている｡ そして "自然"に存在する現象などを記述

しようとするとき､実数の上での連続力学系 (微分方程式)をもって記述を行う｡ このとき真
の解は､自然に存在する現象であり力学系で記述された系の表現は､力学系という言語による

真の解の模倣である｡

このように真の解というものの実体が現実に実在している場合には､ それとの比較という

意味において計算結果の正しさというものを検証することができる(見える範囲で)0

だやぎ､力学系で記述された系とそれを模倣する計算機上に構成された系との比較を行う場

合には "力学系で記述きた系"の真なる軌道に関する知識が我々には無い｡そのため､ 二つの

系の振舞いを単純に比較せよとは言えない｡運良くなんらかの系に固有な量を解析的に計算で

きた場合 (エネルギー､ エントロピー等)には､それらを指標として､計算結果の正しさを信
じることになる｡ しかし､ それらも検証の一部でしかなく計算結果が絶対に正しいというこ

を保証することはない｡
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結局は､系の巨視的なふるまいに関する "定性的な直観"に反しない範囲で計算機実験の結

果を受け入れているのが現状ではないだろうか｡

この小論では､ このような問題について興味深い例を二つ示す｡まず 2節で､実際に力学

系を計算機上に表現するときに計算機内部ではどのような機械機構が実現されているのかとい

うことについて､ シフト写像を例に本来の力学系としての機構と計算機上に実現される機構の

違いを議論する｡次に3節で､力学系を計算機上の機械機構として実現したが故に顕在化する

現象の例として､ 一方向性のOpen且owsystem同 におけるspatialb血rcation【1】と呼ばれる
分岐現象の機械的生成機構を示す｡そして､これらの例をもとに4節で系を記述するというこ

とについて議論する｡

2 シフ.卜写像

まず､ なんらかの連続な力学系 (無限精度)を計算機上に実現する場合､計算機は有限個の

状態しか扱えないため､状態の離散化 (有限精度)が必要になる｡
この節では､このような無限精度の力学とその近似である有限精度の力学について､系の

統計的性質は再現されるが､その再現機構は全く異る例としてシフト写像を取り上げる｡

シフト写像は､

f(X)-2Xmodl,X∈[0,1) (1)

と定義され､区間 【0,1)の数を2倍してその値が1以上ならば1を引く写像である｡ そして､

以下に示すように区間【0,1)の数を2進表現した時にその表現を左へシフトしたものに対応す
る｡

区間tO,1)の数 xを､ 2進小数で

x=(0.blb2b3...)2-blX2~1+b2×2~2+b3×2~3+･-,bi∈(0,1)

と表現する. 以下2進数を表わす場合には,･(0.blb2b3.1.)2のように括弧でくくり添え字2を
つける｡

この表現を用いると 吉は､喜-去+去+去+--∑.r=12-2i-(o･010101-･)2と表現され
る｡ この2進表現に基づいてシフト写像を書きなおすと､

X -(0･blb2b3･･.)2,
00

f(X)-2Xmodl-2(∑ 2-1'b.1)modl
t'=1

00
- 20∬1+∑ 2~t'+lb,.mod1

i=2
∞

- = 2-i+lb.･i=2
-(0.b2b3b4...)2

となり元のビット列を左にシフトして左端を取り去ったものに対応する. この計算を小数点以

下m桁の有限の精度で計算する場合には､無限精度の数を有限精度の数に近似する必要があ

る. これを､ ここでは小数点以下m+1桁以降を切 り捨てることで行う｡無限精度数の数x
の精度6=21mでの近似値Xを､

m OO
k'-∑ bi2-I.警∑ b.･2ー1㌧Xi=l i=1
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とする｡このとき数 Xとその近似Xの誤差Eは､

0≦6-X-X<6

である.計算機内部において数は､ ビット表現され実数の計算は浮動小数点数で近似し計算する

が､ここでは,簡単のために固定,J､数点数による近血を用いる.無限精度の数喜-(0.010101･･･)2
の精度∂-2~4での近似は､小数点以下5桁目以降をOと置いたものに対応して(0.0101000…)2
となる｡ この精度∂=2~mでの近似の操作は､無限精度の数のm+1桁以降に関する知識を.無

にする操作である｡ そのためm+1桁以降は0と仮定される｡ この有限桁の計算のための仮

定から生じた数 "o''と無限精度を表現するために与えられた数を区別するために仮定による数

には､"〉"マークを付けることにする｡例えば圭は,精度∂〒2~4の近似で

喜-(o･010101･･･)2叫 0101)2-(0･0101& )2
仮定

と表現される. また (0.blb2b3-･)2で与えられる数は､

(o･blb2b3b4･･･)2可 0･blb2b3b4& ))2
仮定

と近似される. この近似数にシフト写像 f(X)を適用すると

f((0.blb2b3b4666･･･)2)-(0.b2b3b4666-･)2

I(X)を4回(有効桁数)だけ通用すると

f(I(I(I((0.blb2b3b4666･-)2))))-(0.紬6666-･)2

無限精度の数の場合には､結果は (0.b5b6b7b8･･･)2となるが､有限の計算においては初期値とし
て与えられた情報は､有効桁数に比例する回数の写像の適用で失われる｡ そして､その後は有

限桁の計算を行 うために用いた仮定に依存する数となる｡ このことはカオスのように微細な誤

差を拡大する写像の場合､その計算によって計算機の中の微細なスケールの中にある仮定をも

抽出することを示唆する｡シフト写像の測度を有限精度の計算によって得られる軌道の時間平

均を用いて計算する場合を考えると､計算される軌道は(0.666666-･)2の系列であるから､写
像の測度はX=0において6関数的スパイクを持つものと計算されてしまう｡ これに対して数

を無限精度とした理想的計算の場合､計算される系列 xo,Xl,X2,- は､
00

Xo-(0･blb2･･･)2,Xi-(0･bi+1bi+2･･･)2-∑ 2ーjxbi+,･; i>1･
j-1

となる｡実数の多 くは2進小数表現するとランダムなどット列であることから､無限精度の計

算によって得られる系列Xo,Xl,X2,- は､区間【0,1)を一様におおう. よって､理想的には

測度は区間【0,1)で-様なものとなるはずである｡ しかし､有限の計算による結果はこれに一

致しない｡実際に計算機の上で乗数を2としてシフト写像を計算すると､-嘩な測度は得られ
ない｡

このように数の表現を有限に制限したことで､有限の計算で結果を得ることが可能になる

反面､制限に伴 う仮定が計算結果に影響を与える場合があるこがわかる｡ ここで強調しておき

たいのは､影響を受けているにもかかわらず解析解と一致する結果をもたらす場合があること

である｡実際､計算機上の計算において､乗数を2ではなく､2-10~5や 2+10-5として計算

を行うとほほ-様な測度が得られる｡ このとき問題となるのは､有限精度の数を表す有限桁の

ビット列から､無限精度の数を表すビット列をいかにつくり出すかということである｡

-109-



特 集

計算機による計算では､記述できる数だけでなく計算の過程も有限である｡ シフト写像の

例では､2倍の演算を数の2進表現に合せてビット列のシフト演算で実現できた｡しかし､3

倍の演算を行う場合には単純にシフト演算で表現することはできない(2進表現の場合)0 3倍

の演算を行う場合には,右にシフト(2倍)したビット列にもとのビット列を加えるという操作
が必要になる｡ この場合､桁上げの操作などが計算の途中で発生するために計算は有効桁の最

下位から計算を初めなければならない｡被乗数が無限精度の数の場合には､有効桁の最下位は

無限の下位にあるために計算を開始することができない.そのために演算にも計算の有限性に

ともなう仮定が含まれる｡2倍の演算の場合には､小数点の位置を左に1つずらす操作だけで

演算が実現できたのだが,この操作と全ての桁の億を左にずらすという操作は結果は同じとみ

ることもできる.後者の場合には､全ての桁において値を左にずらす操作が同時に行われるな

らば一回の操作で2倍の演算が実現されるが､その場合シフトの命令を全ての桁をどのように

して伝えるのかという問題が残る｡ この2倍の操作を前者は局所的な操作のみで実現している

のに対して､後者は全域的な操作を必要としている｡これらの操作は､はたして本当に同じな

のだろうか?このことは現実の現象のなかに乗算がどのようにして実現されているのか､もし

そのようなものが存在するとき我々は､どのような理由でそれを乗算と見倣すのかという疑問

につながる｡ ここで示されることは､演算を有限にとどめるためには演算自体の中にもなんら

かの仮定が含まれるということだけである｡

その影響をみるためにシフト写像の乗数自体にも有限の仮定を導入し､乗数を2から

(ala2.a3a466･･･)2に変更する｡このときシフト写像は､

f((0.blb2b3b46-･)2)- (ala2.a3a466･-)2×(0･blb2b3b46･-)2r'Wd1

- alX(bl.b2b3b461666 ･-)2+
a2×(0.blb2b3b41666 ･･･)2+
a3×(0.0blb2b3Ib466 ･･･)2+
a4×(0.00blb21b3b46 ･-)2+6×(0.ooobllb2b3b46 -･)2+-mOdl

となる｡ この場合にも写像の計算において有効桁の部分 (式中の縦線)に仮定の影響があらわ
れる｡ しかし､この影響は乗数を2とした場合のように常に"6"ではなく被乗数を下位桁への

フィードバックしたものと加算されたものになっている｡このようにして被乗数の巨視的Åケー

ル(上位桁)の情報が桁上げされて消滅するだけでなく､微視的スケール(下位の桁)にフィー

ドバックされ計算の仮定と加算 (混合)されて新しい下位の桁を決定しているのである(この決

定には上位桁の情報だけでなく全ての桁の情報と計算の仮定がかかわっている)0
具体的に､乗数α=2+10~5､有効精度25桁の場合､乗数は2進表現すると

a-(10.00000,00000,00000,01010,01111,66666･･･)2

となり､小数点以下 1-15桁目まではもとの力学(α-2の場合の単純なシフト)法則にしたが
い､16-25桁目で被乗数の上位桁の情報を下位桁にフィードバックし計算の仮定との混合する

機構を形成する｡この混合の機構は､αの微視スケールにあるビットパターンで決定さる｡ こ

の場合､混合の機構が疑似乱数生成系として機能するため､巨視的に無限精度のシフト写像に

近い計算が近似で.きたように見える｡つまり､有限計算のシフト写像は､その微視的スケール
に疑似乱数生成系を形成するとこで､0,1のランダムな片側無限列を逐次的に生成し､そのビッ

ト列を巨視的スケールでシフトするとこで､見かけ上シフト写像を実現している｡

このようにしてシフト写像の場合､巨視的には､もとの力学法則に従っている有限精度の力

学系を構成することができる｡ しかし､その計算の機構は微視的スケールでは無限精度の計算

とは､まったく別のものなのである｡
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3 0pen且ow system

前節では､有限の計算でどのように無限精度の計算を近似しているかという問題について､

やや病的な側面を強調するかたちで議論を展開した｡

この節では､有限の計算として実現したが故に､ある特徴的な振舞い(本来の系には存在し

ない)が顕在化する例として､Open且QWSystem【1】における､spatialbifurca.tionl1】を示す｡そ

して､対象とする系に有限計算の啄走を組み入れたときに系の構造がどのように変るのかとい
うことについて議論する｡

Open且owsystem(OFS)は､金子 【1】によって導入された一次元離散力学系の一方向性の結
合系である｡ その時間発展規則は､

xtl+1:- (1-e)I(xtl)+ef(xO),

xf.1 ‥- (1-E)I(xぎ)+ef(xぎ~1) (k-1,2,-･)

(2)

と定義される. ここで f:択一 紀,Eは､上位サイトとの結合係数､x…∈紀は､サイトi,ステッ
プ tでの系の状態､xO∈紀は､定数である. OFSは､その軌道として時空間パターンを生成

するoその中で各サイトで周期軌道をとり､その周期が空間方向に倍分岐していく現象 (spatial
bifurcation)が､金子によって発見された【1】(図 1).

ここで問題となるのは､安定な定常解が解析的に示され､空間方向に一旦は､その定常解に

収束する(図 1のサイト20程度まで)にもかかわらずその定常解が空間方向に不安定化し､周

期倍分岐が起きる(計算機実験で)ことである｡これは､直観的に非常に奇妙な現象で､どのよ

うにして一旦収束した､安定な定常解から､分岐(不安定化)を引き起こすのかという疑問が生
じる｡

stateXi
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0.00 50.00 100.00 150.00 200.00

図 1fとして logistic写像 f(I)-Ax(1-3:)をもちいたOFSの空間方向分岐現象.A-3.6,E-
0･55,x0-0131横軸が空間 (サイり 方向､縦軸が各サイトiでの状態 ∬t;.図では､ステップ
i-20003,･-,20019での系の状態を重ねて描画している.サイト20まで ､系固有の一周期解

への収束がみられ､収束後､二周期-分岐している｡ そして､その後さらに､系固有の二周期

解への収束､四周期-の分岐が生じる｡ここでは､系固有の周期解-の収束は､四周期までで､

八周期以降は､系固有の周期解への収束はなく､空間方向に準周期的に周期解が位置する｡
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この疑問について結論を先に言うと､計算機上でのOFSには解析的に得られる定常解は存

在せず(つまり計算機で安定定常解を記述できない)､その近似解のみが存在する｡そして､こ

の近似解と解析解との誤差が空間方向の結合により連鎖することで､定常解近傍からの分岐(不

安定化)が可能となる｡以下に､空間方向分岐の生硬機構を示す｡

OFSの定常解

OFSが時間方向に周期軌道をとる場合､各サイトでの周期軌道の位置に関する連立方程式

を解き解析解を求める事ができる【2】｡ここでは､写像f固有の固定点x*の近傍にある時間方

向1周期解を求める.OFSは､各サイトiで系の状態が､固定点 叫 -X*+77iにあるとする

と､各国定点の位置は､時間発展式 (2)から得られる方程式､

x*1-(1-e)I(x*1)+ef(xO)

x*2 - (1lE)I(3:*2)●+ff(x*1)

x*t'+ 1 - (1 - E)I(3:*t'+ 1)+ ef(x * i)

を満たす｡これを∬*のまわりで展開して､サイト方向の固定点の位置の写像

Tf'+1 - 7171,

7 :=
亡J′(∬*)

1-(1-E)f'(x*)

(3)

(4)

を得る｡I一l<1の時､各サイトでの固定点がiは､サイト方向に写像f固有の固定点 x*に収束

する｡この固定点の系列 ∬*1,∬*2,-は､OFSの定常解のひとつである｡

実際､計算機実験により得られるOFSの振舞いは､上位サイト(図 1のサイト20程度ま

で)では､この解析解に一致する｡ しかし､計算機上のOFSはその後､サイト方向に2周期に
分岐する｡この分岐は､写像 J固有の2周期解に収束する｡ その後､さらに4周期に分岐し､

以下系固有の周期解への収束､分岐を繰り返す｡

固定点の記述不可能性

この分岐現象の生成機構を解明するためには､この一旦収束した定常解からの分岐の起源

を知ることが必要である｡ 解析解には､分岐の要素は全く無いので､計算機内部にどのような

有限の力学が形成されたかが問題となる｡そこで､

●各サイトでの正確な周期

●各サイトでの正確なセルマップ

を計算機内部のOFSについて計算する｡その結果を図2､図3に示す｡図2より､すでにサイ

ト1において系は2周期解になっていることがわかる(サイト0は､定数)｡サイト1での2周
期解近傍の正確なセルマップを図示したものが､図3である｡ここで､各サイトでのセルマッ

プとは系の状態をビット表現の意味での各サイトでの時間発展写像をいう｡ 図3では､倍精度

(IEEE754)で表現した数をその有効数字 (仮数部)最下位8ビットで番号付けて写像として図
示したものである｡図3において､無限精度の定常解に対応する固定点が存在しているが､そ

の周りに2周期解が存在している｡そのため固定点に収束する軌道は､ほとんどこの2周期解

に-トラップされ､固定点には到達しない｡この2周期解は有限精度への近似誤差によるもので､

無限精度の系には存在しない｡
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図 2計算機上に構成された OFSで空間方向分岐が生じている場合 ｢図 1に対応ノの各サイトで

の正確な周期.fとして logistic写像 f(I)-Ax(llX)をもちい､A-3･6,E-0.55,x0-0.3.

横軸が空間 (サイり 方向､縦軸が各サイトiでの正確な周期.サイト0は､定数なので 1周
期｡サイト1からすでに､固定点ではなく2周期解に収束している｡ 図1において巨視的に固

定点に見えたものが､微視的には2周期であることがわかる｡ 巨視的に2周期､4周期に見え

たものも同様に正確には､4周期､8周期の運動をしている｡
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図 3計算機上に構成された OFSのサイト1での固定点近傍での時間発展写像｡イ図 1､2に対

応 A-3.6,f-0.55,x0-0.3.)固定点近傍の倍精度 (ZEEE754)浮動小数点数に､その有効精
度最下位8ビットを用い番号付けし､有限要素の時間発展写像を表現している｡横軸､縦軸は､

それぞれ時刻 t,i+1での 系の状態に対応する数の番号である｡ 図示したように､サイト1で
の固定点のまわりに有限精度-の離散化たともなう2周期軌道が形成されていることがわかる｡

- 1 13-



特 集

この2周期解のサイト1での固定点からのずれが､サイト方向に拡大されてサイト方向の

分岐が巨視的スケールに生じる｡これは､無限精度の場合と同様に､各サイトでの固定点の位

置の変化の写像の構成により示すことができる｡このとき､有限精度の解析として､固定点を
微視的に2周期解としてあつかう必要がある｡

各サイトiでの固定点近傍での2周期解 をx*ti,x*t;とすると､時間発展式 (2)より､各サ
イトでの周期解は､

x･t;+1-(1-e)I(x･ti+1)+ef(x･i)

かi+1-(1-e)I(x*;+1)+ef(x*ち)

(5)

を満たすo房:-x*i-x*,戻:-3*圭rx*とし､(5)式を固定点のまわりで展開し､固定点から
のずれの空間方向写像

( 憲 : ) - A-1( 買主 )

を得る｡ ここで､

A :=
ef'(x*)旨 (

亡α

A~1の固有値は､

-(1-e)f'(x*) 1

1 -(1-e)fJ(x*)

-Eα

1-(1-E)α' 't̀ ~ 1+(1㌧-E)α'
^ 2-

(6)

固有ベクトルは,

f l- ( 王 ) , f2- L il )

となる.このとき､f16才､固定点からのずれが1周期､つまり固定点が記述可能(無限精度)な

場合に対応し､入1は､定常解の解析 (4)における小こ対応するO

ここでの解析から､無限精度の解析で定常解が固定点へ収束(閃く1)する場合でも､困>1

の場合､有限精度の系では固定点からの分岐が生じる.ここで入2に対応する固有ベクトルE2は､
2周期解が固定点 ∬*をはさんで対称に位置する場合に対応する｡ 固定点への収束､分岐が生じ

る場合､無限精度の系 (rli-rli)は､固定点への安定多様体となり､空間方向の写像において1

サイトでも固定点が記述不可能 (qi≠房)なサイトがあれば､2周期への分岐がはじまり.2
周期軌道は､固定点をはさんで対称 (不安定方向)に拡大していく｡

この収束分岐の生成機構の解析は､一般に系固有のn周期解への収束､2n周期への分岐に

一般化でき(nが 1または偶数の場合)､spatialbifurcation(空間方向分岐現象)がOFSに生じ

る条件が得られる(詳細は､【3】【4】)0
このように､OFSに有限精度の仮定を組み入れることにより､空間方向分岐現象を生成で

きる｡この現象は､無限精度の系の定常解としては､存在しない｡しかし､上位サイトに外乱

を加えた OFSについても､過渡的に空間方向分岐的振舞いが生じるため､一概に空間方向分

岐現象を計算誤差から生じる偽の現象ということはできない｡そして､巨視的な分岐の構造は､

写像 J固有の周期軌道の安定性､サイト間の結合係数､微視的スケールに存在する､計算機固
有の有限のダイナミクスに強く依存している｡ このことは､これら系の潜在的性質を顕在化す

る性質をopen且owsystem タイプの力学の結合系が､持つことを示唆する｡
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4 計算のリアリティーについて

計算機の中では,数は有限のビット数で表現されている｡ そして､〟ビットで表現できる

数の数は2〟個程度である｡ そのため実際に計算機の中で行われている計算は､自然数上の演

算と同じである｡このような有限の計算の上でカオス的写像を計算して得られる結果は､いっ

たい何を意味するのであろうか?

この小論において､シフト写像とOpen且owsystem の二つの力学系の計算機内部における
実現形式について議論してきた｡ここに示したことは､無限精度の系を記述するには記述能力

が足りない計算機という媒体を使って､あえて､系を記述をしようとするときに何が起こるか

ということである｡つまり､ある記述のレベルでは､書くことができない対象を記述するという

操作が何を生み出すのかということである｡シフト写像の場合には､無限精度の系の有限精度

での近似解釈ともいうべき疑似乱数生成系を系の微視的スケールに形成し､Open且owsystem
の場合には､無限精度の系には存在しない空間方向分岐現象を生成することで､系にある潜在

的性質を顕在化させている｡

これは､ひとつの例示であり問題提起でもある｡ このような有限システムの力学の振舞い

は､その記述 (離散化)のされかたに強く依存する｡ このような系にたいして､計算のリアリ

ティ(正しさ)をどのように兄い出せるのだろうが
これは個々の研究の目的に依存するため､一概に結論を出すことはできない.計算機上に構

成した系を真の系の模倣としてあつかう場合には､どのような前提 (計算の仮定を含む)のもと
でどの程度模倣できているかという指標をもっていなければならない｡また､計算機上に構成

した系それ自身を対象として研究する場合には､その内部に構成される有限機械としての機構

がどのようにその系の振舞いに影響をしているのかを知っておかなければならない｡そして､

どちらの場合にせよ計算機を用いて計算を行う場合にはどのような計算の前提 【51のもとで計
算を行っているのかを知っておく必要がある｡
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