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1 序

液体 4Heは2.17Kで2次の相転移を起こし､転移点以下で超流動と呼ばれる特異な性質

を示す.この現象を説明する確立された理論として現象論的な2流体モデルがある.一

方､微視的な観点からはBose凝縮が本質的であることがわかっている◆｡場の理論ではこ

れは対称性の自発的破れとしてとらえられる｡

本稿では､対称性の自発的破れを議論する場合に有効な場の理論のルジャンドル変換

を4He粒子系に適用することにより､4He超流動現象をミクロなハミルトニアンに基づい

て系統的に研究するO具体的には､Green関数の生成汎関数wlJ]をJ(I)からオーダー

パラメーター ¢(ここではJにcoupleした4Heの場の演算子i(+)の期待値)の関数r刷

へとルジャンドル変換を行い､特に2流体モデルのすべての流体力学方程式【1】をミクロ

なレベルから導出する?この際､流体力学的極限 (エネルギーW,運動量k→0)におい

て､密度､密度流､エネルギー･運動量テンソルを含むward一高棉 (W .-T)恒等式を用い

ることによって微視的なGreen関数と巨視的な物理量とを結びあわせ､この関係を使っ

て2流体モデルにおける流体力学方程式を導く.ただし､凍稿では散逸の効果は考えず､

空間 ･時間に対する変化力叫､さいときについて考えるO

このような手続きの際にⅣ【J】よりもr【¢】をもとにして議論する方が以下の理由によ

り便利である｡

1.自発的対称性の破れ (ここではBose凝縮)が起こり¢≠Oであるとき､Goldstone

モードが現れ､種々のGreen関数に特異性をもたらす.一方､r匝‖こは､ルジャン

ドル変換の性質により､このような特異性は含まれない｡このため､流体力学的極

限ではrやその微分はregularになる｡(ただし､フォノン･モードによりおこる赤

外でのlog発散に対する議論は【21にある｡)

2.2流体モデルの流体力学方程式の微視的なアプローチは【3日41で行われている｡前

者はq-ensemble､後者はquasiaverageをもちいてBose凝縮を取り扱い､前者は超
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｢若手による溶液化学の新展開｣

変数 本稿 文献 【1】

super且uidVelocity V:--vs.. Vsi

normal且uidvelocity Vユニーvni Vnt'

totaldensity Tnn 〟

superfluiddensity mns PS

normalpartdensity mnn Pn .

mass丑ow mj.. i..

momentumdensity ℃o -i..

moment11m且ow T,.) -rIiJ.

-energydensity C-Too+fLn E

enefgyflow Jei-Tot+FLj.. Q..

chemicalpotential 声 m〃

entropydensity S PS

Pressure P P

energydensityintheframev8-0 Eio) Eo

表 1:本稿と文献【11における記号の比較

流体の速度vSでテイラー展開をして､後者はvBのfu11のオーダーで導出を行ってい

る｡そして､【3】における11､【4】におけるL,が本稿におけるprobeJに対応してい

る｡しかし､【3日4】ともwlJ]からrlQ]へのルジャンドル変換に相当する手続きを

行わず､wlJ]のまま議論してしまっているため､J-0において自発的対称性の破

れがおこっているか否かについての議論が唆味になってしまっている｡一方､r刷
をもとにした議論ではこの間題を回避することができる｡

3.WtJ]はJの多価関数であるため､QlJ-0]≠0なる4(o)を探すためには摂動の無限

次まで足しあげなければならない｡この点､r【卯 ま¢の1価関数であり､∫-0と

しても有限次まで足しあげれば､r刷 の停留を求めることによりJ-0のもとで

の¢(0)≠Oを求めることができる｡

なお､rlQ]を用いたアプローチに当たるものに【51があえ.ここでは､Bogoliubov変
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換を用いてBogoliubov近似 (loop展開における1-loop近似)内で2流体モデルの流体力

学方程式を導出している｡

rlQ]の停留解として､超流動の解が存在するこ七を示せば､この解を用いて超流動の

存在下での物理量を求めることができる｡これらの物理量を､¢の勾配を用いて定義され

るV,を用いて表し､それによって流体力学方程式が得られることを示す.

なお､本稿に用いられた記号と文献【1】において用いられている記号との比較を表1に

記した｡

本稿は､枚数の都合上､結果の導出過程や議論などがかなり省略されていることをあ

らかじめお断りしておく｡(詳細は【6,7】)

2 非平衡母関数

2.1 平衡系

オーダーパラメーター¢の関数としてrβlQ]を導入して議論する.車を

Jヽ
¢-(o)-T叩∫∂,

pI-e-PH/Tre-Ph, (分配関数 Z-Tre-PH)

(2･1)

と定義したとき(2.1)に対する母関数 wplJ]は

exp(iw p lJ])-Trexp(-PhJ)

と定義される｡但し､hJ= h-J∂で､励ま系を表すハミルトニアンであり､Jが∂に

対するprobeになっている.最後にJ-0とし､元の理論にもどす｡関数we【J】はJを

変数とする自由エネルギーにあたっている｡ここで下のようにルジャンドル変換を行うこ

とにより､卓の関数rlQ]を導入する:

rβlQ]-WplJ]-βhJ･車,

PhQlJ]-

このrβ刷 が車を変数とする自由エネルギーに相当する｡ここで､∫-0の条件をルジャン

ドル変換の恒等式に代入することによって
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｢若手による溶液化学の新展開L

1∂rβ- - ニーJ=0
βh∂¢ (2･2)

を得る｡(2.2)の#4(o)-(a)が実際に実現されるオーダーパラメーターであり､即ち､

rptQ)の極小点を調べることによってBose凝縮について考察することができる.このよ

うにWplJ1,rβlQ]は自由エネルギーの意味を持つが､この他に相関関数の母関数の役割も

なすことが知られている｡probeJ､オーダーパラメーター ¢を2変数に拡張することに

より､非平衡母関数wlJl,J2],rlQl,¢2]を定義することができ､これが dynam icalな現象

を議論するときの母関数になっている｡

2.2 非平衡母関数の定義

まず非平衡母関数の定義を行なう｡有限温度で演算子 ネ(Ⅹ)の時刻 tでの期待値は

A
(4(Ⅹ))i-TrpIUt(i,iI)a(Ⅹ)U(i,tI) (2.3)

である｡ここでpIは初期時刻 tzでの状態密度を表わし､U(i,iI)は系のハミルトニアン

をH(i)としたときの時間発展演算子

U(t,iI)-Texp(-iI:dl,a(t,)) (2･4)

である｡(2.3)に対する母関数 W をprobeを2種類に拡張することにより導入する

exp言wlJl,J21-TrpIUJ,(∞刃 UJl(-,iI), (2･5)

UJa(i,iI)-Texp(主Lttdi,A(t,)｣ ItdxJa(x)i(x)) (α-1,2)･

Jl-J2では W -0になるので2種類の probeJl,J2が必要になるのである｡ここや添

字 α-1は行きのtimepathtI→ ∞ を､α-2は帰りのtimepath∞ -ttを意味して

いる.Jl,J2は最後にJl-J2-0とし､元の理論に戻すものとする.Jl,J2について汎

関数ルジヤンドル変換を行ない r【41,¢2】を定義する｡

rlQl,¢21-WlJl,J2]-/Imd4xJl(I)蒜 -1IudrJ2(I)芸 , (2･6)

蒜 ≡締 ), 器 ≡一頼 )･

以下rに着目する.ここでルジャンドル変換の恒等式にJl-J2-0の条件を代入すると
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iI-iPh

(-1)αJc,(I)-∂r【¢1,¢2】
6¢α(I)

図 1:ContourpathsCl,C2,C3

=0 (2･7)

となり､Fの停留を求める式に帰着するO(2.7)について 41(I)-42(I)-¢(0)(I)なる解

が存在しており､このとき(2.7)は

62rlQl,¢21

6¢1(I)).1=.,=4(0,- 0 (2･8)

となるoこれがオーダーパラメーター¢(0)(I)の時間発展を決める式､即ち運動方程式に
A

なっており､(2.8)によって求めた解 4(o)(I)が時刻 tでの ¢(Ⅹ)の期待値になっている｡

i-tIで pI-e~PH/Tre~PH ととったとき､虚時間,-i(i-1t)を導入することによっ

て､図 1のようなcontourp?thを考える:Cl:lIー ∞,C2:∞ → tI,C3:lIー lI-iPh｡

そしてこの contourpathに対する時間順序積をTcと表すことにする｡このような場合

において､Ⅳ 及びrを下のように定義する｡

exp妄wlJl,J2･i.3'-Trpf3Ul2'cW UJl'-,tI'≡TrTcexp(一言/adlhJ'l'),
(hJ(i)-HJ.(i) (i∈Caのとき)),

rlQl,¢2,43]-WlJl,J2,J3]-1IWd4xJl(3)41(I)ILIwd4xJ2(I)42(I)

-/.pdTd3xJ3(,,X)NT,X)･

このとき

Sfl¢1,¢2,43]
6¢1(a) 41=42=あ=¢(comst.)

竺旦土壁
643(I)
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｢若手による溶液化学の新展開｣

が成立している｡但しrβは

rpl43]-WplJ3]-/.βdTd3XJ3(T,Ⅹ)
6WplJ3]
SJ3(T,X) (2･10)

で定義される量であり､あ が T によらないときrplQ｡】ニーPhFpl43](Fp:平衡系の自

由エネルギー)である｡

2.3 励起状態

以下､J, は入れないで考える.(2.8)のi(0)付近の別の解を¢(I)-¢(0)+△¢(3,)とおく.

ここで ¢(0)は平衡系の解にとることにする｡(2.8)に¢1-¢2-4(o)+△車を代入した後

△車で展開すると

0 - (6¢1(I))¢1-わ=¢(0)+△¢

-(品 ).(.,･oE,2/d4y(
･緩 /d4yld4y2(

さらに△車を

∂2r

641(x)64｡(y)
∂3r

641(I)64α1(yl)対αつ(y2)

Ai(y)

△¢(yl)△¢(y2)+･･･ (2･11)
¢(o)

△4(I)-△4(1)(I)+△4(2)(I)+･･･, (△4(n)～ 0[(△4(1))n]) (2.12)

とおいた後､(2.12)を(2.ll)に代入し△4(1)の powerで表わすと､これが､on-sh占11展開

になる【8日12】.△4(1)のpowerごとにゼロとおく.△4(1)?ゼロ次の項は(2･8)よりゼロ

となるのは明らか｡△4(1)の1次からは､励起モードを決める式

0-/_:diy(F'121'(x,y)･Fi2?'(x,y))0△4'1'(y),

ri21(I,y)-
∂2r

6¢｡(I)6わ(y)

がでる｡但し,ここではtI→ -∞ にとった.ここで恒等式

富戸 yrL21'a2(a,y)(-1)a2'a3'1wi2'a13(y,I)-601･0364(- I),

∑(wi20)(3,y))Jl= J2-0,
α,β=1,2

∂2Ⅳ

"ap､~'U'- SJa(I)SJp(y)

を用いることによって

wi20)(I,y)≡

-499-

(2･13)

(2.14)

(2･15)



特 集

-64(I-I)-/d4y(ri21'(I,y)Iri22'(I,y))(Wl'12'(y･I)Iwl',2'(y･Z))lJl=J2=J

が得られる｡

(wl'1%,I)･Wl'22'(y,I))Jl=J,=J≡ (WB2'(y,I))J-言o(y0-20)(【i(y)Ii(I)])J

なので､結局 (r皇21)･ri2,))0-(wg'):｡となり､(2･13)のゼロ固有値方程式を解 くとい

うことは､遅延 GTeen関数の極を求めることになる｡定常で-様な系を考えているとき､

(噌(C,y))｡はいyの関数になるoよって(2･13)をフーリエ琴換することにより

(ri21'(W,p)+ri22'(W,p))0△4'1'(W ,ム)-0

が得られ､このゼロ固有値方程式よりLJ-W(p)の分散関係を知ることができる｡また､

4(o)≠0のとき､自発的対称性の破れが起きている状態の上での励起を調べることがで

きる｡

3 4He粒子系への適用

2で述べた議論を4He粒子系へ具体的に通用する｡4He粒子系のモデルハミルトニアンは

旦-/d3XQ(x)(一芸∇2-車X,

･妄/d3Xd3yQ'x'Q'y'Uo.'x-y'i'y'i'x',
U.(Ⅹ-y)-U.(y-Ⅹ), 【仲 ,Ⅹ),it(i,y)]-63(Ⅹ-y)

であり､示(x)が4He粒子の場の演算子であるOモデルハミルトニアン(3.1)は

¢(Ⅹ)- et'ci(Ⅹ), it(Ⅹ)→e-.'Oか(Ⅹ),

に対して不変であるOこの不変性を破るprobe項を飢こ加え､hJaを定義する｡

h Ja -A-/d3x(Ja(I)it(Ⅹ)･J-a(I)i(x))･

(3･1)

(3･2)

(3.3)

このとき､(iI(Ⅹ))≡41,く¢(x))≡¢がオーダーパラメーターとなり､J(a),i(I)がそれ

に対するprobeになるoJ,J-Bi最後にゼロにとる03翻 せ(0,-oなる4(o)≠0がT< Tc
(㌔:臨界温度)で存在していることはloop展開での1-loop近似内では確かめることがで

きる｡
A A ◆■･A

さらに数密度演算子h(Ⅹ)-Q(Ⅹ)*(x),j(Ⅹ)-藷it(Ⅹ)∇車(Ⅹ)(但し､A苛B≡>

A∇β-(∇A)β)に対するprobe項を加える｡

-500-



｢若手による溶液化学の新展開｣

hJや ,R Q -h JQJd3Ⅹ(Ka(x)A(x)IⅨα(I)･3(Ⅹ))･

probeg,Ⅸ も最後にゼロにとる｡以下､

3'p-(a,3)-(A,1-'i), KP-(K,Ⅹ)-(K,Ki), (i±1,2,3)

¢i-(Q,i), Jt'-(J,J-), ¢t'-(Qt,¢) (i-1,2)

(3･4)

とし､N -(AO,Al,A2,A3),Ap-(AO,Al,A2,A3)-(AO,-Al,-A2,-A3),AB-AOBO-

A･B-AOBO-At'BI.の表記法を用いることにする｡このHJ.朋をもとにして､母関数

wlJi,KaP]を導入し､(2.6)と同様にして､Jiから鴎 へルジャンドル変換を行う.この

とき､probeggについてはルジャンドル変換を行わない｡このときのグラフ･ルールは

よく知られており【13,14ト

賊 ,KaP]-/d4xL搬 魂 ,KaP]･妄ihTrln(I'2H (xm))叱魂

+(2-loop以上の1克子既約(lPI)真空グラフ) (3.5)

となっている｡ここでL:,IはそれぞれハミルトニアンHJi-.,A-から導かれるラグランジ

アン密度､及び作用である｡(3･5)の最後の項において､プロパゲーターは(I(2)-1)叱=か

vertexは(I(n))鶴城 (n≧3)､但し

zi:)i1,...｡nin(xl,･･･Xn)-
6nIl鴎]

64度11(xl)I･･64,虹(Xn)

で与えられている｡1粒子既約グラフとは任意の1本のプロパゲーターを切っても2つに

分かれないグラフのことである｡すなわち､rは､lPIグラフのみ含んでいるため､regular

部分しか含んでおらず､hydrodyna血C展開においてGoldstoneモードからおこる特異性

が現れなくなも｡これが､rを母関数とした定式化の1つの特徴である｡

ノヽ
3･1 んの期待値

粒子流密度jpの期待値は

jp(I)-(3'p(I))-(n(a),j(I))
∂Ⅳ

SKIP(I)
∂Ⅳ一-■-_■■ll■■■一･.lll.lll.lll.lll.lll.lll.lll.lll.lll.lll.lll■

J̀=K,.:｡ 6K2P(I)

で与えられる｡(3.6)は､恒等式

Ji=KFJ=0

- 50 1 -
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6W Sr｣____⊥ =:-
6Kg(a)-SKaV(I)

より,rを便った形

jp(3,-品 し =.".,.Kp-一品 I.i=.i(.,,Kp

で表す.ことができる｡

3.2 j-jの相関関数

滋子流密度の相関関数は､

(-1)a'P((Tc3'p(I),̂'y(y))co-･)ia,eeCc; -

62w lJaP,K‡】

(3.7)

(3.8)

6Kg(I)SKev(y)

i(-1)a'β(Tc,̂'ap(I)3'pv(y))co-･ (3･9)

で与えられる｡これをFを使った表現で表す.¢1--折J''.KP]より､J使 固定したもとで

の∬〝-微分は､

& IJ

6-■■■lll-
SKaP(I)

誌 上 (累 )J

+∑(-1)竹6
4 7,6

62r 62w 6

6Kg(I)堰(I)SJj(I)SJi(W)SQHw)IK'

(3.10)

という形に書き直すことができるので(3･9)は､恒等式(3･7)をKpv(y)で微分することに

よ-り､

i(-1)a'P(Tc3'叫(I)3'ev(y))co-･-

-∑
･Y,6

d4zd4W
62r

6KaP(I)6粥(I)

∂2r
SKaP(I)6Kpv(y)

-1(･yS)
(I,W)

62r
,･.･､~'W'上場 (W)SKS(y).

(3.ll)

, (3.12)

となるoここで(3･11)については恒等式(2.･14)を用いた｡(3･11)及びそのグラフ表現(3.12)

においては､第1項がregular部分を与え､第2項がsingular部分を与えており､ ′停留解

- 502-



｢若手による溶液化学の新展開｣

g''o)で評価したときの流体力学的極限での特異性は(ri22).-1にか て現れている｡この因

千(r糾.-1により､第2項から励起モードW-W(k)のところでのピークが見られるO

ここで､(IL,i,)-(i,i)(i,i-1,2,3)のときに着日し､Fによる定式化によって4He粒

子の密度 n を常流体成分と超流体成分とに分けることができることを示すO(3.ll)で

((α,β)-(1,1))+((α,β)-(1,2))をとると､

wL2)芝･Kj(I,y)≡畷 i(x,y)+畷 (x･y)

-言o(lc-iy)(lj.t･(I),,-',･(y)】)co-･ (3･13)

-r望'oKPKv(I,y)-/d4zd4wri2'OK吋(x･Z)(ri2'OJ lml(I,W)rpo.-Ky(W,y) (3･14)

を得るoWや Fにおける上付き添字Oは､xに依存しない停留解¢1.-¢I'(0)で評価するこ

とを意味している.ハミルトニアン(3.1)から導かれる作用Zの､中一 eI-3車,4,I- e-iC4,I

の変換に対する不変性から､様々なW-T恒等式を得ることができろ｡

(例)

aon(I)+∇･j(I)-0 ･･･current保存則,

(operator形式で 8.A(I)十∇･j(I)-0),

ii_-.筈wL2'k･K,A(k0-0,k)-三≡孟 ･･･f-su-rule･

ここでlimk一｡limkO一｡(k0-0とした後､k一一 0をとる)において､(3.13)を

峨 Kj(k)-(Si,3･一笥 W't'(k)I% W'L'(k) (3.18)

の形に分解するO但し､添字 (I),(i)はそれぞれ longitudinal部分とtransverse部分を

表す.wL2)笈iK,･のregular部分は特異性を持っていないのでlimk一｡limkO一｡においては､

6.1J･-(6.･,,･-k.･k,･/k2)+kik,･/k2に比例する｡つまり､regular部分はlongitudinal部分も

transverse部分も含んでいる.一方､singular部分に含まれるrk2)OK.A..,rk2)0.mK,はji-,i,･-

vertex●より､それぞれkt･,k,･に比例し､(rk2'OJ-1は1/k2の特異性を持っている.このため､

singular部分はkikj/k2に比例し､lm gitudinal部分のみを含むO更に､¢t-(0)-o(T>Tc)

のとき､r望)oK吋,r望)osmK,.が4(+)一微分からあらわれる4(+)(o)の因子を持つためsingular部

分はゼロになり､regular部分が常流体の部分を担っているといえる｡以上より常流体､及

び起流体の密皮は,

timW 'L''r'(k0-0,k)-ii_m.r(t'(k0-0,k)-ii.m.r̀t'(k0-0,k)-聖-也kーO m-m2I
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lim W (I)(a)(k0-0,k)k- 0

- -kh_-.筈 r望'oK i.Jk0- 0,k )(rA2'Oi.(kO-'O,k)),-mlrk2'0.-K,(k0- 0,k)

nB_ Pa:"二一r】T
m -m27

(3･19)

(3･20)

と定義できる｡但し､nn(pn)及びn,(p,)はそれぞれ常流体と超流体の数密度 (密度)を

表しているO(3.17),(3.19),(3.20)よりnは

n-nn+n" (3.21)

のように分解することができる.また､上述の議論からwL2)呈̀K,･のregular部分は､

r望'oK･K,･(k--0)-Si,,･慧-St･.,.慧
と表すことができる｡

3.3､super且ow がある場合

Sr
SQi(a)

i

¢1-¢2=¢(0)

=Oの解の1つとして

QSo)(I)-e-t'Qc(4(o)+0(Q2))≡ e-t'Qc6(o)

Qb(o)(I)-et'Qc(¢NO)+o(Q2))≡ ei叫 †(o)

(3･22)

(3.23)

が存在するo但しQ-(Qo,Q),Qa'-Qoi-Q･Ⅹ (Q:const.)であり､4･t'(o)は流れがない

系における解であるO超流動の速度をve-坦ニー烹∇(Qx)と定義するOこのときの結iin
果はderivative展開の最低次の結果をva-VS(I)と置き換えることによって与えること

が知られている【15,71｡また､この解については､

より以下のことを知ることができる｡

(i)芸 -phVn-(一定)の雛 のもとで

Qo-妄eoQ･0(Q2,β)+-･, eOQ-慧

グラフ･ルール(3･5)を用いることに

(ii)T-0で きt'(o)-Qt'(o),Qo-哩2m●
解(3.23)の上で物理量を評価することにより､超流動が存在する場合についての考察

I
を行うことができる｡このようにrは流れのある系を考えるときにも有効である｡
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3.4 流体力学方程式 一十Vsが小さいとき

この節では微視的な見地から超流動の流体力学方程式の導出を行う｡このためにまず､エ

ネルギー･運動量テンソルfpvを導入し､期待値 3'p及び′Tpv を3･3節の解 鳩o)(I)の上

で評価する｡以下､ハミルトニアン(3.1)において､相互作用は

Uo(x-y)-U.64(I-y), Uo>0

として考える｡また､常流体の速度V.tはvn-Oとおく｡

3.4.1 エネルギー･運動量テンソル

作用:

I-/d4擁 )(ihat･芸叫 -;/d4xi t''x)抽 UoS'3'4'x'
(3.24)

は変換xp- x′p≡■xp-ep(Eは任意の微小ベクトル)に対して不変性を持つOこの変換

に対するNoetherカレントが㌔Vに対応している｡Tpyを具体的に表すと

毛o(I)

もt'(x)

i.･o(x)

i.･''(x)

Q(I)(一芸 ∇2-刷 x)

ノヽ

.一,̂⊥一‥h2._∧Jヽ

(∂iit(I)伝 (鋤(x))一g(x)志∂taoi(x),
ノヽ

頑 I(I)鋸 (I),

(坤 (I))芸 (帥 ))- it(I)芸 Uat･i(I)-St･,'i(I)･

■ヽ

･ 去Uoit(I)it(珊 瑚 x)-71(I),
人 Jヽ ′ヽ

ゥ▲.Ih2__._̂

但し兎(a)はハミルトニアン密度である.また､この場合のカレント保存則

lコ

apTvP(I)-0

(3･25)

(3.26)

(3･27)

(3･28)

(3･29)

がエネルギー･運動量保存則に対応している｡

次にTpレを含めたW-T恒等式を考える.このため､Tpvについてもprobe項を導入

する｡

hJ,Kp,"vP,qh-hJ-/d3XK P(I),̂'p(Ⅹ)-/d3ⅩりvP(I)fpv(Ⅹ)-/d3Xqh(I)A(x)･(3･3Q)

但し､最後の項は後の議論のため後の議論のため導入したものであり､A(Ⅹ)は

抽 -筈 頼 )∂o梱 ･

◆･.◆ ■ヽ
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で与えられる｡KPと同様に計算の最後にりvP,恥 をゼロにすることによりもとの系を回復
Jヽ

させるoハミルトニアンHJi,KaP,症 ,,qh(α,をもとにした母関数WlJi,Kg,7品,恥 )]を導入

し､更にJiから鶴 へはルジャンドル変換を行い､他のprobeはそのまま変換をしない

でおくことによりrl転 KaP,症 ),qh(α)】を導入する｡作用 Jの並進対称性からT了に関す

る種々のW-T恒等式を得ることができる.これらのk→0の極限は､位相変換不変性に

おけるsum-ruleに対応するTpvについての恒等式にあたる○

(例)

ii_-.r望'oq,.(2,Kt(k0-0,k)-去6,i(h)o≡去6Lt'h'0',

ri2.:Lot,弔(kO,k-0)-0,

p浩-_ o冨rS:(',10,KbK,-(pO-q0-0;p,q)-:(6/'Stm-SLi63･m-6-1'6,･L)･

k,,k3.k｡ーOpE ert:('20,KbK ,- Ken(k20 - k持 k2-0',k2,k3･k4)
‖Rinl

- 去Sntk2艶 ｡ri3̂'(?,K ;K,-(kg-k30-0;k2,k3)

･去6-Ik2払 ri3h'(?,KbKEn(k2- 40=o;k2,k4)

･去StIk3liSJ t3h'(?,K,-Ken(k30-k40-0;k3,k4),
etと.

(3.35)

これらの恒等式を用いることによって､微視的なGreen関数と巨視的な物理量をつなげ

ることができ､微視的な観点から流体力学方程式を得ることができる｡

3.4.2 粒子流密度

粒子流密度 (3'(Ⅹ)),を(3･23)の解鴎(x)上で評価する･･

ji(I;VB,-(,-.t･(I,,4(oO,'-(品 ).(Q.,

(3･36)

グラフ･ルール(3.5)を用いることによって､i.･(I;va)をvBのべきで展開すると､以下の

結果が得られる｡

ji(C;Va,-jt･(I;vS-0,I(孟 (品 )4(qO,,KP__0)Y.=.VilI0(Ⅴ…,
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ニトmri2'6KiKil(k-0)+nSi,t･1〉vilI0(vS?)

-(-nn+n)V三+0(V…)

-nBV!+0(V:). (3.37)

ここで添字6は､解が i(o)かつ化学ポテンシャルが 声≡fL+hQo-e06で評価されてい

ることを意味しており､2行目から3行目を導く際には(3.22)を用いた｡またゼロ温度

のときには(3.37)は

i.･(I;V,)=V:n (3.38)

となることを示すことができ､これによりゼロ温度においてはns-nとなっていること

がわかる｡

3.4.3 超流動のあるときのエネルギー･運動量テンソル

前節 と同様にして､エネルギー･運動量テンソルについても､期待値を超流動がある解

¢So)の上で評価する‥

Tpy(I;vS)-(Tpy(I))4(QO,-
∂r

礼(pl)(3,))s(Q., (3･39,
ノヽ

(3･5)においてTpv舟 こ対するsource項を加えたときのグラフ ･ルールを用いると､下記

の結果が得られる｡

T,･0(x･,vS)ニーmneVi+0(V…),

Ti'(I;VS)ニーSi''p+mn.vsiV';+0(tv.I3),
T.t'(C;vB)-hQovins+0(lvs円,

但し､Pは圧力で熱力学ポテンシャルを用いて

p-一芸一撃 一欝 , 碑 】≡rlQgo,', (3･43)

であらわされる｡(3.40)～(3.42)を導出する際､恒等式 (3.32)～(3.35)を用いた｡(3.41)

が運動量流速密度テンソルの表式を与えている｡
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3.4.4 化学ポテンシャル

母関数rを魂(I)-eif(C)i王,ん(I)- e-if(C)6α上で評価したとき､rはグラフ･ルールを用

いて

r- r【ii,p,had,一g (∇f)･(∇f),∇2J,Vf,･-】

- r胤 p･haJ一芸 (∇f)･(∇f),∇2J,∇f,･･･],

となることがわかる｡ ガに依存する化学ポテンシャルを

紬 -p+had(I)-芸(∇f(I))･(∇f(I))

とおくと､(3.44)より

∂r
SP(I)

-n(x)

となる｡ここで超流動の速度を

va(x)-二三∇f(a)

(3･44)

(3.45)

(3･46)

(3･47)

と軍義する.I(I)-Qxのとき3･3節で定義したV.に明らかに-敦する｡また､(3･45),

(3.47)を用いると､vSが化学ポテンシャルの勾配によらて運動をすることを示す式‥

-普 +∇(芸-V行 p(I))-0

を得ることができる｡

3.4.5 エネルギー流速密度

エネルギー密度CはV8-0のとき､

Jヽ
E-(71)+FL(品)

で与えられる.これより､エネルギー密度演算子i(I)を

lヽ
C(I)≡i.o(I)+ph(I)-71+FLh(I),

と定義する｡このとき､エネルギー保存則

扉 (I)+ai3-'!(x)-0
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を満たすようなエネルギー流速密度 3'三(I)は (3.16),(3.29)よ り

3'三(I)≡fJ'(I)+IL3'.ix)

と定義できる｡(3･37)と(3･42)より1'!(I;Vi)は V,で展 開す る と､

ji(I,･V.)- (hQ｡+p)nSv三

- (pe去-v…)n･V三

となる｡これは､超流動流体力学方程式でよく知られている式である0

(3･52)

3.4.6 エントロピー保存則

(3.43)を用いると､圧力pは

dP-sdT+ndFL

･轟 (蒜 )6(.,d(hQo,I(a (.,dvi･(S)i(.,d61') (3･55,

の関係を満たしている｡(3.55)の()内の最後の項は停留条件からゼロになる｡ここでグ

ラフ ･ル-ルを用いることにより得られる式:

志 (凱 ｡,---ji･0(,≡,, 毒 (蒜 )6(0,-(雷 )-n (3･56,

を(3.55)に代入することにより､

dP-sdT+ndFL+nd(hQo)-mnsvidvi
が得られる｡但しβはエントロピー密度で

1∂(irlQ]/Ph) 1∂(ifll6]/βh)
S≡∇ ∂T =∇ ∂T

で定義される.一方グラフ･ルールよりvaのfullのオーダーで､

-C-p-FLn-Ts-hQon

が得られる｡(3.59)の全微分をとり､(3.57)を用いると､dEは

df- Tds+(hQo+FL)dn+mn,V!dv三

-Tds･(喜-vs2+p)dn+-jidvi
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と表される｡局所平衡仮定をもちいて､エネルギー保存則 (3.51)は

0- 8oC+a.･j;

-揺 +(去-vS, .堵 + -3･.･射 at･[(A+去-vS2)ji]

となり､エントロピー保存則が得られる｡

3.5 流体力学方程式- Ⅴβの意次も含めて考えたとき

前節までの議論をY.の高次も含めた議論に拡張する｡

(3.61)

3.5.1 na(vs2),nn(vs2)の定義

veの高次を考えたときの超流体の密度 nsを､高次の項も含めた粒子流密度ji(I;Vs)を用

いて､

ji(x;Va)-nsV:+- ≡nS(vB)V:

vl.fTona(vs?)-nS ((3･37)で得られたもの)

と定義する｡また常流体の密度 nnは

nn(va2)-n-na(Ⅴ…)

で定義する｡

(3.64)

3.5.2 エネルギー ･運動量テンソル

(3･62),(3･64)のna(va2),nn(V,2)を用いてTpy(3;V.)､及びji(I;va)を求める.3･4節の議論

を高次に拡張することにより低次のみで考えたときの結果(3･40)～(3･42)のTpv(x;V,,na),

(3.54)の ji(I;Ⅴ"nB)におけるnBをnS(va2)で置き換えたものが得られる.更に､(3.56)

が fu11のオーダーで成 り立つことを用いて､エントロピー保存則を得ることができるO

このように､V,の高次も含めて評価すると､最低次で現れる超流体の密度 n.をn,(Ⅴ…)
に置き換えた2流体モデルの関係式が成立する｡
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以上をまとめると

n=nn+n8,

3..･(I;V.) -naV三,

Ti0(a;va)--mn.Ⅴ一,

Ti''(3;V.) ニー6.･''p+mn.V..･V?.I,

T.i(I;V.) -hQov!n,,

舶 vs)-(p･妄-v…)naV!,

p=-C･Ts･(妄-v三+p)n,

dC-TdsI(妄-V…+p)dn･-jt･dvi･
as-

宙
-0,

-普 +∇(芸-V…+p(I))-0,

が､vsの低次のみ考えたときにも高次も含めて考えたときにも成立する.

また､(3.16),(3.ll),(3･51)の期待値を鴎 o)上で評価することにより､derivative展開

の最低次のオーダーで､数 ･エネルギー･運動量の保存則は

aon(I;V.)+aid.･(I;V,)-0,

808(x;V.)+aiji(I;vB)-0,

aoTpO(3;VS)+a.･TpI(I;vs)-0,

で与えられることがわかる｡

3.6 ガリレイ変換

ここまでは､常流体の速度vn-Oとして､考えてきたOここで､ガリレイ変換を用いる

ことにより､Vも(但し､vnは一定)を導入するovnで動く系をF.､実験室系をFとする.

系Fでの超流体の速度がⅤい常錐体の速度がvnのとき､系昂でq)超流体と常流体の速度

はそれぞれⅤ!0)-V.-Ⅴ,"Ⅴ㌘)-oとなる｡F.からFへガリレイ変換を生成する演算子

Uvnは

Uvn-exp(%),
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Qyn -i/d3Xt-viim3't･･viximh]

で与えられている【3】｡

(0.I(3))V'.o'-TripIOi(I)i-TriUynpIUv-:･Uynat･(3)Uy-nl)
A

-Tr(ptv.a:(i,Ⅹ+vnt))=(a;(t,Ⅹ)),.,V..-(f･･(a(t,Ⅹ)))w n,

V.-Ⅴ!o)+V." Ⅹ- Ⅹ+vnt,ptvn-Uv.pIUv-nl,

∂;(t,Ⅹ)-Uyn∂.･(I)Uy-.1-I.I(a(i,Ⅹ))

を用いて､前節まで得られた結果のvaをV!0)としたものをガリレイ変換すると

Jヽ
(i.･(t,Ⅹ))V.,vn-naV!+nnvi,

(fi0(t,Ⅹ))V.,,A-一m(ns.V三十nnvi),

(i,･''(t,Ⅹ))V.,vn -m nSVB.･Vl'+mnnvn元一St･''p,
(S(t,X))Y.,Vれ-Cs(0'(vS-Vn)Ivi-ns(vi-vi)･去-Vまn,

ノヽ一

櫛 ,Ⅹ))V.,yn-(p･去-V:)(wi･nnvi)+Tsvi+- nnvi(v n･(vn-va)),

p--C10)+Ts+Pn+mn･n:(vn-V.)2,

dCio)(vn-vS)-Tds+Pdn+m(vn-vS)･dlnn(vn-vs)】,

を得ることができる｡但し､

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3･73)

13.74)

(3･75才

(3.76)

(3.77)

(3.78)

E.(0)(v8-Vn)≡(i(t,Ⅹ))V'.o'

であり､flo)(vn-vs)は超流動の速度がゼロの系におけるエネルギー､また超流体の密

度､常流体の密度､化学ポテンシャルPは

nS-ns((va-Vn)?), nn-nn((vs- Vn)2), (3･79)

拒 p.A.Q,一芸-(vB-Vh)2,, (3･80)

で与えられている.イヒ学ポテンシャルPが満たす式(3.48)は系郎こおい七も成立してい

るととは容易に確かめることができる｡また､保存則 (3.65)～(3.67)､更に(3.47)のよ

うにvaがスカラーの勾配で与えられていることと(3.48)を用いることにより､vn が存

在すると●きのエントロピー保存則
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芸 ･.∇x･(svn)三O, (3.81)

を得ることができる.なお､保存則(3･65)～(3･67)は､系Fにおいても成り立つ｡

このようにして､Ⅴれが存在するときの超流動流体力学の方程式 (3.72)～(3.78)､及び

(3･65)～(3･67),(3･47) (但し､I-X≡(i,Ⅹ),く)Y'.o'-く)Y仇 としたもの)を得るこ

とができる｡

4 今後の課題

本稿の議論において､vaを一定と.して考えた.得られた結果をV,-va(I)と置き換えれ

ば､V,がxに依存しているときのderivative展開の最低次をとっていることになるol∇vJ

の高次について (散逸の効果)は今後の課題である｡～

また､常流体の速度vnはガリレイ変換を用いて導入したが､場の理論の枠組みの中で

第-原理からvn(I)を導入することもこれからの課題である占
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