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Abstrac上

命題論理式の充足可能性問題(Satisfiabilityproblem,以下SATと表記する･)は数理論理
学を背景に持つ代表的なNP完全問題であり,計算の複雑さの理論においては ｢実際的計算可
能性｣を考える上で重要な研究対象になっている.近年,このSATは数値計算を用いる実験数
学的な手法によって研究されており,計算の複雑さの現実的な性質が明らかになっている.本
論文では力学系の理論に基づき計算理論に新たな視点を導入する.

SATのうちで,節に含まれるリテラルの数がk個である和積標準型の論理式(kCNF)の充
足可能性を判定する問題を特にkSATという.本稿では主にこのkSATを取り上げる.kSAT
は与えられたkCNFを満たす解が存在するかどうかを判定する決定問題であり,k-1,2のと
きは多項式時間で解ける問題クラス(classP),k≧3のときは多項式時間では解けないと予想
されている問題クラス(classNP)に属することが知られている･
先行研究によると,計算コストのかかる問題の分布は-様なものではないことが示唆され
る.この分布の幾何学的側面を考察するために,ここではkCNFをk次元の単位区間内にコー
ドし,充足可能式をプロットするという方法をとった.このとき3CNFの充足可能式の集合は
3次元の単位立方体内部に,2CNFの充足可能式の集合はその原点を通る平面での切断面に埋
め込まれることになる.結果として,このkCNFの充足可能式の集合は,k=2のとき完全な
自己相似集合(フラクタ)i,),k-≧3のとき部分自己相似集合(準フラクタル)となると予想され
た.自己相似集合は単純な入れ子構造をもつ縮小写像系,部分自己相似集合は互いに他に含ま
れるような入れ子構造をもつ縮小写像系で表現される.したがってここでは,このような縮小
写像系の再構成が重要な意味を持つ.

k-2の場合,充足可能式の集合を縮小写像系で再構成することができたが,k≧3の場合
は再構成が困姓だった.このためBox-counting法で数値的にⅡausdorff次元を求めたところ,
k=2の場合は理論値に良く一致したが,k≧3の場合は(自己相似集合を仮定した場合の)堤
論値からややずれるという結果を得た.

3SATがclassNPに属するのは何故かという論点に戻ると,相互に他に含まれる入れ子構
造をもつ縮小写像系によって生成される準フラクタルの性質により,NPの言語を認識するこ
とのできる離散力学系(アルゴリズム)において初期入力が不変集合に到達する時間(計算時
間)が単純な入れ子構造をもつ縮小写像系によって生成されるPのそれよりも長くなるという
説明がつく.

以上を考察して,以下の予想を得た.

ctassP ⇔ SetfsimiZarsel

cLassNP ⇔ Pariiattyselfsimilarset

この予想の検証は今後の課題である.

命題論理式はそれを真にするような変数の真偽値の割 り当てが存在するとき,充足可能である

という.任意の命題論理式は簡単な変換操作により,元 積標準形 (以下kCNF)に変換できるの

で,命題論理式のうちkCNFだけを考えても一般性を失わない.与えられたkCNFが充足可能か

どうかを判定する問題をkSATとよぶ.例えばk-3(3SALT)の場合

F- (xlV市 ∨布)∧(軒 Vx3V布)∧ (x2V市 Vx4)∧(布 ∨市)

に対 して 31- 32=irue,x3- 34-falseとすればF-trueとなるので,Fは充足可能である.
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kSATに関しては,k=1,2のときは問題のサイズに対して多項式時間で解ける計算量クラス
(classP),k≧3のときは多項式時間では解けないと予想されている計算量クラス(ClassNP)に

属することが知られている.p-NP,P⊂NPのどちらが成り立つかに関しては不明であり,こ

れを検証する問題は ｢P=?NP｣問題とよばれる計算機科学における重要な未解決問題である.

さてn変数のkCNFをRkJ二の単位立方体Zk-ト喜,喜】畑こ対応させる区間コードを下図のよ
うに与える.図の各区間をさらに小区間に分割し,対応する節を積として式に加えていく.無限長

の節をもつ論理式をzkに埋め込んだ上で,そのうちの充足可能式の全体をSk(n)とおくと,この
Zk上でのSk(n)の幾何学的な複雑さがk早ATの計算の複雑さを反映していることになる･ここ
でとくに∫2と∫3の構造的差異はclassP,ClassNPの差異と直接に関係することになる.

図2にS2(n),S3(n)を示した.充足可能式はJk上で缶actal状に分布しているが,S2と比較して
∫3の分布には異方性がみられる.

布 + 33 市 +33 ヨ汀 + 33 33 ∬1+∬3 ∬2+∬3 ∬3+∬3

布 +x2 三巧 +x2 雷i+ ∬2 ∬2 x1+x2 ∬2+∬2 x3+x2

布 +xI 三両 +a:1.布+31 31 31十 xl x2+31 軍3+31

市 布 ヨ汀 e X1 x2 ∬3

牢言+う汀三巧+-雷i節 +召汀 雷丁 31+召汀 x2+召汀 x3+57

て巧+三巧 :巧+三巧 三町+,三巧 節 31+三巧 x2+布 x3+雷言

S +S 節 +布 節+布 雷言 31+布 x2+布 ∬3+否言

図1:命題論理式の埋め込み(k-2のとき)
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2SAT(classP)

valkL&_unsatisfiabkLeXPreSSiorB
I:A-:■l':I 薄…撃 i-丁耳章垂軽lE藍--S■旨三一~嚢世-.

淑…鮭…:'...i.L圭養 ■■■′ 'h'
3,,; L!

rl■■ # t≡…重言重さ蔓 -妻̀島

亘準 :†.●一一.漢 Ii:
* :重光

ig _,i諾-諜美;ここ'4:

¥

i:I轟● ;,撫子等 …ヨ雛

讃串頭 i:S葦革十Li ∃講…判董喪 ⊃モヽ;'':童貞j….呈.運一.;栄 翠汚.=,..i I.さだi

-0.4 ･0.2 0 0.2 0.4
(Ll〉

Satjsfiable

Unsatisfiable

3SAT(classNP)

valid_a_unsatisfiabb_qrQSSion5

･8.4 -0.2 0.2 0.4

図2:単位区間上での充足可能式の分布

次にSk(n)を極限集合とするIFS(IteratedFunctionalSystem)を具体的に与えることを考える.

このIFSはLkSATのGenera,torとなる.区間コードの定義から,Sk(n)を極限集合とするIFSは全

て縮小率が扇缶 でかつ開集合条件を満たすような縮小写像の組からなるIFSであることがわかる･
IFSを構成するために分割された区間を領域とよぴ,IFSF-flUf2∪-Ufnを構成するのに必
要な領域をDJl,Dj,,･･･,Dfnとする･また領域D′が領域Dを構成要素として含むとき,D⊆D'で

関係⊆をいれる･IpsFについて,(Dj.,⊆)が半順序集合となるとき,FをMonotoneIFS,(Dfi,⊆)
が(反対称律を満たさず),半順序集合とならないとき,FをRecurrentIFSとよぶ.(つまり,領域

間の入れ子の関係が一方向的であるIFSをMonotoneIps,2つ以上の領域が互いに他と入れ子の

関係になっているIFSをRecurrentIFSとよぶ.)MonotoneIFS,RecurrentIFSの極限集合はそ

れぞれ自己相似集合,部分自己相似集合とよばれるa用.nefractalとなる.
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∫2(1)(1変数の2CⅣ∫の充足可能式の集合)は以下のMonotoneIFSの極限集合となる.

早 Al Al

石 X Al

X

Al Al 41

Al Al:

図3:S2(1)のIFS
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図4:∫2(1)の生成
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図5:∫2(1)のIFSの構成領域のⅡasse図
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S2(2)(2変数の2CNFの充足可能式の集合)は以下のMonotoneIFSの極限集合となる.

ここで,A(･)はA(･)の反転である･
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図6:∫2(2)のIFS
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図7:∫2(2)のIFSの構成領域のHasse図

同様にしてS2(n)を極限集合とするMonotoneIFSが構成できる.以上のIFSの構造は一見複

雑そうにみえるが,実際にはBool演算別に基づき容易に決定できる.分割された領域の図はBool

演算表そのものである.

極めてtrivialな場合以外,S3(n)(n変数の3CNFの充足可能領域)を極限集合とするMonotone

IFSの構成は困難である.このIFSの構成が困難であるということ自体,3SATのintractability
と本質的に関係していると思われる.

以上を考察して,やや強い主張をすると

sl(n),S2(n)∈p =⇒ MonotoneZilSで生成可能.

S3(n)∈NP =⇒ MonoloneZFSでは生成不可能.

となり,この結果から以下のような対応付けが可能となる.

classP ⇔ Selfsimilarsei

classNP ⇔ Pariiallyselfsimilarset

この予想の検証は今後の課題である.
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