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Viscous丘ngeringにおける分岐現象

愛媛大理 松岡千博

放射状Hele-Shawcellにおいて､グリセリンや高分子溶液などの高粘性流体を空気で

置換すると境界の分岐現象がおこる(Fig.1)｡境界はDarcy別によって与えられる速度に

従って動く[1]｡この速度は多孔質体を通過する浸透流の速度であり､Saffman-Taylorfin-

gerのように形を変えずに動く丘ngerの場合には一定の値をとる【2]｡
分岐が生じるような系では､空気のわき出し流量を一定に保っても丘ngerが細 くなる

に従ってその速度が大き.くなることが報告されている【3】.従って系は非定常であり､非
平衡の状態にある｡ 単位時間あたりのわき出し流量は一定であるから､この非定常非平衡

性はsourceの性質によるものではなく､境界の不安定性のみに関係しているとみなすこ

とができる｡本研究では､境界における系のエネルギ一変分を考察することによって､境

界条件そのものの不安定性とそれによって生じる丘ngerの分岐のメカニズムを明らかに
する｡

今､境界面がある無限小変位を行ったものとする｡この変位に要する仕事6Rは系の歪

エネルギーの変化∂W と表面積の変化∂Aとを用いて

6R=6W +α6A (1)

と書ける｡ここでαは表面張力係数である｡∂W は空気 (流体1)と粘性流体 (流体2)の
それぞれの歪エネルギー6Wl,6W2の和

6W -6Wl+6W2
で与えられる.系の無限小変位6uiに対して6Wk (k-1,2)は

6Wk-//Aqi3'n,･6uidA

(2)

(3)

である｡ベクトルn3･は面dAの法線方向を向き､ 112の方向を正にとると21 1では

-n,･となる.また応力テンソル7Ti3'は

qk31--pkTi3'(iト 恥等 (4)

と書くことができる[4]oここでpk､T7kはそれぞれの流体が境界面に及ぼす圧力､粘性

係数である｡またTiJ'-7i31(i)は物体計量テンソルである.
今､境界面a;-a:(Ei)が微小変位を行って

a:-3(ど)+ew(ど)en(El)
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なる曲面になったとする｡ここでe>0は十分小さい定数であり､enは境界の法線方向
の単位ベクトルである(Fig.2)｡変形前の境界面の面積を'A､変形後の面積をA′とすれ
ば

A-//㍉舶 2, A′-//√d摘 2, (6)

で与えられるから

∂A= AJ-A

-//J7[-2ewH･C2(W2K+去Ti3'wp,,･)････]dEldE2 (7)

= ∂(1)A+♂(2)A+-

(7)式において0(e)の項が第-変分 6(1)A､0(C2)の項が第二変分 6(2)Aに相当する｡た
だしW,i- 券 とするoH,Kはそれぞれ曲面の平均曲率､ガウス曲率であるo E2方向
(平板に垂直方向)の厚さbが非常に小さいというHele-Shawcellの性質を用いるとK-
0となる｡また､WはE2方向に平均をとった由

由-言/iw(El,E2)dE2
を再びWとおいたものであることを注意しておく.ここでElを境界の周長をparametrize

するSという変数に書き換え､2H-JCとおくと(7)より

6'1'A - -a/Kds (8)

5'2'A - ;/W?sds (9)

が得られる｡変分はen方向にとっているので､(3)における6ui-eWenであるO空気
(k-1)は理想流体とみなせるので､(4)式の第二項は0とおいてよい｡歪エネルギーの変
分は

6W -// 打′33le',･dA13･eWen
-//q133le′3･GewendA (10)
= ∂(1)〟 +♂(2)〟 +…

となる.ここでプライムがついているものは､はすべて変形後の物理量を表す.(4)､(8)･

(9)､(10)より､仮想仕事6R の第-変分6(1)R-0とおくことによって境界の平衡条件

pl1-αrc+融 33 (ll)

が得られる｡ただし2から見た境界が凹であることから､Fcの符号を逆転させてある.

Viscousfingeringにおいて境界が分岐するときには､その点において境界の曲率fC-0
となる｡このとき､境界の様子は第-変分だけからは定まらない｡分岐後の境界の様子を

知るために､第二変分 6(2)Rを極値化する.すなわち
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6(1)[6(2)R]-0

を考えると(9)､(10)より

W ,ss+Fc2W-o (12)

なる式が得られる｡(12)式は㍍-0にturningpointを持つ｡Fig.3は(12)式を解いて
境界の変位の様子を描かせたものである.rc-0の点近傍で変位W-0はべき的減衰を

示し､これらのturningpointが生じるSの億の両側でWの位相は急激に変わる.

本研究では､境界の熱力学的安定性を調べることによってviscous丘ngerの分岐現象を
論じた｡ここで解析のモデルとしたのは､グリセリンのようなニュートン流体である｡非

ニュートン流体では分岐の様子はさらに複雑であるが(Fig.4)､この場合でも同様の議論

が展開できる｡ただし､非ニュートン流体の場合は(4)で与えられるレオロジー状態方程
式の表式がもう少し複雑になる｡
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図説明

･Fig.1ニュートン流体におけるviscousfingering(写真提供 M.Kawaguchi)

●Fig.2境界における座標系

･Fig.3境界の変位 (ニュートン流体)

･Fig.4非ニュートン流体におけるviscous五mgering(写真提供 M.Kawaguchi)
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Fig.2


