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Gauss状態のフラクタル次元

東京理科大学 理工学部 井上 啓

序論

Mandelbrotは,1982年,著書 "TheFractalgeometryofnature"の中で,フラクタ

ル幾何学を提唱した【7】.彼は,自然の形や幾何模様は部分を拡大すると,全体と同じ

ような形をしているという自己相似性という性質を利用し,自然現象などの複雑な事

象を目に見える形として表現しようとした.すなわち,彼は,全体 と部分は,同じ複

雑さをもっていると考えたのである.幾何学図形のフラクタル次元は,このような自

己相似な図形として表される自然の形の "複雑ぎ'を定量的に表す一つの指標であり,

非整数値を取ることから,ユークリッド次元では区別できない形の複雑さを評価する

ことが出来る.

一方,数理的に現象の複雑さを解析する研究では,主に現象を古典系や量子系の状

態として記述し,その系の複雑さを分析するといった方法が従来から用いられきた.

この系の複雑さを定量的に表す指標と考えられているのが,エントロピーである.特

に,Shannonエントロピーは,完全事象系 (古典離散系)の複雑さを表す有用な指標と

して知られている.ところが,状態が連続的な確率密度関数として表される古典連続

系では,Sh冬nnOnエントロピーの値が,通常無限大になってしまうため,系の複雑さ

を区別出来ない.また,Shannonエントロピーの形式的な拡張とも微分エントロピー

(Boltzmann-Gibbsのエントロピー)も,負の倍も取ってしまうため,あまり具合がよ

くない.こうした状況の中で,KolfnOgOrOVは,確率変数の E-エントロピーを導入し

た.この値は有限値を取るので,古典連続系上の確率変数の持つ複雑さを解析するた

めに,この 6-エントロピーを用いることが出来る[3].

状態のフラクタル次元とは,このような数理的研究に対 しても,幾何学図形のフラ

クタル次元を様々な現象の用いるために,Ohyaが情報理論の観点から幾何学図形の

フラクタル次元を捕らえ直し,一般の状態に拡張したものである【10,ll,12,9】.この

Ohyaの状態のフラクタル次元は,確率変数のEエ ントロピーを一般の状態に拡張す

ることによって導入された.

本研究は,Ohyaによって導入された状態のフラクタル次元を用いて,現象のフラ

クタル的な側面を数理的に特徴付け,エントロピーでは区別出来ない古典連続系の複

雑さを表現 しようとするものである.ここでは,実際に,状態が Gauuss測度として
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与えられるGauss確率空間で,Ohyaの状態のeエ ントロピーとフラクタル次元を計

算し,Ohyaの状態の Eエ ントロピーとKolmogorovの確率変数の eエ ントロピー

との比較と状態のフラクタル次元を用いたGauss測度の特徴付けを行った.この結

果から,まず,Ohyaの状態の eエ ントロピーは,特殊な場合としてKolmogorovの

確率変数のE-エントロピーを含むものであることを示した.また,全変動ノルムを用

いて距離を定めるとGauss測度のフラクタル次元の値が 1/2となり,状態のフラク

タル次元が,Kolmogorov流では捕らえられないGauss測度のフラクタル的な側面を

捕らえることを示した.

1.Kolnogorovの確率変数の E-エントロピー

(0,3,p)を確率空間,M(0)を全ての確率変数の集合,I,gをo上で定義され,X上

に億をとる確率変数とする･FLJ,P9を確率変数 f,gによって導かれた確率測度とし,

FL/⑳p9は,Jとgの直積測度,FLf9は,Jとgの結合確率測度を表すものとする･このと

き,確率変数 fとgの相互エントロピーI(I,g)は,

Z(I,9)-S(pf9lFLf@p9)

- sup〈APAPf9(A,log器 ;Å∈p(Q,)

ただし,A - (Al,- ,An)∈7'(g)は,0の可測有限分割 (i.C. Ak ∈g(k-

1,-･,n), AinAk -Q(i≠k), kg.Ak- 0)であり,S(･l･)は,相対エントロ
ピーと呼ばれている.

この相互エントロピーの定義は,次のように書き換えることが出来る.

<定理 1.1>(Gelfand-Kolmogorov-Yaglomの定理)[6,2,4]

I(I,g)- S(pf9IILf@p9)

- (/xxxA lo≡串 dpf@pg'(Ppf/994i Pp/]@@Pp99',,

ただし,諾乾 は,FLf㊨p9に対するpfgのRadon-Nikodym微分である･

相互エントロピーを使うと,確率変数fのエントロピーS(I)は,

S(I)-I(I,I)

- 163 -



研究会報告

と表せる.このように,相互エントロピーは,古典連続系のエントロピーと非常に密

接な関係をもち,正値性も満足する.そこで,Kolmogorovは,この相互エントロピー

を用い,古典連続系にe-エントロピーの概念を導入 した.

[定義 1･2】(確率変数のE-エントロピーSK(I,E))【3]

SK(I;E)-imfgI(I,g);gE/i,×Jl,d(I,9)2dpJg≦E

ただし,d(I,g)は,fと9の距離であり,任意のf-(fl,…,fn)と9-(g1,- ,gn)

に対 し,Jとgの距柾は,

d(I,g)-｣土∑Lf-7

で与えられる.このSK(I,E)は,任意のE>0に対 して有限値を取り,

きiim.SK(I;E)-S(I)

の関係が成 り立つので,確率変数Jの複雑さを近似的に表すものと考えられる.また,

fがn次元確率変数のとき,SK(I;E)は,以下で表される.

2.古典連続系における状態のe-エントロピーとフラクタル次元

この節では,古典的な測度論の枠内で,Ohyaによって導入された状態のE-エント

ロピーとフラクタル次元の定式化を振り返る.この定義は,1節で述べた確率変数の

E-エントロピーよりもより一般的な古典系でのe-エントロピー定式化である.

ここでは,チャネルという状態変化を表す表現を用いた状態のE-エントロピーを説

明する･チャネルとは,入力系のある状態 (確率測度)を出力系に伝える通信過程に

対応するものであり,数学的には入力の状態空間から出力の状態空間への状態変化を

表す写像で記述される.古典連続系におけるチャネルの数学的な記述は,以下で与え

られる.

[定義 2.1】(チャネル A')

(01,31)を入力空間,(02,52)を出力空間とし,P(Ok)を(nk,Sk)(k-1,2)上の全
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ての確率測度 とする.このとき,P(01)からp(n2)への写像 A*をチャネル(Markov

kernel)と呼ぶ :

p(Q)-'A･p(Q)-/ol勅 Q)dp(u)p∈P(哩 ,

ただし,人は,次のような条件を満たす 01× 32から[0,1]への写像である.

(1)任意のQ∈ 52に対 して,A(･,Q)は,01上の可測関数

(2)任意の LJ∈01に対 して,A(U,･)∈P(02)

このとき,FLとjiの合成状態 ◎は,以下で与えられる.

◎(Ql,Q2)-/QlA(U･Q2)dp(u) Ql∈Sl,Q2∈ 32･

相互エントロピーは,合成測度 ◎と直積測度申｡-JJJ㊥A*pの相対エントロピーS(･J･)

を用いて

I(p;A*) - S(OfOo)

- i/ol×薫 g芸 d" (三言1bO,0',

で定義される･ただし,芸 は,裾 こ関する ◎のRadon-Nikody-粉 である･

以下では,簡単のため,(01,551)-(02,92)≡(0,管)の場合を考える.このとき,

状態 FL∈P(0)のE-エントロピーは,次のように定義される【2】.

[定義 2.21(状態 p∈p(0)の E-エントロピー )(チャネル表現 )

So(IL;E)-înf(J(p;A*)Htp- *̂pII≦EI,

ただし,ll･llはP(0)上のあるノルムであり,

J(IL;A')-sup(I(p;A+);r*FL-A*IL),
r*

ここで,∫(〟;A書目ま,〃とA*に関する極大相互エントロピーと呼ばれるものである･
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つまり,入力状態 pから出力状態 ji(≡A*p)へと写すチャネルは,1つとは限らない

ので,入力の情報を最も効率よく伝えるチャネルに対する相互エントロピーを考える

のである.

入力状態 p と出力状態 p(≡九事il)の合成測度◎が,IL㊥A'ILに関して絶対連続で

あるとき,上記のEエ ントロピーを次のように書き直すことが出来る.;

[定義 2.3日状態 FL∈P(0)のE-エントロピー)

So(p;E)-iBftJ(p,p);=FL一剛≦E),

J(p,p)-suptI(FL,P;◎);◎≪ ◎o).
0

ただし,

ここで,状態のe-エントロピーを上記の様に書き換えることが出来るのは,◎がIL㊥A*p

に関して絶対連続であるとき,チャネルA*と合成測度◎は,1対 1に対応することに

よる.

この節の最後に,Ohyaの状態のE-エントロピーは,その定式化において,Kolmogorov

の 確率変数のE-エントロピーと以下の点で異なっていることを強調 しておく.

(1)状態の e-Lントロピーは,距離を状態間の距離として取る.

(2)極大相互エントロピー J(FL,P)という概念が新たに加わっている.

次に,古典連続系における状態のフラクタル次元について説明する.そこで,まず,

幾何学図形のフラクタル次元のうち,尺度次元,容量次元について説明し,状態のフ

ラクタル次元の導入の過程について振 り返る.

【定義 2.4】(尺度次元)【7】

ある図形より作られた対象 (複雑な図形)が非常に粗い尺度 (これを1とする)で

みたときその基本図形の個数をⅣ(1)とし,尺度γで見たときの基本図形の数をⅣ(㍗)

とする.このとき,

ds-log器 /log!㍗

を尺度次元という.多 くの実験の結果
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N(r)主r~dN(1)

という関係が出てくる場合が経験的に多く,この量を走めたと考えられている.この

基本法則が,自己相似性と呼ばれている.

【定義 2･51(容量次元)【71

ある集合 X⊂(d)を直径がEの凸集合 (立方体や球等)で被覆するのに必要なその

凸体の最小個数をN(E)とする.このとき,

dc(X)-limeぅ0
logNx(E)

logき '

ds - ;/log(1/;)

log4
10g3

(例2.6) コッホ曲線

Ⅷ
旧
剛
卜

コツホ曲線の尺度次元は,

(例2.7) シルピンスキーのガスケット

直径E-(2J5/3)･(1/2)nの円で覆うときの円の個数は,N(e)-3nであるので,

logN(e)

;liA6log(1/e)
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limn一〇〇
日Hiiil
〈log3n/log
log3nll/2n-i-tblog2n-1

(2ヽ乃/3)･(1/2)n

(iI_三.:IIIif3

ここで,容量次元の定義に注目してみると,分子にあるlogNA･(E)は,距離空間のE-エ

ントロピーと呼ばれているものとなっている.この距離空間のEエ ントロピーは,第

1節で説明したKolmogorovの確率変数のE-エントロピーとは異なるが,このE-エン

ロビーもKolmogorovがTihomirovと共著の論文 [5]の中で導入した概念の1つであ

る.

そこで,Ohyaは,容量次元がど-エントロピーにより定義されているという点に着

目し,分子のlogNJ1-(E)の代わりに,状態のel ントロピーを用いれば,量子状態を含

むような一般の状態に対 してもフラクタル次元を定義することができると考え状態

のフラクタル次元を定式化 した【11,12].古典連続系では,次のように状態のフラク

タル次元を与えることができる.

[定義 2･8】し(状態 p∈p(0)の容量次元 )

dc- lil-.響

3.Hilbert空間上のGauss測度とGaussianチャネル

この章では,Hilbert空間上のGauss測度対 し,Ohyaの状態のE-エントロピーとフ

ラクタル次元を実際に計算 し,Kolmogorovの確率変数のeエ ントロピーとの比較を

議論するために,Bakerによって扱われたGaussiancommunicationprocessesについ

て振り返り【1,141,Hilbert空間上のGauss測度とGaussianチャネルを説明する.

βを実可分なヒルベルト空間71上のボレルq一集合体,JLを以下のような条件を満足

するβ上のボレル確率測度とする.
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加 Il2dp(x)<∞

さらに,T(7i)+(≡(R∈β(7i);R≧0,R-1T,nR<∞))を71上の全ての有界で自

己共役な正作用素の集合とする･そのとき,〃の平均ベクトルm〝∈γと共分散作用

素R〃∈T(7i)+が存在して,任意の31･1,x2,y∈すいこ対 してmpとRpが

(xl,mp)-i(xl,y)dp(y)

(∫,･1,Rpa･L2)-i(xl,y一mp)(y-γr仰 2)d/I(y)

で定義される･このとき,Tr(Rp)は,

･r(R/I)-illxII2dp(I)

で表現される.71上のボレル測度jJが,Gauss測度であるとは,次の条件を満たすこと

である.

【定義3.ll(Gauss測度 〃)

任意のx∈7日こ対 して,実数値mxとC,T(>0)が存在 して

p(y∈71;(y,x)≦a)-
/_an去 exp(

-(ト mr)2
2g3,

di.

定義より,汎関数fx(y)≡(y,I)を確率変数と見なせば,p -FL･frとなるので,この

とき,pが Gauss測度であることとfE(y)が,Gauss分布に従うことは,同値である.

Gauss測度FLと(mF"Rp)は,1対 1に対応することが知られており,平均ベクトル m

と共分散 作用素 Rをもった7i上のGauss測度ILは,p-lm,R]と記述される.

次に,Gaussian チャネルについて説明する.

[定義 3.2](Gaussian チャネルA')

(711,β1) を入力空間,(7i2,8,)を出力空間とし,Pbk)を(7ik,Bk)(k-1,2)上の全

ての Gauss測度とする.簡単のため,(7il,β1)- (7t,,82)≡ (71,β)の場合を考え,

p∈P(～)を入力空間上のGauss測度,ilo∈P(7i)をチャネルの雑音を示している
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GausS測度とする.そのとき,p(7i)からp(7i)への GaussチャネルA書は,次のよう

な写像入:7ixβ1【0,1】によって

p(Q)-A*p(Q)≡iA(x,Q)dp(I)

入(I,Q)≡flo(Qc),
Qエー-(y∈7i;Ax+y∈Q),x∈7L,Q∈β,

で定義される.

ただし,Aは7tからγへの線形変換であり人は,以下の条件を満足する.

(1)任意のx∈7iに対して,A(x,･)∈P(71).

(2)任意のQ∈βに対して,A(･,Q)は,(7t,β)上の町測関数.

このGaussianチャネルは,Gauss測度として入力された状態に,Gauss型のNoiseが

加わり,出力されるような線形的な通信路である.

pl∈Pil)- チャネル - l A'FLl∈Pi2)

〝o:ノイズ

このとき,入力測度pと出力測度jiの合成測度FLは,以下で与えられる.

@(QIXQ2)-/QlA(x,Q2)dp(I)Ql,Q2∈β

特に,pを【O,R]∈P(～),poを【O,瑚 ∈P(7i)とすれば,そのとき,出力測度A事FL-P

は,

^ 'p-[0,ARA'+Ro]

と表すことが出来る.また,FLとA事に関する相互エントロピー (情報量)は,次のよ

うになる【2].

,/.ー1.､ ll_JAlrA+Rot
I(FL;A')-flog
-､r'-~J 2一〉D ]RoL

ただし,lARA*十和,IRotは,ARA*+Ro,Roの行列式である.
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4.確率変数ノルムにおけるGauss測度のe-エントロピーとフラクタル

次元 [133

この節では,状態間の距離をKolmogorov流に確率変数のノルムを用いて与えると

き,Ohyaの状態の e-エントロピーがKolmogorovの 確率変数のEl ントロピーと一

致する (i･e･SK-So)ことを示す.確率変数ノルムとは,状態 ILJのノルムが

=ILJII-去∑ 鞘 t)

で与えられるときのことであり,このとき,上記のノルムによって導かれた2つの状

態 pfとFLgの距離は,

lI/I/-JL･gH-J両 -/RnxRnd(I,g)2dFLf9･

である.以下では,7i-Rnで,Ga.uuss測度は平均 Oで,チャネルは,Gaussian チャネ

ルのみを考える･ここでは,入力状態pf-[0,R]は,n一次元確率変数f-(fl,･･･,fn)

から導かれた測度で,その出力状態A*p/をILgによって記述する･ただし,9は,A*か

ら導かれた確率変数 9- (91,...,gn)である.

<補遺 4.1>

2-P の状態 p/とp9の距離が上述した確率変数ノルムによって与えられれば,その

とき,

J(p/:A')-I(Ill;A')

証明:ここでは,証明の概略を述べる (詳細は,文献 【131に譲る･)･

仮定より,GaussianチャネルA書は,fに関する9の条件付確率密度関数によって,吹

のように表される.

p(y匝)- (y- I)tR.ll(y- Ax)) I,y∈Rn,

ただし,Iもは,チャネルA*の雑音を示 している測度の共分散行列である.このとき,
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pfとA事IL/-P9の合成測度◎は,次のようなfと9の同時確率分布FL/9-[0,C]になる･

p/9(QIX Q2)-/Q 一芸ztc- lz)dz Ql,Q2∈β(Rn),

ここで,Zは 2n一次元確率変数 (I,y)-(31･1,… ,Xn,y1,...,yn)であり,Cは,以下のよ

うなp/9の共分散行列である.;

C-(ARE ｡RARtAIRo), (4･1,

ただし,R,RAE,AR,Alut+晶 は,nxn行列であり,佳意の(i,i)(i,i -1,… ,n)に対

して,(R)ij-E(fif,･),(RAE)ii-E(figj),(AR)iJ･-E(gifJ･),(AR-4t+Ro)ij-E(gig3･)

A*pf-r事FL/を満足するチャネルA*に対 して,A*FL/は,γレ次元確率変数 h-(hl,…

,hn)から導かれたn一次元Gaussian測度phであるので,

J(pf;A') - sup(I(Ill;F');A'pf-r*IL/)
r'

- sup(I(I,h);gi-hia･e･(i-1,....n))
h

(4･1)式から,合成測度pfhは,Gauss測度 【6,e]になる･ただし,eは/I/hの共分散行

列であり,

e- ( BRR BR芸FiR.),

と表される.ここで,R,IWt,BR,BRBt+島 は,B≠A とRb-R｡を満足する

nxn行列であり,佳意の(i,i)(i,i-1,･-,n)に対して,(R)i,･-E(fif,A),(RBt)i,.-

E(fih31),(BR)i,･-E(hif3･),(BRBt+Ro)i,･-E(hih,.)である･

ここで,FLfg-FLfhを示せるので,補選4･1が成立する･

上記の補寛を使えば,次の定理が成立する.

<定理4.2>補選4.1と同じ仮定のもとで,以下が成立する.

(1)So(pf;E)-SK(I;E)
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-言責log-ax(A,1)
n

ただし,̂ 1,- ,人nは,Rの固有値であり,02は,方程式∑ min(入i,02)- E2 によって唯
Ej-il

一に決められる定数である.

(2)dg(pJ)-dさ(FL/)- n

証明‥(1)C-を β(Rn)からβ(Rn)への Gaussianチャネル全体の集合とし,CID/;E)

を=pJ-A*p/‖≦どを満足するβ(Rn)からβ(Rn)へのGaussianチャネル全体の集

合とする.補題 4.1から,

so(pf;E)-inf(J(pf;A+);A*∈E-(pJ;E))

-imf(I(/Lf;A');A+eC(p/;E))
を得る.また,(4.1)式から

so(pf;E)- imf(I(i";A*);A*≡C-(pf;E))

-imf(I(I,g);ILJg∈S(pf;E))

ただし,S-(FLf･,E)-〈PJ9-'/Rn,R,.d(I.9,12dlLfg
最後の等式のeエ ントロピーの表現は,Pinskerl16]によって証明されている.

･2)So(pf;E)-去n!110g〈-帝 1)),なので,

dg(p/)-dさ(p/) HHmSo(pJ;E)
;1316 . 1

log云

言責log〈-ax(A,1))日加】E一一十0
lim

log王E

;Ails10g!E去glogき;lLL6 10 g !

hm

(i･e･墓-in(Ai,02,-E2)

(麦02-62)

=n
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この場合においては,Ohyaの状態のE-エントロピーは,Kolmogorovのe-エントロ

ピーと一致 し,状態のE-エントロピーが特殊な場合としてKolmogorovのe-エントロ

ピーを含むものと考えられる･また,状態pfのフラクタル次元は,ヒルベルト空間の

次元と一致するため,次元としての意味合いを持つ.

5.全変動ノルムにおけるGauss測度のE-エントロピーとフラクタル次

元 【13】

この節では,状態のノルムを全変動ノルムを用いて与えた場合,Ohyaの状態のE-エ

ントロピ｣を用いて定義されるフラクタル次元が,非整数値をとり,Kolmogorov流

では痛らえられないGauss測度の別な側面 (フラクタル的な側面)を表現できること

を示す.状態 〃の仝変動ノルムとは,

llFL=-lpr(71)

で定義されるものであり,このノルムから導かれた2つの状態ILと_l'FLの距離は,

llp-A*pll-lp-A'pl(7t)

である. ここでは,実際に,71- Rで,入力の Gauss測度は,1次元 Gauss測度

FL-[0,g2],Gaussianチャネルの線形作用素Aは,実数値β,ノイズを表 している測度

が,1次元 Gaussian測度 FLo-[0,002]∈p(7i)によって表現される場合の状態のEエ

ントロピーとフラクタル次元とを計算する.

この場合日 出力状態A*pは,[O,β2g2+qo2日こよって表され,入力のGuass測度から,

同じ距離だけ離れた出力のGauss測度は,(1)β2g2+J3≧q2 (2).3262+Jd2<I,2の

場合に対 し,それぞれ1つずつあるので,(1),(2)の2つ場合に分けて,極大相互エント

ロピーを計算する･チャネルA佃 ,βと卿 こよって決まるので,以下では,A*-A;6,J.2)
と置く.

<補蓮 5･1> β2g2+qo2>-q2かつ,llp-A;p,qa)nil-lil-A‡β,qg)ILl(R)-6,

を満たすならば,そのとき

二､妄
P2g2+U.2-g

(丁 -♂+o(♂)

(2)〈AEp,Uか llp-A;p,q3)刷 ≦弓

- 17 4 -



｢第4回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

4

A‡β･qo2),▽扇
β2g2+J.2-g

tJ - ∂ + o(♂)

ただし,o(6)は,6のオ~ダ~‥主iim.o(6)-0であり,M(6)-(6∈R;0≦6≦弓 で
ある.

証明:(1)pl,P2をそれぞれ,p,A;p,ql)Pの密度関数とする･p-[0,g21で,チャネル

A;p,U.2)は,β(R)からB(R)へのGaussianチャネルなので,

llp-A…β,qg,pll-/Ripl(I)-P2(I)ldx

∬2

.I...･三･''･.･･E

β202+U.2
< P2g2+0.2-g

ノ至言 q

2(P2g2 +q3)

3... .. ･-三''''.'･

ただし,最初の不等式は,方程式は,式 (5.1)の幾何学的な近似によって導き,2番目

の不等式は,任意の正数 芯に対 して成立する不等式 log∬≦∬-1を用いた.

いま,Hp_l̂i-T"iOP2g2'602,カ城 り立つので,

4

IIp-A*p(pp o2,Pll=6⇒ 完扇

β2g2+qo2-g
0~ -♂+o(∂)

(2)任意の Gaussian チャネルA;8,q-a)カ号,lip-A訪,6.2)PH-6を満せば,(1)より,

A;8,63)∈
4

A;pTqa,,フ扇

P2g2十g02-g
(7
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が成立する.また,逆に,

β262+6.2-g

V5= q -6+o(6) (5.2)

A;Bp-.2)を 満 たす 任 意 の Gaussian チ ャ ネ ルを取 れ ば,そ のとき雪 硝 )〟 の分散は,式

(5･2)によって唯~与えられる･このとき,もし鳩 ,6g)が,H/LIA;.3,68)P瞳 6,を満た

すとすると,鳩 ,61)Pの分散が式 (5･2)を満たさなくなってしまい矛盾する･従って,

鳩 ,6.2)∈〈鳩 ,68);llp-AEp,qB)刷-6)

故に,

(A;p･U.2,;･.p-AEp融 .-6)-(A ;,qB,;義
β2g2十 g.2-C,

(丁
6･o(6,) (5･3,

今,M(E)をo≦6≦Eを満たす6∈Rの全ての集合 とすれば,式 (5.3)から,以下が

成立する.

(A;p,U.2)‖Ip-A;p,J.2)PH≦E)

-(A Ep,qa,;去年 -打 o(6)∂∈M(E)i

<補毘 5･2> β2g2十g02≧q2((1)の場合)で,GaussianチャネルA…β,U.2)が β2≦
C6-6
α2

という条件を満足するならば,そのとき,

J(p;Atpp3,,-芸logiI;logq2(1.% (6･o(6,,),

ただし,CB-β2g2+J.2.

証明:チャネルA芸(β,qB)に関するpの相互エントロピーは,

.′…日､ 1.ー_β2q2+6.2
I(p;A')- ;log

2 AVb qo2

で与えられるので,もし,I恒 A芸(p,q3)PH-6,を満たす任意の Gaussianチャネルな

らば,そのとき,補巷5.1から
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･(p･,A芸(β,qB,)-去log

を得る.仮定より,

∫(〟;Aつ Sup

雪p-,Jか

Sup

A(*p-,a-a)
Sup

A;β.6-a'

C6-β2g2■2･去log q2(1･争 +o(6,,),

〈I(p;A;8,q-a,);A;(p,U.2,p-A芸(β,q-.2,P)

(I(p;A玩 ,);=A;(p,J.2,p-A芸(B,q-a,PII-0)

〈I(p･,A;a,q-a));β262巾 .2-82g2+602)

1 1
+言log J2･f(6)

C6-β202 12

去log去.去logg2･f(6)

ただし',･32-等 であ" (6,-(1.令 +o(6,,)

･β2≦等 )

<補語 5･3> β2g'2+go2<g2((2)の場合)で,Gaussianチ ャネル A;p,q言)がβ'2≦
C6-6

cT2 を満足するならば,その とき,

J(p;A;p,U.2,)-;logsI;log

q2

(1十字 (6+o(6)))

ただし,ee-β2g2+J.2･

証明:補選 5.1と補選5.2と同様に証明される.

これらの2つの補選を用いると,つぎの定理を得る.

<定理5.4>

(1)So(p;E)-ilog!･ilog

(2)dg(p)-去 ,dcK(p)-o

α2

(1+響 (6+o(6)))
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証明:(1)補選5.2と補遺5.3から,

So(IL;e)- înf(J(FL;A');=IL-A*pll≦E)

= imf∂
去 log晶 o g J2(1+-i (6･o(6))

J2

;logi･ilog

なぜならば,去log去･芸log

である.

(2)(1)より,

dg(p) ‖円im

(1+普 (6+o(6))

02

(1+普 (6+o(6)))
q2

(1+普 (E+0(E)))'

q2

(1+守 (6+o(6)))

So(p;E)
;Ills 10gき

去log三+去log

6∈M(e)

･∈坤 )〉

は,∂に関して,単調減少であるから

62

(1十 字 (e+o(E))) 1

log主 2E

全変動ノルムを用いれば,Ohyaの状態〟のフラクタル次元は,このように非整数を取

り,Gauss測度のフラクタル的な側面を捕らえることができる.Mandelbrotは,一連

の研究の一つとして,Renge/Scaling解析 【8,15】によって価格データの時系列を解析

し,Gauss測度に従っている時系列のフラクタル次元は,1/2であることを示した.こ

の結果は,我々のGaussian測度のフラクタル次元と一致する.

【系 5.5】:雑音が完全に無視できるとすれば,

So(p･,E)-∞

証明:仮定より,till-A*pH≦Eを満足する任意のGaussianチャネルに対 して,

J(p;A') 2̀VbqlO2I2▲Vb

去log訂 i log
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1

去log謡.ilogq2(1+雫 (6･o(6)))
2 -vbqlZ I2ーVb
去log計 量log

q2

1+辛(6+a(6))

ただし,6は,nil-A'IL=-6を満たす6∈M(E)である.

それ故に,

So(p;E)-∞ t
古典連続系において,Shannonエントロピーは,無限大となり発散 してしまうので,

雑音が完全に無視されるとき,β(〟;ど)-β(〟)-∞ となることは,当然の結果と思わ

れる.こうしたエントロピーが無限大になるという状況を打破 しようとする試みも

行われている【14].

参考文献

ll]C･a.Baker,"CapacityoftheGaussian Channelwithoutfeedback,"Inform.and

Contro),vo137,pp.70-89,1978.

[2]I.M .GelfandandA.M.Yaglom,"Calculationoftheamountofinformation

･aboutarandomfunctioncontainedinanothersuchfunction,"Amer.Mach.Soc

Tナansl.12,pp.199-246,1959

[3]A･N･Kolmogorov,"Theoryoftran sm issionofinformation,"Amer･Math･Soc･

TTranslation,Ser.2,33,pp291-321,1963.

[4]A･N･Kolmogorov,"Ontheshannontheoryof-informationtransmissioninthe

caseofcontinioussignals,"IEEE.TL･anS.Imf.Theory,Vol.2,pp.102-,1956.

[51A.N.KolmogorovandV.M.Tihomirov, "E-entrOpyandE-Capacityofsetsin

functionspace,"Amer.Mach.Soc.Tlansmission,Ser.2,17,pp.277-364,1961

[6]S･KullbackandR･A･Leibler,"Oninformationandsu氏ciency,"Ann.Mach.

Statist_,Vol.22,pp.79186,1951.

[7]B･B･Mandelbrot,"TheFractalgeometryofnature,"W･H,Freemannandcom-

pany,SamFtancisco,'1982.

- 179 -



研究会報告

[8]B.B.Mandelbrot,"Statisticalmethodologyfornon-periodiccycles:From the

covariancetoR/Sanalysis,"AnnahofEconomicandSocialMeasureme叫 1,

pp,1972

[9]T.MatuokaandM.Ohya,"Fra･ctaldimensionofsta･tesanditsapplicatiorltO

Isingmodel,"toappearinRep.Mach.PLY.36,pp.27-41,1995.

[10]M･Ohya,"Someaspectsofquantuminformationtheoryandtheirapplications

toirreversibleprocesses,"Rep-Math･Phys･27,pp･19-47,1989･

[11]M･Ohya,"Ftactaldimensionsofgeneralquantumstates,"Proc･Symp･Appl･

Func.Anal.ll,pp45-1989

[12]M･Ohya,"Fractaldimensionofstates,"inQuantum probabilityandRelated

TopicsVI(WorldScientific,singapore),pp･359-369,1991･

[13]M･Ohya,T･MatsuokaandKei･Ⅰnoue Newapproachtof-entropyandits

compaTbonwithKolmo90rV'sE-entropy,投稿中

【14】M･OhyaandN･Watanabe,"ANewtreatmentofCommunicationProcesses

withGaussian Channels,"JapanJ,App).Mach,3,pp197-206,1986

[15]E･E･Peters,"ChaosandOrderinTheCapitalMarkets,"Sprringer-Verlag,New

Ybrk,1988

[16]M･S･Lpinsker,"Gaussiansources,"Probl,msofInformationTtansmission,14,

pp59-100,1963(inRussian).

-180-


