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量子系における熱伝導
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1 はじめに

我々は注目する 量子系 の左端と右端に異なる温度の熟浴をつけた時に観測される熱伝

導の性質を観察 していく｡特にFourierlawがどのような力学系において現れるかを考察す

る｡Fourierlawは現実の物質においては成立しているがその成立条件はいまだに明らかに

されていない｡そのため様々なモデルに対 してFourierlawが現れるか否かをチェックし､

帰納法的にその成立条件を解明する試みがなされてきている｡Fourierlaw､の解析的な導出

は唯一Lorentzgasに対するBoltzmann-grad極限というのがあるのみである｡そのほかは

すべて数値的な実験によって､Ding-a-1ingモデル､Ding-Dongモデル､CellularAutomata

(cA)のモデルにおいてFourierlawが成立していることが確認されている｡

しかしながら熱伝導の研究における力学的対象は専ら古典系に限られてきた｡我々の今

回の研究はこれら熱伝導の研究を量子系において行ってみるということである｡今まで量

子系において熱伝導の実質的な研究が行われてこなかった理由は､数値的に熱浴をつける

ということが非常に難しかったからである｡熟浴の効果を入れたマスター方程式は古 くか

ら知られている｡しかし与れを多体系に適用し数値的に解 くことは､コンピューターのメ

モリー的にも計算能力的にも困難がつきまとう｡今回の研究ではこのような状況の中でま

ず数値的に熱浴をいかに付けるかを考える｡そして熱浴が十分にうまくついた事を確認し

たうえで､熱伝導の実験に取り組んでいく｡

この研究会報告書は以下のように構成される｡まず Section2では熱伝導の研究でこれ

まで古典系に対 して得 られてきた結果を､完全調和格子とFPtJ格子を例にあげて概観す

る｡Section3では我々が使う力学モデルを導入し､Section4では熱浴を数値的に接続す

る方法を説明する｡Section5では熱伝導の実験をし､最後にSection6で今回の■まとめを

する｡

2 古典系に対する熱伝導の概要 (完全調和格子とFPU格子)

我々の研究との比較で重要な古典系での研究の概要を述べる｡古典系において研究された

最も重要なものに格子間がフックの法則に従うバネでつながれた完全調和格子と､それに

2次､3次の非線形項を加えた力で結び付いた非調和格子 (FPU格子)がある｡完全調和

格子は解析的にもその熱伝導の振る舞いが調べられている｡Systemの格子数をⅣ,･System

の左端および右端につけた熟浴の温度をそれぞれTL,TR(TL>TR)とする｡完全調和格子
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においては各格子における温度は当 年 に収束し､熟流は当許 でなくTL-TR に比例す

る 【2,3】｡ その結果温度分布が平らになり熱伝導率が発散するという異常なことが起こる｡
FPU格子における数値的研究においては以下のような結果が一般に得られている｡つま

り､温度分布の勾配は形成されるが熟浴と接触している両端において温度のとびが現れる｡

その結果温度勾配は熱浴が要請した勾配よりかなり低いものとなる｡この温度のとびの原

因は未だにわかっていない｡

また熱伝導の問題において検証されるべき公式に Green-Kubo公式があるが FPU格子

にたいしてはそれに成功していない｡Green-Kubo公式の直接的な証明は CAに対しなさ

れているのみである 【4】｡

3 System と Subsystem

我々は考える System として1次元量子スピン系を考える｡熱浴をも含めた全体の系の

Hamiltl0nian HTはSystem､熟浴､その間の相互作用のHamilt･onianHs,HR板 tで次のよ

うに表される｡

HT - Hs+HR+Alnt

〟-1 〟 〟

Hs - α∑中 ;･.1+E∑q芸+7∑ql･
k=l k=1 k=l
∫ ∫

HI.lt - q;qf+JんJん,

ここでq芸は k番目の格子におけるZ 方向の Pauli行列､Jlf(i-lorN)はi番目のスピ

ンと相互作用する熟浴の演算子 であるoHRの力学系は指定 しなかったが熟浴については

次の節で説明する｡System の Han 1iltonianは 7-0-の時 Jordan-Wigner変換によって

Free-fermionの彪式で新たに書き表すことができる 【7】｡
I

Hs-∑ C(k)bkTbL･, (4)
A

bkは波数 kのfermionの下降演算子､C(k)は定数である｡7≠0のときはこのように一般

の Ⅳ に対 して解析的に対角化することはできない｡7-0,7≠0の Hamiltonianにおけ

る SpacingSpectrum をN-9に対して示すとそれぞれ Fig.3.1,Fig.3.2のようになるO

前者の分布は Poisson分布であり､後者では準位反発が起こっていることが理解される

【6】｡このことから我々は前者を可積分系､ 後者を非可積分系と呼ぶことにする｡

次に､熱伝導の問題では最終状態の系の温度分布を知りたいので Subsystem を定義する

必要がある｡まず簡単のために演算子 丘を以下のように定義しようo

a(2i-1)≡ Eq.T+Tqtf for l<i<N

a(2i) ≡ αJIfJi+1 for l<i<N-1

このときi番目の SubsystemHss(i)を

Hss(i) - a(2i-1)+a(2i)+a(2i+1)
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と定義するOここでi番目の Subsystem は iおよび 巨+1)番目のスピンから作 られるこ

とに注意しなければならない｡i番目のSubsyst･em に対 して,左側のスピンでの熟流演算子

をj-L(i),右側のスピンでの熟流演草子をfR(i)とすると､これらはエンルギーに対する連続
の式

∂H ss(i,i)

∂t
--3'L (i)+jR (i),

jL(i)- -ila(2i-1),a(2i-2)】

fR(i)- -ila(2i+2),a(2i+1)I

から

と表される｡

(6)

(7)

(8)

4 熟浴

左端および右端にそれぞれ逆温度β1,β〃 の熟浴に接 している System の密度演算子の時

間発展は相互作用の強さ人に関して展開される｡相互作用が小さいという条件 (入<<1)の

下では､これは以下のように2次までで表現することができる【8】

∂p(i)
∂t -i[Hs,p(i)】

-iA('qf''llqlW)],I'qf'Nl舶 申)】〉
･入2〈lqlZ,fl(i)-flT(i)]Ilqん,fN(i)-fL(i)]), (9)
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fk't'- .lduhk'?e-1'ksup't-u'示 iHsu∫
hk(u)- (△ql.△JkZ(u))A

(.･･)A
Tr(･ ･ ･ e~βAHR)
Trie-βkHRi

△q言 - J長一(qkZ)A
∫ ∫

△q芸(u)- èHRu△q孟e~iHRu k-1,N

この式は厳密であるが熱浴の情報を含んだ2点間数,hl(u),hN(u)の振る舞いが分からない

限 りこの方程式は解かれない.さらに方程式中の記憶項 fk((k- 1,N)の存在のために一

般には数値計算は困難であるO そこで､我々はこの2点関数 hk(u)にたいして次のよう､な

関数を導入する｡

hk(u) と hk(0)･exp
し望 . i wku)

k- 1,N (10)

この関数は,hk(u)が平衡状態の関数であるために必要な条件 (KMS条件),hk(-u)-
hk(u+iP)を厳密には満たさない｡その意味で近似関数である｡しかしながら､大きな
Timescaleでは KMS条件を満たしているために､系を平衡状態に導 くことができる (詳

しくは 【9】)｡ この近似関数を導入する大きな利点は､方程式 (9)が厳密にシミュレーショ

ン可能になることである 【9】｡Tkとukの組と逆温度βL･との間には近似的に次のような関係が
ある｡

Pk-
4wL･

(i)2+uk?
良-1,〟 (ll)

この近似によって熟浴をつけ､シミュレーションを行ったときその定常状態におけるエネ

ルギー分布をFig.4.1に示す｡シミュレーションは5個からなるスピン系一(非可積分系)に

対 し左側にのみ 1個の熟浴をつけて行なった.熟浴の変数としては Tl,Ulをそれぞれ 1.0,
q/0.7にとった｡このパラメータは温度約 1･2に相当する.
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さらに両側に熟浴を付けた時も同じ図になることを我々は確かめたC 定常状態がカノこカ

ル分布であることからこの近似によって熟浴が表現できたとみなすことができる占
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次に関係式 (ll)がほぼ正しい表式であることは､あるUとT に対 し熱浴の温度を､シミュ

レーションによって得られる最終状態のエネルギーから逆算 して求める方法と理論式 (ll)

から求める方法とで2つ求め､､それらの値を比較することから確かめる事ができる｡4個

から成るスピン系の左側に熟浴を付けこの実験をしてみよう｡結果は Fig.4.2のようにな

る｡横軸はT,従軸は逆温度βであるO各々の曲線は一定のLUに対 してT を変えていった時の

理論式 (ll)から求めた逆温度の曲線であり､点はシミュレーションによって得られるエネ

ルギーから逆算 して求めた逆温度である｡これから分かるように近似的に関係式Lll)ま正し

い｡この関係式が安当なTとWの領域など､詳しい内容は現在準備中である【9】.

6

一

2

1

8

6

4

2

0

0

0

0

0

VIOqt

bm○ga.■ 0.5 ●

. . 違n=髭○ 一 0 ,7 .ll.O Er

l■◆ ◆ ー ◆ ◆ ●
○

522
.
5
au

2

1
Ⅶ

4bb
一1

1

F

50

5 Sim ulation

熱伝導の数値実験を行 う｡スピン数 〃は 7､相互作用の強さ人は0.2にとる｡可積分系

に対 しては(Tl,Ul)-(2.0,q/1.0日温度 2.0),(T7,W7)-(1･0,q/0･5)(温度 0.7)ととる｡非

可積分系にたいしては (Tl,LUl)=(2.0,7r/1.5)(温度 o･6),(T7,U7)-(1･0,7r/0･3)(温度 4.0)

にとる｡温度分布は可積分系､および非可積分系それぞれFig.5.1,Fig.5.2に示される｡こ

れから分かるように､可積分系 では温度分布が平らになり非可積分系では温度勾配が形成

される｡また両端の温度は熟浴の温度とかなり異なっており古典系同様温度のとびが観測

されることが分かる｡この意味で､可積分系､非可積分系はそれぞれ古典系における完全

調和格子､非調和格子にあたるといえる｡しかしながら､可積分系､非可積分系ともに温

度領域が低温側にずれている｡これは古典系における完全調和格子の各格子が両端の熟浴

の中間の温度に収束したことにたいして異なる結果となっている｡2つの力学系で熱流は

それぞれ0.0015,0.0011あった｡
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6 まとめと議論
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我々は､2つの量子力学系が異なる熱伝導の振る舞いを示すことを示した｡つまり非可

積分系で温度勾配は､Fourierlawが成り立っているための必要条件である有限な線形勾配

が得られ､可積分系ではflatになってしまった.しかしながらこの実験で非可積分系にお

いてFourierlawが現れたということは完全に示すことはできていない｡なぜならFourier

lawはN 無限大に成立する法則であるため､それが成立していることを言うには熱伝導度

の 〃依存性を調べていき､収束していく事を示さなければならないからである｡

前節の図を見ると､古典系の様々な数値実験と同様両端に温度のとびが観測された｡

Fourierの法則が満たされるCAのモデルでは､この温度のとびはサイズが大きくなるとサ

イズの逆数に比例して減少する傾向を持つ 【5】｡ 量子系においてもとびのⅣ依存性は興味の

あるところであり､それゆえ系のサイズ〃 を大きくしていく計算法 (熱浴の接続法)の

開発がこれからの大きな課題になる｡

また､この研究で得られた系の温度領域が全体的に低温側にずれている理由の解明も今

後の課題である｡この結果は一部には､我々が用いた熱浴が､KMS条件を満たした正しい

熟浴ではないということに起因することかもしれない｡古典系の完全調和格子においては

内部温度は両端で接続された熱浴の温度のちょうど中間になる｡したがってこの点は､古

典的な達成振動子系の結果と違うところである｡しかしながら､cA に対 しては内部温度

が熟浴の温度の中間にならない例も発見されている｡したがって､熟浴の表現のまずさ以

外にも原因が存在する可能性は十分にある｡この点に関しては､我々が行った量子スピン

系に相当する古典系に対 して同じような熱伝導の実験をして､その時内部温度が低温側に

ずれるかどうかを調べるところから始めるべきであろう｡

Section3で説明したように我々が導入した2つの力学系のエネルギースペクトラムは特

徴的な違いがあった｡つまり､可積分系におけるスペクトラムは Poisson分布に近 く､非

可積分系におけるそれはWigner分布に近かった｡量子系において熱伝導と準位間隔分布
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には関係があると期待 される｡それゆえこの関係を系統的に調べることは古典系とは違っ

た量子系における熱伝導の特徴を理解する上で重要となるであろう｡
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