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AbStrACt

線型作用患Q-t'kP-1の固有状態の波動的数系はコーシー･ウェーブレットからなるover-complete
なウェーブレット関数系を成すことが知られているが､この関数系は､テンソル積によって合成系に議論
を拡張したとき､運動量の逆数と位置の同時固有状態からなる直交完全系となるようにとることができ
る｡本研究では､その具体的な拡張法を濃美し､付加系上でどのようなベクトルと内積をとればもとの
コ-シー･ウェーブレット関数系が得られるかを示す｡さらに､その応用として､互いに非可換な運動量
の逆数と位置の同時量子測定のナイマルク拡張について述べる｡また､これらの関係はコヒーレント状態
の填合の合成系への拡張と深いアナロジーがあるが､両者の類似点と相違点を指摘する｡

1 はじめに

非定常信号の分析など信号処理の分野で近年盛んに用いられているウェーブレットのうち､連続パラメー

タのウェーブレットは ｢アフィン群に関するコヒーレント状態｣(GCSの一種)と数学的に等価であることが

知られている｡また､量子光学で用いられる｢ワイノレ-イゼンベルク群に朗するコヒーレント状態｣はボゾ

ン消滅作用素a-義(Q+iP)の固有関数系になっているが､これと同様に作用素 Ak=Q-ikPll(k は
自然数)はコ-シー ･ウェーブレット関数系を固有関数系としてもち､この対応関係に注目すると､量子力

学とウェーブレットの間のさまざまな数学的アナロジーの存在を説明すことができる.

それらの一つとして､本研究では､コーシー･ウェーブレットを､(もとの空間では)非可換な物理量の

対の (合成系上での)同時固有状態に拡張する方法を提案し､それがコヒーレント状態を合成系上での位

置と運動量の同時固有状態に拡張する方法とアナロジーをなすことを示す｡また､付加系上でどのような

ベクトルと内債をとればもとのコ-シー･ウェーブレット関数系が得られるかを示す.さらに､それらの

応用として､互いに非可換な運動量の逆数と位置の同時量子測定のナイマルク拡張について述べる｡

2 ウェーブレットとコヒーレント状態

本筋では､準備としてまずウェーブレットの基礎について紹介した後､量子光学との数学的アナロジー

の鍵となる作用素Ak≡Q-ikP11について説明し､コヒーレント状態との対応について述べる｡

2.1 ウェーブレットについて

ウェーブレットとは､ほぼ局在した波束にスケール変換と位置のシフトを施して作られる波束またはそ

の関数系をいい､これを基底関数系として用いた基底変換をウェーブレット変換という｡最近､その応用

の可能性が信号処理を中心にさまざまな分野に広がっている｡ここでは､これらの理論の数学的基礎につ

いて､後に必要となる最小限の範囲で簡単に紹介する｡詳しくは例えば文献の[2-5】を参照されたい｡

実数軸上で定義された2乗可積分な波束関数J申)(基本ウェーブレット関数と呼ばれる)のフーリエ変換

A(W)が条件
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ch≡Jニ聖 dLJ<∞ (1)

を満たすとき､この関数から､座標tに関してa倍のスケール変換とbだけのシフトを施して得られる波

束であるウェ-プレット

?'a･8'(i)≡Iar与h(憲 ) (2)

を定義する｡このとき､ウェーブレット関数系th(a･b)(i)Ia∈a,b∈RIはL2(a)において過剰完全系
(over-completesystem)をなし､しかも任意の関数f(i)∈L2(a)について

;//a,4g (h'a･bU).h'a･" (i)-I(i) ((p,q)≡エ p(f)･q(i)a) (3)

なる関係が成立する｡これは､任意の2乗可積分関数がウェーブレットという波束の重ね合わせに ｢展開｣

できることを示している｡この場合､ウェーブレット関数系は ｢極度に｣線型従属であり､またウェーブ

レット同士は互いに直交しないが､展開係数が基底関数との内積だけで決まるという､直交基底を用いた展

開の場合と類似の性質をもつ｡しかし､その過剰完全性から､ウェーブレットによる関数の展開のしかたは

一意ではなく､上式以外の形の展開も一般に可能である点に注意を要する｡一般に､このタイプのウェー

ブレット関数系を基底(正確には ｢基底｣とは呼べないから､ここでは ｢擬似基底｣と呼ぶことにする｡な

お､タイト･フレーム(tightfram e)と呼ばれることも多い)として用いた(擬似)基底変換は､連続ウェー

ブレット変換【2-5】と呼ばれる｡

これに対し､特殊なケースであるが､基本ウェーブレット関数h(i)として､ある種の条件(文献【2,4-6】

参照)を満たすように関数形をうまく選び､次式のパラメータao,boをうまくとると､離散パラメータの

ウェーブレットの関数系 (hm,n(i)Im∈Z,n∈Z)がL2(a)で正規直交完全系をなすようにすることがで

きる場合がある｡ただし､ここで んm誹 )は

hm,n(i)≡h(aom･nboaon)(i) (4)

で定義される｡この関数系は直交ウェーブレット(基底)と呼ばれ､信号処理における多重解像度解析と密

接な関係がある【2,4-61.

2.2 ウェーブ レットとコヒーレン ト状態とのアナロジー

ウェーブレットは､物理との関連から見れば､数学的にはアフィン群【9,10】に関するGCS(generalized

coherentstates)【11】と等価であることが知られている【2,8,14】｡これはちょうど､量子光学で用いる(普通

の)コヒーレント状態が､WeyトHeisenberg群に関するGCSの一つであることと非常によく似た関係にあ

る｡ウェーブレットと量子力学の関連については､例えば文献【12,13】に解説がある｡

なお､以下では､この両者の間の数学的アナロジーを見るために､信号処理において時刻を表す変数t

を､あたかも物理系における位置座標のようにみなして対応づけ､変数tをあたかも位置座標作用素の固

有値を表すものとして用いることにする｡なお､この対応は､数学的アナロジーを調べるための便宜的な

もので､特に物理的な意味を有するものではない｡

さて､信号処理の分野で窓かけフーリエ変換あるいはガボール変換で用いられる擬似基底であり､しばし

ばこの分野で ｢(広義の)コヒーレント状態｣と呼ばれる関数系があり､ウェーブレット開放系と非常によ

く似た性質をもっている(両者の類似については､例えば文献【2】参照)oこの関数系は､Weyl-Eeisenberg
群に関するGCSの一般の場合に相当し､以下のように定義される｡実数軸上で定義された2乗可積分な任

意の波束関数9(i)があり､

Ci≡Jニlg(f)l2di<-
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とするOこの関数から､周波数pのAM変調(周波数シフト)とqだけの座標シフトを施して得られる波

束である ｢(信号処理でいう)コヒーレント状態｣

g(q,p)(i)≡et'p(トq)g(i-q) (6)

を定義すれば､関数系 ig(q･P)(i)lq∈a,q∈a)は L2(a)で過剰完全系をなし､しかも､任意の関数
I(i)∈L2(R)について

1

2打Ci//R2dqdp(9'q7P',I)g'q7P'(i)-I(i) (7)

なる関係が成立する｡これらはウェーブレットの場合の(1)-(3)式と極めてよく似た関係である｡さて､

これと量子力学との対応としては､特にg(i)として

_i_iZ
go(i)≡7T4e2 (8)

を選んだ場合には､コヒーレント状態

9五g,p)(i)≡esp(t-q)90(i-q)

は､量子光学で用いられる(普通の)コヒーレント状態の波動関数に一致する.実際､QとPをそれぞれ

(無次元化された)位置座標作用素と運動量作用素とし(これらは正準共役関係 [Q,P]-iIを満たす)､こ

れらからボゾンの消滅作用素

a≡義(Q+iP) (9)

を定義するとき､上述のコヒーレント状態は､この消滅作用素の固有状態の(位置座標空間での)波動関数

となっている｡すなわち､

gSq･p)(i)= Q(ila)a ただし α≡去(q+ip)

a回a=α回a

となる｡さて､よく知られているように､量子力学におけるコヒーレント状態は

;/Cd2α [α)aa(aI-I (12)

なる関係を満たすが(ここでIは恒等作用素)､この関係は数学的には(7)式で示された関係でgがgoの
ときの特殊な場合と数学的に等価である｡また､(複素)固有値 αのシフトは､ユニタリ変換

eTaTlT'aJa)4-e-iq'p'ip'qla)a-eiI-'7α●'Ia･γ)a (ただし 7≡去 (q'･ip')) (13)

によって行える｡一方､この関係に対応するものがウェーブレットの場合にも存在する｡ウェーブレッ

トの場合は､基本ウェーブレット関数および (2)式において定義されるウェーブレットに関して､変換

I(i)-I(e-'･e-'q)(i)は､量子力学におけるユニタ))変換

l･)-e-iqPeìB卜) (ただし B≡書くQ,P))

と数学的には等価であることが知られている【10】｡この関係より､上記の固有値シフトの ｢ウェーブレッ

ト版の対応物｣を以下のようにして見つけることができる【16】(なお､ここで紹介するウェーブレット型固
有関数系は､後に対応関係の一部を紹介するように､すでに蔑人かの研究者によって独自に提案されてい

るものと数学的に等価であり､特に目新しいものではない.)｡もし､適当な実数値関数e(α;S,q)と適当

な複素数借問数人(α;S,q),を用いて
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e-''qpeiBBlα)A-e'.a(α'M)lA(α;S,q))A

なる ｢固有値シフト｣関係を満たすような作用素Aが存在すれば､この作用素は

e~''8BeiqPAe-iqPeiSB=入(A;S,q)

(14)

(15)

なる関係を満たさねばならないoただし､ここで (̂A;S,q)は関数入(α;S,q)において変数αの代わりに
作用素Aを代入して得られる作用素である｡作用素代数でよく知られた公式

euxye-ux-Y+ulx,Y]･芸lx,lx,Y】】.宕lx,lx,lx,ym･･･････
を考慮すれば､関係(15)は､交換子積【B,A]と【p,A]の両方が作用素^のみの関数となっている場合に
満たされる.lB,Q]--iQ,tB,P]=iPとなる【10】ことに注意すれば､そのような作用素Aの候補の中
にはIやQや PnlJ:ど ｢自明｣なものもあるが､自明でないもので簡単な作用素として

Ak=Q-ikPll (k-1,2,3,...) (16)

がある｡^=Ak のとき､固有値のシフトは入(α;S,q)-e~S(α+q)なる関係で行われる.(注意 :運動
量作用素の逆作用素 P~1は､位置座標空間の波動関数に関しては積分演算のi倍に対応するが､この作用

素の定義域に関しては若干の注意が必要である.なお､運動量空間の波動関数に関しては､単にスカラー

pi倍を意味する｡) この作用素Akの国有状態の系は､基本ウェーブレット関数
Gk

-(i-i)A+1
hた(f)≡ (k-1,2,3,..; Gとはkによって決まる定数) (17)

(しばしばコ-シー(Cauchy)･ウェーブレットと呼ばれる)から作られるウェづ ●レット関数系 ihY･b)(i)Ia∈

a,b∈RIにちょうど対応している.すなわち､

hP･b)(i)-Q(lJa)Aと ただし α=b+ai (18)

AkLα)̂k-α1α)̂上 (19)

となる｡i-iが複素数であることに注意すると､この波動関数(5.17)は､単峰型の非有界関数ではなく､
波束状の2乗可積分関数である｡その一例を図1に示す｡ここで太線は波動関数の実数部を､細線は虚数

部を表す｡(この波動関数の形はある種のスクイズド状態の波動関数に外形が離似しているが､その数学的

根拠については文献【16】にある.) さらに､ウェーブレットの ｢過剰完全性関係｣(3)においてhとし

てhkを選んだ場合の関係式を､パラメータ間の対応a-e-3,b-e-Sqのもとに ｢量子力学語｣に翻訳す

れば､量子力学におけるコヒーレント状態の ｢過剰完全性関係｣(5.12)の ｢ウェーブレット版の対応物｣

左/C 品 Ja)AkAh(車 I (20)

が得られる｡作用素Aたは交換関係

lAk,Aと】-2kPl2-一志(Aた-At)2 (21)

を満たすが､これはボゾンの生成消滅の場合の[a,aT]-Iよりもやや複雑である｡なお､ボゾン消滅作用

素aと生成作用素 aIの間にはorderingの問題があるが､これと類似のAkとATkの間のordring問題は

この交換関係の相違を反映してやや異なったものとなる｡AkとAいこ関する ｢反正規順序｣から ｢正規
順序｣へのexplicitな変換公式は文献【17,20】においてすでに示した｡

ところで､上述の固有関数のフーリエ変換は､T.PaulやⅠ.Daubechiesによって既に提案されているア

フィン･コヒーレント状態【7,12,13]の特殊な場合に一致している｡特に､上述の議論は､アフィン･コヒー
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レント状態の理論において､波動関数を作用素 -鴫一撃 (L=1,2,･･･)の固有関数にとった場合の議論
と数学的に等価である｡(ただし､位置座標作用素と運動量作用素が入れ替わった対応になる｡) また､

類似の議論は文献【14】にもある｡
さて､上述の種々の対応関係おいて､コヒーレント状態とウェーブレットの相違点の一つは､パラメー

タまたは複素固有値に関する- において､重み関数 去 あるいは毒 の有鮎 あるが､これは､そ
れぞれ対応する連銭群の不変測度の相違を反映している【4]｡なお､ここでは触れないが､よく知られてい
るように､ワイノレ-イゼンベルク群やアフィン群以外の連続群についても､それぞれ対応するGCSが存

在するoそれらの中にはこれら2つとよく似た ｢座標シフト不変性｣をもつ､信号処理に適した固有関数

系のクラスの存在が示唆され【18ト それぞれ対応する連続群の速いに応じて､異なる重み関数が出てくる｡

2.3 最小不確定状態 としてのコ-シー ･ウェーブレット

よく知られているように､交換可能でない二つのオブザーバブルFとGがあるとき､不確定関係

(AF)2(AG)2≧書くilF,G])2 (22)

が成立し､しかも､等号が成立するのは､作用素 (F+icG)(Cは実定数)の固有ベクトルの純粋状態に
なっている場合に限られる｡ 特に､位置座標と運動量の間では､【Q,P]=iIより

(AQ)2(Ap)2≧喜 (23)

となり､等号成立は､作用素 (Q'+icP)(Cは実定数)の固有ベクトルの純粋状態になっている場合､すな
わち､スクイジング･パラメータが実数のスクイズド状態(すなわち､ガウス状態)になっている場合に限

られる｡特にC=1の場合､これはコヒーレント状態となる｡

これと類似の議論がウェーブレットの場合にも存在する｡ここで紹介する結果はT･Paul【13】によってす

でに示されているものと数学的には等価である(ただし前掛こ合わせてQとiPを入れ替えてある)｡今､

位置座標と ｢運動量の逆数｣との同時測定問題を考える｡これら2つは互いに交換可能でないオブザーバ

ブルであり､交換関係

lQ,P-1]--iP-2 (24)

が成立する｡ したがって､これらの間の不確定関係は

(△Q)2(△p-1)2≧喜(p-2)2 (25)

となり､しかも､等号成立は､作用素(Q+icP-1)(Cは実定数)の固有ベクトルの純粋状態になってい
る場合に限られるo前節で紹介した作用素Akの固有状態は､この特殊な場合になっている.したがって､

(17)式に示した基本ウェーブレット関数から作られるウェーブレットを波動関数としてもつ純粋状態は､

すべて位置座標と ｢運動量の逆数｣の同時測定に関する｢最小不確定状態のようなもの｣になっている｡た

だし､互いに正準共役になっている二つのオブザーバブルの場合とは異なり､不確定関係の右辺は状態に

依存して変化するため､

(△Q)2(料 )2≧主
の形にした方が意味がわかりやすいかも知れない｡古典的なイメージとしては､近似的に

△pi亡者(吉)･△p=一筆

(26)

(27)

が成立することを考えれば､ 撃 苛 の大きさは近似的に(Ap)の大きさに近いと考えられるOこのこと
から､(26)の状況は上述の ｢位置座標と運動量の同時測定に関する最小不確定状態｣の場合と極めてよく

似た状況を表していることになるが､この類似は､文献【16】にある｢コ一･シー･ウェーブレットとスクイ
ズド状態の波動関数との類似｣にも符合している｡
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3 コ-シー ･ウェーブレットと合成系上の同時固有状態

3.1 ｢位置｣と ｢運動量の逆数｣の対の拡張法

位置座標作用素と運動量作用素は互いに可換ではないが､よく知られているように､空間γをテンソル

積によりγ⑳γOに拡張し､その上で

Q=Q⑳70-I⑳Qo, P≡P⑳Io+I⑳Po (28)

と定義すれば､両者は交換可能となり､同時国有ベクトル胤P)が存在する.さらに､この拡張した空間にお

けるeとPの同時固有ベクトルを空間TLo内のみで真空状態への射影をとることによって空間71⑳lO)n｡
へ射影したものが､空間γ におけるコヒーレント状態と等価となることが知られている｡拡張した空間

で同時固有状態は直交完全系をなすが､この性質は射影によってコヒーレント状態の過剰完全性に反映さ

れる｡

これと類似の議論がウェーブレットの場合にも存在することが､以下のようにして示せる｡空間〃⑳γo

上で

ゑ ≡Q⑳IoIP-1⑳(Q｡-B｡),称≡p-1⑳zo-p-1⑳po (29)

と定義すれば､これらは互いに交換可能なオブザーバブルとなり､同時固有ベクトル lZ,a)が存在するO
ここで､

A-k≡豆-ik舟 (k-1,2,3,...)

を定義すると､前衛で紹介した作用素AkおよびFok≡Qo-Bo+ikPoとの間に

Ak-Ak⑳Io-p-1⑳Fik

(30)

(31)

なる関係が成立する｡豆と舟 の同時固有ベクトル lZ,血)は作用素A-kの固有値乏-ik血に属する固有ベ

クトルにもなっている｡

さて､作用素Fokの固有値入に属する固有ベクトルをt入)Fo.で表すと

Fo.(OIFa上-0

となることに注意すれば

(Ak⑳Io)(Z⑳IO)FohFo*(Ol)lZ,a)-(I⑳lO)FokFok(Ol)A～kJ三,可
=(三一ika)(I⑳lO)Fo.F6,.(Ol)I王,a)

となり､これは

(Z⑳lO)Fo.Fc,.(Ol)lZ,a)=(const･)･‡2-iba)A.㊥lo)Fo.

(32)

(33)

(34)

を意味する｡すなわち､ある種のウェーブレットと数学的に等価な､空間71におけるAkの固有ベクトル

は､拡張した空間における身と舟 の同時固有ベクトルを空間71｡ 内のみでベクトル lO)Fo.の純粋状態
への射影をとることによって空間γ釧0)ETo.へ射影したものと等価であると見なすことができる｡拡張
した固有空間で同時固有状態は直交完全系をなすが､この性質は射影によってウェーブレット関数系の過

剰完全性に反映される｡
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3.2 合成系上の同時固有状態の波動関数

(27)式で示した拡張による位置と運動量の同時固有状態の位置表示･運動量表示での波動関数は､それ

ぞれ

(Q(il⑳ Q｡(t｡l)胤b)-cet'卓t6(ト i｡一重) (35)

(p(fL⑳ po(fol)胤b)=Ce-i亭J6(I+fo-卓) (36)

となり､これらのサポートは､それぞれ傾き1,-1の直線になり､その上で正弦波をなす｡これは､｢位

置の差｣と ｢運動量の和｣が同時確定している様子を表している｡

ここでは､これに対応する､ウェーブレットの場合の位置と ｢運動量の逆数｣の同時固有状態の波動関

数を求める｡(29)で定義した作用素 え,舟の固有値王,血に属する固有ベクトル lZ,a)の同時国有状態の
波動関数を

¢Z-,tb(i,io)≡(QくiJ⑳ Q｡(iol)l芝,a) (37)

せ2,也(I,fo)≡ (p(fI⑳ pO(fol)区,也) (38)

とするo運動量同士の同時固有状態If)p⑳lfo)poが作用素 舟 の固有値 学 に属する固有ベクトルに
なっていることと､運動量同士の同時固有状態の系が完全系をなすことに注意すれば､ある関数 S2,a(fo)
を用いて

晦 (I,fo)-S2,也(fo)6(1諺 -i)

と書ける｡この関係を作用素 豆の固有方程式に代入すると､関数 S2,.a(fo)に関する微分方程式

(孟一元 +i乏)S言,aUo)-0
1

が得られる｡この一般解

sZ,血(fo)- K e(~去+iZ)fo

杏(39)に代入することにより､運動量表示の波動関数

や2,a(I,fo)- K e'か 2-'Jo6(1嘉II)
を得､これをフーリエ逆変換すれば､位置表示の波動関数

恒 (i,to)- Keか ･'ie(-2･去りo)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

を得る.これらはのサポートはいずれも直線であり､それらの上で正弦波振動をする点は上述の ｢位置と

運動量の同時測定｣の場合と似ているが､サポート直線の傾きが自由である点や､運動量表示におけるサ

ポート直線が必ず一つの点を通る点などは､上述の場合と異なる｡

3.3 付加系上の ｢真空の対応物｣

上述のように､もとの空間のコ-シー･ウェーブレット関数系は､この同時固有状態に付加系上のみで

ベクトル tO)Fo.へ射影したものと等価であるが､コヒーレント状態の場合とのアナロジーから見れば､こ

のベクトル JO)Fokは付加系上の真空ベクトルに対応する｡ここでは､このベクトルの波動関数

xok(io)≡ Q｡(iolO)Fok
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について調べる｡作用素 Eoとの定義より､波動関数の固有方程式は

((ilo+嘘.(io･;))xo鵡 )-0
となり､この一般解は

(45)

x｡k(t｡)-(consl.)･(t｡-ik)-(i+i)e"o (46)

となる｡定数の位相因子をe一･'(告+士).にとれば､この波動関数は真空状態の波動関数によく似た関数とな

る｡その例を図2(a)-(C)に示す.ここで太線は実部､細線は虚部を表す｡特にkが大きくなるにつれ､波

動関数はガウス曲線に近づいていくことが示され､kに合わせてスケールを変換すると真空状態へ収束し

ていくことがわかる｡このことは､文献【16】において示されている､Akの固有状態が適当なスケール変
換のもとで kが大きくなるにつれてコヒーレント状態に収束していくことと､符合する.つまり､コヒー

レント状態と ｢位置と運動量の同時測定｣の関係は､コーシー･ウェーブレットと ｢位置と 運̀動量の逆数'

の同時測定｣の関係のkー(刃の極限と見なすこともできることが判明した｡

3.4 一般の連続ウェーブレット変換との関係

コ-シー･ウェーブレット以外の一般のウェーブレットを用いた連続ウェーブレット変換の場合も､上

述の同時固有状態と関係づけることができる｡実際､付加系上においてベクトルfO)Fo上 に限らず一般の任
意のベク トルと内積をとれば､対応するもとの空間上の関数系はウェーブレット関数系をなすことが容易

に確かめられる｡ウェーブレット関数の形は､付加系上でどんなベクトルと内積をとったかによって決ま

る｡ ここでは､これについて簡単に説明する｡

今､3･1節の議論において､付加系上でベクトル10)Foの代わりに任意の (ノルム有限の)ベクトル 榊O
を用いて内積をとった場合の (和上の)ベクトル

鴫 ,)a))≡(I⑳ o刷)陣 )

を考える｡この波動関数を

h(t,A)≡ Q(叫 ,a))

で表すと､前衛で求めた合成系上の波動関数より､これは関係

h';･b'- Jaf-1′2h'.1･0'(憲 )
を満たし､すなわちこの波動関数系がウェーブレット関数系を満たすことがわかる｡

逆に､基本ウェーブレット関数h(i)が､スケール変換されたコ-シー･ウェーブレットを用いて

h(i)-云
rk

'一､r′ た (i+ik)叶1

の形に展開できれば､(34)で示されたことと関係

h'{kw･2'(i)-kll′2 hP,l'(-妄)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

に注意すれば､基本ウェーブレットh(i)から作られるウェーブレットh(a,a)(i)は上記の同時固有状態Ib,a)0
を付加系上で

00

IQh)-∑ =たrklO)Foと (52)
k=1

の形に展開できるベクトルと内積をとったものと等価であることがわかる (≡kは内積の規格化とkによ

り決まる定数)0
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4 ｢位置｣と ｢運動量の逆数｣の同時測定のナイマルク拡張

上述の結果を用いると､QとP-1の組の同時測定のナイマルク拡張の方法が提案できる｡同時測定に

おいて位置を表すパラメータをq､｢運動量の逆数｣を表すパラメータをuとし､(q,tL)一平面上の可測集
合 △に対応する同時測定の作用素測度【19】を〟(A)で表す｡これら2つの物理量は非可換のため､もと

の系では同時測定の作用素測度〟(A)が射影子にはなり得ず､いわゆる一般化測定【191となる｡しかし吃

がら､上述のように合成系に拡張し､その上での豆と舟の同時測定の作用素測度 h(A)(ただしÅは
(芝,血卜平面上の可測集合)は射影子となり､いわゆる単純測定となるようにすることができる｡両者は

M(A)-ir°(I⑳lO)Fo.Fok(Ol)h(チ(A))(I⑳]0)Fo.Fo.(Ol) (53)

(但し､子は(q,U)一平面から(言,a)-平面へのテ((q,u))-(q,～)なる写像)なる関係で掛まれ､もとの系
と合成系における密度作用素をそれぞれp,声とおくと､△上に測定される確率は

ir(pM(A))-lrl錘 (チ(A))】 (54)

(但しここでtroは空間7t｡のみに関する部分トレース)で表される｡このことは､もとの系における｢位

置｣と ｢運動量の逆数｣の対の (不確定な)同時測定は､合成系上での両者の同時単純測定の (付加系の

状態に関する情報のみが完全に欠如している状況での)一種の限定と解釈できることを表す｡

さて､上記の作用素測度 〟(A)は信号処理の表現では

//D(A,勤 bb h:(a;a,(舌, (55,

(但しここでD は(q,uト平面から(a,a)-平面へのD((q,～))-(-ktL,q)なる写像であり､位置と ｢運動
量の逆数｣を､対応するパラメータ空間上の点に対応させる写像)に対応するが､1.3節で触れた最小

不確定性に関するを用いれば､コーシー･ウヒープレットを用いたこの種の測定が ｢位置｣と ｢運動量の

逆数｣の測定精度の不確定積を最小にする測定の一種となっていることが示せる｡これは､位置と運動量

の同時測定において､ガウス状態を用いた測定が最良であること【19】とアナロジーをなす｡

5 おわりに

線型作用素 Q-ikP~1の固有状態の波動関数系であるコ-シー･ウェーブレット関数系を､テンソル

積によって合成系に議論を拡張したとき､運動量の逆数と位置の同時固有状態からなる直交完全系となる

ように粧張する方法を具体的に示した｡また､付加系上でどのようなベクトルと内積をとればもとのコー

シー･ウェーブレット関数系が得られるかを示した｡さらに､その応用として､互いに非可換な運動量の

逆数と位置の同時量子測定のナイマルク拡張についても調べた｡いずれも､コヒーレント状態の場合とア

ナロジーが成立するが､交換関係の相違を反映していくつかの相違点があることが示せた｡
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トーー 7
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