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状態のフラクタル次元を用いたカオティツクな系の特徴付け

東京理科大学 理工学部 大矢雅則 松岡隆志

序論

状態のフラクタル次元とは､Mandelbrotのフラクタル幾何学【1】とKolmogorovの確

率変数のeエ ントロピー【2]の概念をベースとして､著者の一人により一般の量子力

学系 (C*-力学系)の状態に対し導入された概念【3,4,5】である｡

Mandelbrotは､ ｢TheIrregularandFragmentedinNature(自然に在る不規則かつ断

片的なもの)｣を科学の土台に載せるため､フラクタル幾何学を提唱した【1】｡彼の
着眼は､従来､純粋に数学の分野の関心事とされていた非整数値をとる次元に自然

科学の息吹を吹き込んだ､という点で特筆される｡ 彼は､Hausdorff次元などの非整

数値をとり得る次元が､彼の一連のスケーリング則に関する研究を通して､自然が

持つ自己相似性の構造を特徴付ける指標として採用できることを示 した｡彼が提唱

するフラクタル幾何学も､それ自身は純粋に数学的な構造をもつものであるが､そ

こで彼は､数学的厳密性には欠けるものの､ ｢自然は尺度のスケール変換に対して

べき乗則を有する｣ということから､近似的に求まる一一effectivedimension"という次

元を用いて､自然の実際の形態のもつ複雑さと数学的な集合としてのフラクタル図

形との対応関係を論じるのである｡ ここに､自然現象の有する一般的な特質をフラ

クタル幾何学という形で提示して見せたことによる彼の新しい概念の意義が生じる

のであるが､と同時に､ ｢フラクタル次元を用いて現象を解析するためには､その

対象とする系を理想化し自己相似な図形を準備することが必要｣という､その手法

としての限界もまた見てとれるのである｡

では､この汎用性の高いと考えられるフラクタルという概念をどうすればより広

範な科学の分野に適用していくことができるだろうか｡このような着眼はごく自然

な発想であり､また重要なモチベーションであるともいえる｡ すなわち､このフラ

クタルという概念をいったん幾何学図形から切り離し､適切な仕方でより一般的､

かつ厳密に特徴付けることができれば､そこからフラクタル的な現象の新たな数理

的側面が見えてくる可能性が考えられるのである｡状態のフラクタル次元の定式化

は､こうした試みの一つとして位置付けることができる｡実際には､状態のフラ才
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タル次元は､幾何学図形のフラクタル次元の一つである容量次元に着目することに

よって､その拡張という形で与えられる｡いま､集合 Xをn次元ユークリッド空

間において､直径Cのある凸集合で被覆することを考えよう｡ もし､集合 Xを被覆

するのに必要な凸集合の最小個数をN(E)とすれば､Xの容量次元は次のように定

義される【6】｡
logN(e)

い ′ C→olog(1/e)
ここで､logN(E)は､Kdlmogorov､Tihomirovによって導入された距離空間上の8 -

エントロピー【7]と呼び得るものであるが､この距離空間上の8-エントロピーの代わ

りに､やはりKolmogorovによって定式化された確率変数のCエ ントロピー【2]を､

C*-力学系上にその相互エントロピーを用いて拡張することにより[3】､状態のフラ

クタル次元は導入される[4,5】｡これは相空間上の測度や密度作用素で表現されるよ

うな状態を特殊な場合として含む十分に一般的なものであり､それ故､通常の古典

系[8,9,10,11】や量子系【12】の状態に対して､状態のフラクタル次元による解析が可

能になるのである【13】(フラクタル次元によるガウス測度の解析は､同載の ｢井上

啓 ;一一ガウス状態のフラクタル次元一一｣に詳しい)｡ 本稿では､古典離散系における

状態のフラクタル次元の適用例【8,9,10,13]を紹介する｡

dc(X)≡lirn

1.古典離散系の状態のフラクタル次元

古典離散系は､〝個の事象からなる集合X-(Xl,x2,-Xn)と､その事象の生起

する確率分布p-tp.,p2,･･･,PJ(∑pi=1､p,･≧0)の組(X,P)(完全事象系)
で表され､確率分布Pを古典離散系の状態と呼ぶ｡状態Pの8-エントロピーは完全

事象系の相互エントロピーを用いて定義される｡いま､二つの古典離散系(X,P)､

(Y,Q)の複合事象系XxYの合成状態 (i･e･,同時確率分布)◎を

◎-tr(i,j);1<-i<-n,1≦j≦ml

とする.このとき､XとYの問の相互エントロピーは以下のように定義される｡

･(x･Y)≡皇皇rLj.Og嘉 (1･1,i=1j=l

この相互エントロピーは､Xを入力空間､Yを出力空間とすると､状態Pの情報量

(エントロピー)のうちどれ程が正確に状態Qに伝達されたかを表す量である.以

下簡単のため､n=m<榊として議論する.

さて､合成状態◎は状態P､Qの同時確率分布であるから､
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葺rLj-Pi､ 葺rij-qj (1･2,

を満たす｡よって､相互エントロピーI(X,Y)は､P､Q､◎の関数として､

I(X,Y)-I(P,Q;◎)と表すことができる｡ このとき､状態Pのeエ ントロピー

S(P;e)は次で与えられる【04】.

S(P;C)-inf‡J(P,Q);IIP-QIIS可
〟

ただし､IIP-Q"≡∑Ip,-qilカ､つ､i=1

(1.3)

J(P,Q)≡suptI(P,Q･,◎);◎∈ア(P,Q)‡ (1･4)

であり､集合ア(p,Q)は条件式(1.2)を満たすような合成状態◎の全体である.ま

た､I(P,Q)は極大相互エントロピーと呼ばれるが､これは状態PとQの合成状態

◎ (i.e.,条件式(1.2)を満たすPとQの同時確率分布)はただ一つとは限らないため､

その相互エントロピーが極大となるものをしてPからQへ移すことのできる情報量

と定めたものである｡ ここで､supを取るのは､例えば､通信理論などにおいては

入力空間から出力空間へ移すことのできる情報量は大きいほうが好ましいからであ

るo さらに､J(P,Q)のinfでEエ ントロピーS(P;e)が与えられるのは､距離e以

内の状態に移すことができる情報量としてその最低限の情報量を保証するためであ

るoすなわち､状態Pの8-エントロピーS(P;E)とは､状態Pのエントロピーをそ

の状態Pから距離Eだけ離れた状態Qを通して､二つの状態の相互エントロピーと

して評価するものであーり､これはKolmogorovによって導入された確率変数のeエ ン

トロピーの概念 [2】の状態-の拡張と見てとれるものである｡

ところで､入力空間から出力空間へ状態が変移するという視点に立ったとき､相

互エントロピーI(X,Y)は､初期状態Pから終状態Qへの変換 (チャネル) '̂を用
いて定式化することも可能である｡すなわち､shannonに従えば､チャネル '̂はP

からQ-の遷移確率行列(p(jli))で与えられ､q,-∑..p(jli)piを満たすので､P

とQの相関を表わす合成状態tr.･)･IIま､tr.･)･)-tp(jli)pL)とチャネルを用いて表わ
すことができる｡よって､初期状態Pとチャネル +̂に間する相互エントロピー

中 ;〟)は､

I(P;̂･)-∑t.jP(jli)p.･log空地 (.･5)
qj

で与えられる｡これは､式(1.1)に一致することは明らかであるoこのチャネ')i,̂'

を用いた状態のeエ ントロピーの表現を以下に与えよう【04】.
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いま､Cをチャネル全体の集合とし､状態Pに関するチャネル '̂の同値類

a(p;̂')と､その同値類のsupを取ることによって､Pと '̂に関する極大相互エ

ントロピーJ(P;̂')を次のように与える｡

e(p;̂')=tr'EC;T.p- '̂pi (1･6)

J(P;̂')≡sup(I(P;r.);r●∈a(P;̂')‡ (.･7)

状態Pとチャネル '̂を用いた8-エントロピーŜ･(P;C)は､式(1.7)を用いて､

Ŝ･(p;E)≡inf(J(P;̂');̂'∈C,llp- '̂pl匡cl (1･8)

と定義できる｡このとき､古典離散系においては､

Ŝ･(P;C)-S(P;e)

が成立する【041｡従って､状態のCエ ントロピーは､式(1.3)､(1.8)のどちらの表

現を用いても同じになるが､一般にこれら二つの8-エントロピーが等しいとは限ら

ない｡特に､量子系においては､チャネル表現による8-エントロピーの方が､情報

量の尺度としてはより適しているようである｡ 以下､これら二つの8-エントロピー

は区別せず､ともにS(P･,C)として用いることにする｡

この状態の8-エントロピーS(P;C)を用いて､古典離散系の状態のフラクタル次

元は､次のように与えられる【5】｡

[定義 1-1] (1)オーダーCの容量次元 ;

dc(P;E)=

(2)オーダーCの情報次元 ;

dI(P;C)=･

_Sifiil

log土
C

壁 ifi

S(P)

(1.9)

(1.10)

〟
ただし､S(P)は状態Pのエントロピー (i･e･,S(P)--∑p,･logp,･)0円F;‖

ここで､IIp-̂'pH-llp-Qll-Cのとき､チャネル '̂に対応する推移確率行列
(p(jli))を､

〟
∑p(jti)p,･-i=1

q]-pJ (j≠k,I)
C

qk=Pk+ラ

C

qL=PL~盲
-1061
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と与えられるものに制限すると､次の定理が成立する【9,13,14】｡

<定理 1-2> チャネル〟を式(1.ll)で与えられるチャネルに限れば､

S(p;e)-S(p)-(p--+i)log(p-ax･言)･pm-logpmax4 0g言 (l･.2,
ただし､pmax-max(p.,･･･,phi､0<三<min(pl,･･･,PJo2
-投に､任意のチャネルは､式(I.ll)のチャネルの組み合せとして書けるので､

式(1.12)は､8-エントロピーS(P;E)の基本的な特性を表わすものと見ることがで

きる｡また現在､筆者達の間では､より一般的なチャネルにおけるその計算式の導

出も試みている【14】が､本稿では､式(1.12)を用いた状態のフラクタル次元による

カオティツクな系の解析結果【8,9,10,13】を紹介する｡

2.状態のフラクタル次元によるクレータ及び河川の解析【8,131

月の海には様々な大きさのクレータが存在する｡ 表(2.1)はBoldwinによってま

とめられた､月のいろいろな海におけるクレータの頻度データである【15】｡その直

径が2illマイルから2F'マイル(i-1,2,...,7)に入るクレータの個数がそれぞれ示され

ている｡

直径(マ イル=1.6k-) 2

1､- 2 - 4 - 8- 16 - 32_- 64- 128

雨の海 - 199 117 37 10 5 1 0. 864000

噂 の韓 88 41 7 1 1 0 0 318000

豊かの海 66 34 28 6 3 1 1 311000

静かの海 89 57 39 1事 6 0 1 402000

湿 りの-蘇 111 64_ 27 11 0 1 0 656000

神南の海 26 16 2 1 0 0 0 96400

危機 の海 39 15 6 4 0 0 〇 一165000

且 の梅 60 31 11 3 2 00 31500

秦(2.1)各々の月の海に於けるクレータの直径の頻度データ

いま､縦軸を直径r以上のクレータの個数N(r)(105km2ぁたり)､横軸を直径r

として､その両対数グラフ上にデータをプロットをすると､全ての海で､それば ほ
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ほ-直線上に並び､式(2.1)の関係式が成立する｡

〃(r)-r~β (2.1)

このとき､直線の傾きは全ての海で D方2.0となる【15].このDが､Mandelbrotの

いうところの一一effectivedimension.'であり､自然の形状から実際に求められるフラク

タル次元である｡すなわち､月面クレータのフラクタル次元は全ての海で等しく､

ほほ2.0ということができる｡ただし､この例からもわかるように､それはあくま

で有限範囲のrにおける近似的な値であり､数学的な厳密さは犠牲にされている｡

次に､月面クレータの状態のフラクタル次元を計算するために､表(2.1)用いて､

完全事象系を設定するoすなわち､事象Xiを直径が2i-1マイルから2iマイルのクレー

タ､確率分布pi%クレータXiの頻度分布とする｡表(2.2)は､表(2･1)を用いて作

成した､各々の海における完全事象系の一覧である｡状態(piiは様々な大きさのク
レータの生成状況を特徴付ける分布となっている｡

完全事象系 XI x2 X3 X4 X5 X6 X7PI P2 p3 p4 P5 p6 p7

雨 の韓 199 117 37 10 -5 1(- - - - - - 0)
36.9 369 369 369 369 369

噂 の海 88 41 7 1 1(- - - - - 00)
138 138 138 138 138

豊かの海 66 34 28 6 3 1 1(- - -- - - - - )
139 139 139 .139 139 139 139

静 かの海 89 57 39 11 6 1(- - - - - 0- )
193 193 193 193 193 193

湿 りの海 111 64 27 11 1(- - - - 0- 0)
字14 214 -214 214 214

神酒 の韓 26 16 2 1(- - - - 000)
45 45 .45 45

危複 の梅 39 15 6 4(- - - - 0 0 01
64 64 64 64

嵐 の海 60 31 11 3 2(- - - - 一一‥- 00)
107 107 107 107 107

寒気 の海 103 68 41 15 5 2

秦 (2.2) 月の海の完全事象系

表 (2･2)を用いて､状態tpi)のエントロピー､8-0･002の容量次元､情報次元を
計算し､まとめたものが表(2.3)である｡
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梅の名曲 エント批〇一 容量次元 情報次元 .

静かの海 I.338742 0.2142705 0.9946705

寒気の海 I.324491 0.211984も 0.9946483

豊かの海 1.310290 0.2096875 0.9945325

湿 りの鯨 1.14031S 0.1$23230 0.9936401

岡の海 1.099905 0.~1758138 0.9933711

嵐の海 1.091770 0.1744986 0̀9932860
危敬の海 1.03708tI 0.1656$49 0.9928518

神酒の海 0.9075908 0.1448572 0.9918906

秦 (2.3) 月の海のエントロピーと状態のフラクタル次元

さらに､eをe-0.002,0.02,0.2と変化させたときの容量次元､情報次元の変化の

様子をそれぞれ示したものが､図(2.4)､(2.5)である｡

0.0 0.1 0.2 0.3

dt暮t■r[C+

図 (2.4) Eに対する容量次元の変 化
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固 く2.5) eに対する情報次元の変化

表(2.3)､図(2.4)､(2.5)から､次のことが言える｡

(1)各々の海のクレータのエントロピーとフラクタル次元は､容量次元､情報次

元ともに､そのオーダーは等しい｡

(2)フラクタル次元の漸近的な挙動を調べると､その変化の仕方によってクレー

タは､上から順に t静かの海､寒気の海､豊かの海t､ t湿りの海､雨の海､嵐の

海､危機の海I､ 榊 酒の海､晴の海tの三つのグループに分けられる.

以上の結果は､エントロピー､フラクタル次元どちらの指標を用いても､その複

雑さのオーダーについては､等しい評価ができるのであるが､その複雑さの程度?

違いをフラクタル次元まで考えることによって､クレータを三つのグループに分類

ー109-



研究会報告

できる可能性が示唆されており､すなわち､エントロピーとは異なるフラクタル次

元特有の複雑さの一面を示すものだと考えられる｡さらに､フラクタル次元によっ

て得られた分類と､そのクラスターの物理的な状況との関連を明らかにすることは､

今後の課題である｡

以上､従来のフラクタル次元と状態のフラクタル次元の違いを次にまとめる｡

(1)従来のフラクタル次元は､その値が近似的にしか求められないのに対し､状

態のフラクタル次元は､その値を厳密に求めることができる｡

(2)従来のフラクタル次元では､各々の海のクレータの違いを細かく区別するこ

とはできないが､状態のフラクタル次元を用いると､その微妙な違いを区別するこ

とができ､クレータを大きく三つのグループに分類することができる｡

次に､状態のフラクタル次元を用いた日本の河川の形状の複雑さの特徴付けにつ

いて説明しよう｡

この節では日本の代表的な10の河川を取り上げ､その状態のフラクタル次元

を計算する｡ ここで用いるデータは文献[16]に依るものである｡

日本の河川の形状には､図(2.6)に示すように､樹枝型､平行型､直交型､格

子型､羽状､放射状などがある[17,18】｡実際の河川の流域は､これらの形状の組み

合わさったものであり複合流域と呼ばれる｡ そこで､例えば､仝日本道路地図に

図(2.6) 日本の河川の形状
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よる天塩川の全体図を河川の典型的な形状に分けて､各々の部分を8mmの格子で

覆うのに必要な正方形の数を数え上げる｡それを百分率として表したのが､表(2･7

)である｡すなわち､表(2.7)は河川を形作るいくつかの形状の構成比率である9

形状打州名 樹枝型(%) 溺戸社交重く%1 格子型(%I 羽状(%I A(肝
雄物川 72 6 22

淀川 14 32 . 29 25

天竜川 15 21 13 51

点 ノllf 23 18 9 50

石狩川 18 18 64

天塩川 24 76

最上川 14 6 8 9 63

富士川 27 14 6 53

秦 (2.7)河川の形状の構成比率

この分布を用いて､状態のフラクタル次元を計算することができるが､その結果を

示す前に､Kamiyaによる従来のフラクタル次元の計算結果[Ka]を示そうo

Kamiyaは以下の手順に従って河川のフラクタル次元を計算した｡格子の辺の長さ

rを3mm､4mm､5mm､6mm､7mm､8mm､9mm､10mmと区切

り､抑 牝 の交わりを持つ正方形の数N(r)を数え上げ､各々の河川において､式(

2.1)が成立するのを確認して､その傾きか(フラクタル次元)を求めたoその結果

をまとめたものが､表(2.8)である｡

升 目 3 4 5 6 7 8 9 10 7ラクダJ.

& 物川 2519 1749 1400 1092 885 757 608 566 1.26

淀川 2519 1830 13.54 1161 924 160 661 547 1.25

天竜川 2076 1496 1178 959 778 661 579' 497 1_22

紀 ノ川 1214 784 643 577 438 374 313 254 1.22

石狩川 1402 905 746 693 551 467 392 319 1.14

天塩川 396 293 216 202 153 136 118 98 1.13

最 上川 4218 2996 2381 2141 1739 1417 1259 1016 1.13

富士川 1513 1093 866 825 651 562 470 387 1.08

江 の川 1650 1136 923 866 707 590 ,521 429 1.05

秦 (2.8) 河川のフラクタル次元 (effectivedimension)
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クレータの時と同様に､表(2.7)の分布を用いて､状態のフラクタル次元を計算

した結果が､表(2.9)､図(2.10)､(2.ll)､(2.12)､(2.13)である｡特に､

図(2･12)､(2.13)は､0.002≦C≦0.036の範囲のフラクタル次元の詳しい変化

の様子を示したものである｡

河川名 エントロヒ̀- 容量次元 情報次元

淀川 1.345432 0.2154057 0.9949682

天竜川 1.220938 0_1952984 0.9940739

紀 ノ川 1.209978 0.1935379 0.9940366

最上川 1.153916 0.1844798 0.9935467

富士川 1.134066 0_1813135 0.9935861

江 の川 0.9039182 0.1442684 0.991$726

石狩川 0.9029512 0.1440942 0.9917357

放物川 0.7384357 0.1176029 0.9897351

大淀Ju 0.6191007 0.09840131 0.987$252

秦 (2.9) 河川のエントロピーと状態のフラクタル次元
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図 (2･10) Eに対する容量次元の変化 図(2.ll) Cに対する情報次元の変化
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図 (2･12) 容量次元の変化(o･002≦e≦0･0036) 図(2･13) 情報次元の変化(0.002≦e≦0.0036)
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以下その結果をまとめる｡

(1)秦(2.9)を見ると､富士川､最上川のところで､エントロピーのオーダーと

情報次元のオーダーに違いが生じている｡

(2)図(2.12)､(2.13)を見ると､天竜川､紀ノ川と富士川､最上川のそれぞれ

のペアにおいて､非常に近い範囲の中で近づいたり離れたりしながら変化している｡

(3)図(2.10)､(2.ll)のグラフの傾きから､複雑さの大きい順に､次のように

河川を分類できる｡ t淀川ト､ 1天竜川､紀ノ川､最上川､富士川t､ t江の川､

石狩川t､ i雄物JTH､ 1大淀川､天塩川t｡

クレータのケースと異なり､河川はかなり細かく分類されており､ (1)､

(2)で述べたように､その複雑さの度合いも非常に似通っているものがある｡ 逆

に淀川と天塩川では､図(2.10)､(2.ll)から分かるように､そのグラフの傾きは

大きく違う｡ すなわち､河川の形状の構成比率の違いがフラクタル次元によって明

確に示されている｡ さらに､図形のフラクタル次元との比較を試みるために､表(

2.8)による河川の分類を､そのフラクタル次元が大きい順に行ってみると次のよう

になるだろう｡

l雄物川､淀川､天竜)県 紀ノ州 ､ 1石狩川､最上 川､天塩)旧 ､ i富士川､

江の川､大淀川I ｡

これを見ると､複雑さのオーダーとして､同じ様なオーダーになっているものは､

淀川､天竜川､紀ノ川､最上川､大淀川であり､また､そのどちらの次元でも同じ

グルー プに属するのは､天竜Jlは紀ノ川である.すなわち､天竜川と紀ノ川はどち

らのフラクタル次元を用いても､同程度の複雑さをもつ河川であると言える｡逆に､

雄物川は､図形のフラクタル次元では､最もその値が大きいが､状態のフラクタル

次元ではその複雑さは8番目とかなり低くなっている｡図形のフラクタル次元が高

いということは､本来は線 (1次元)として評価される河川の構造が､面を覆う度

合いが高い (1次元から2次元の間の非整数次元の値が大きい)という意味で､よ

り複雑だと考えるわけだが､表(2.7)の雄物川のデータを見ると､河川を形成して

いる形状に関しては､樹枝型に偏っており､それ故､状態のフラクタル次元は低 く

なっているのである｡これに反し､淀川はどちらのフラクタル次元の値も高く､実

際､表(2.7)を見ると､淀川は四つの形状の流域からある程度均等に形成されてお

り､河川としてその形状の複雑さは､二つの視点から見て､すなわち､その意味で

非常に大きいと言うことができるだろう｡今回の計算では､同様のことが天竜川､
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紀ノ川についても言える｡以上､河川構造の複雑さを解析する際に､図形のフラク

タル次元だけでなく､状態のフラクタル次元の視点を加えたことで､その複雑さと

いうものをより明確に表現できた｡

状態のフラクタル次元は確率分布に対して直接の評価値を与えるので､図形のフ

ラクタル次元を求めるときのような近似が入らず､よって､マクロな系の時系列解

析などにおいても､そのカオス解析に十分力を発揮するものと考えれられる｡次節

ではその適用例として､状態のフラクタル次元を用いた株価変動解析を解説する｡

3･状態のフラクタル次元を用いた株価変動解析【9,10】

従来の計量経済学は､株価などの経済変数の変動は､ランダムウオークに従うこ

とを前提とする｡しかし､現実の市場においては､例えば､株価の変動には､過去

が現在に影響を及ぼし､現在が未来に影響を及ぼすというフィードバック効果が存

在すると考えるのは､ある意味では自然である｡実際､ある一定期間における株価

の収益率の度数分布を求めると､それは､正規分布というよ-りは∴一種のパレート

分布とみなすこともできる｡図(3.1)は､E.E.Petersによる500企業の平均収益率

の頻度グラフ (1928年1月～1989年12月)と正規分布との違いを示したグラフである

[19]｡
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実際の収益率の額度には､平均付近での高いピーク (HighPeak)と平均から大きく

離れた収益率の生起確率の高さ (FatTai1)が見てとれるが､従来の資本市場理論は､

こうした実際の経済変数から求められた確率分布を正規分布の近似として理解する｡

しかし､これらの特徴を正規分布とは異る､現実の市場が持つ基本的な特徴として

捉え､そのカオティツクな変動を解析しようとするのが､"資本市場のカオス解析"

と呼ばれるものである【19,20,21,22,23】｡実は､このような市場の特性に着目し､

そのカオス解析を始めた研究者の一人にMandelbrotも挙げられる｡彼は､実際の収

益率の度数分布が正規分布とは異ることを､Rβ解析(RescaledRangeAnalysis)とい

う手法を用いて解析した.彼は､正規分布 (Gauss測度)に従う一次元の独立な確率

過程のフラクタル次元はl/2(正確にはその逆数で定義される)であることを示し､
実際の株価変動のフラクタル次元は1/2より大きい値をとると主張した【20】｡彼の研

究をベースとして､R/S解析､相関次元などの従来のフラクタル次元､及びリアプ

ノフ数などを用いた珠価変動のカオス解析が､近年､何らかの成果を出しつつある

ように思われる[19,23]｡-ただし､これらの解析は､確率分布そのものを定量的に解

析するものではなく､それ故､実際の市場変数から得られた確率分布が持つHigh

peakや FatTai1などの特徴をどのように定量的に理解するかといった解析は､十分

に行われているとはいい難い｡

そこで､我々は状態 (収益率の確率分布)のフラクタル次元を計算することによっ

て､株価変動に現われるカオティツクな特徴の解析を試みている【9,101｡

現在､我々はsoNY､NEC､TOYOTAの過去13年間の株価からその対数収益率の

度数分布を求め解析を行っている｡ここで､株価の対数収益率とは次で与えられる

指標のことである｡

日次の収益率-log
preice(today'S)

price(yesterday'S)
すなわち､当日の株価 (終値)と前日の株価 (終値)との変化率をその対数で見よ

うするものである｡ちなみに､5日前の株価との比較を週次の収益率と呼び､20日前

とのそれを月次の収益率と呼ぶ｡今回､我々は､1983年1月から1995年9月の株価デー

タを用いて､日次､週次､月次の収益率の度数分布を特定した｡さらに､その各々

に対して､度数分布を特定する期間の長さを変えることによって (i.e.,時間スケー

ルを変化させることによって)､収益率の度数分布を､1年間(1983.年1月～1984年1

月)､2年間(1983年1月～1985年1月)､･･･､13年間(1983年1月～1995年9月)と求めたb
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以上の度数分布においても確かに､HighPeakとFatTai1という特徴が見てとれるが､

このとき､これらの度数分布のフラクタル次元を計算することで､我々は､市場の

カオティツクな振舞いを解析することができるのである｡

3･1 収益率の度数分布に現われるHighPeakの特徴付け

各銘柄において､その収益率の度数分布のHighPeakの高さには違いがある｡ 図(

3.2)､図(3.3)は､SONY､NEC､TOYOTAの9年間の週次､月次の収益率の度数分

布である｡ 図(3.2)を見ると､そのHighPeakの高さは明らかに異り､そのオーダー

は､soNY<NEC<TOYOTAである｡ それに対し､図(3.3)では､HighPeakの高
さに違いはあまり見られず､その高さは､sONYエゴNECエゴTOYOTAとほぼ等しい｡

それでは､このような度数分布のHighPeakという性質を定量的に特徴付ける指

標として､エントロピーや状態のフラクタル次元は有用となり得るだろうか｡
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図(3.2) 9年間の過次の度数分布 図(3.3) 9年間の月次の度数分布

各々の度数分布に対して状態のフラクタル次元とエントロピーを求め､そのオーダー

をまとめたものが次の表である｡
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<highpeakの高さのオーダー>
SONY < NEC < TOYOTA

<8-0.02の情報次元のオーダー>

SONY > NEC > TOYOTA

(0.9717) > (0.9684)> (0.9619)

<エントロピーのオーダー>

NEC > SONY > TOYOTA

(3.6444)>(3.6344) > (3.5842)

秦(3.4) 9年間の過次度数分布のオーダー

<highpeakの高さのオーダー >
SONY = TOYOTA ～～ NEC

<8-0.02の情報次元のオーダー>

SONY - TOYOTA = NEC

(0.97139) = (0.97154) = (0.97174)

<エントロピーのオーダー >

SONY = TOYOTA < NEC

(3.63417) = (3.63832) < (3.66453)

秦(3.5) 9年間の月次度数分布のオーダー

上の表から､分布に現われるHighPeakの高さのオーダーは､状態のフラクタル次元

のオーダーとは一致しているが､エントロピーのオーダーとは一致していないこと

が分かる｡ エントロピーは､分布そのもの複雑さを表わす指標であるため､High

Peakのような局所的な特徴を評価するには適さないとも考えられるが､状態のフラ

クタル次元は､分布のもつ複雑さの伝達程度という視点から､その複雑さの度合い

を測ることができるため､HighPeakを特徴付け得る指標となるのである｡

また､度数分布のHighPeakが高いということは､収益率がより平均値の近くに分

布しているということであり､これは､平均値の周りにトレンドを形成していると

考えることができる｡ よって､HighPeakが高いほど､株価変動におけるその複雑さ

は低いと考えられ､一市場の複雑さの度合いを表わす指標として､状態のフラクタル

次元は､エントロピーより適した指標であるといえる｡ 表(3.4)で､HighPeakのオー

ダーとフラクタル次元のオーダーに関して､その不等号の向きが逆転しているのは､

以上の理由から納得できる｡さらに､HighPeakやFatTailの大きさは正規分布から

の違いの大きさを表わすと考えれば､その意味において､状態のフラクタル次元は

収益率の正規分布からの乗離皮を表わす指標として有効であるともいえるのである｡

3.2 市場に存在するフラクタル構造

ここでは､我々は､度数分布を特定する期間の長さを変えることによって (i.e.,

時間スケールを変化させることによって)､そのスケール変換に対 してエントロピー

や状態のフラクタル次元がどのように変化するか調べてみた｡図(3.6)､(3.7)は

収益率の度数分布を､1年間(1983年1月～1984年1月)､2年間(1983年1月～1985年1
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月)､･･･､13年間(1983年1月～1995年9月)と求めたときの､各々に対するエントロ

ピー､状態のフラクタル次元の変化のグラフである｡
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図 (3.6)･スケール変換に対するエントロピー変化
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図(3.7)スケール変換に対するフラクタル変化

三を

ェントロピーは､分布を特定する期間を長くしていくとある一定の大きさに収

束していくように思われるが､状態のフラクタル次元にはある種の周期性が見てと
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れる｡すなわち､トレンドの強さと､その3銘柄の値の類似性に関する二つの周期

性である｡例えば､TOYOTAのフラクタル次元の変化を見てみると､1年間の度数

分布のフラクタル次元の値は低く (i.e.,トレンドが強い)､その後増加し､5年間

をピークに一度減少し､また､増加を始め､今度は8年間を境に減少する｡また､

3銘柄のフラクタル次元の値は最初は離れているが､以降､近づき､柾れるといっ

た動きを繰り返しているのが分かる｡このようなフラクタル次元の周期性とエント

ロピーの収束性は､分布の持つ複雑さそのものはある一定の範囲に収まるにも関わ

らず､トレンドの強さ (i.e.,正規分布からの乗離の大きさ)という点では市場は周

期的に揺らいでいるといったことを表わしており､このような周期性はスケール変

換に対する一種の相似性の現われと解釈することができ､我々は､株価変動に存在

するカオティツクな構造 (i.e.,ある種の階層構造)を特徴付けることができるので

ある｡

さらに､我々は､別の側面から観た株価変動が有するフラクタル構造を示すこと

もできる｡ 図(3.8)は､由ECにおける三つのタイプの度数分布のフラクタル変化を

示したグラフである｡

0 2 4 6 8 10 12 14

yq

図(3.8)日次､週次､月次のフラクタル変化(NEC)

… 蓋

日次の収益率の変化は､週次のそれと似ているが､月次の変化はかなり異る｡これ

は､20日前の株価との相関を表わす月次の度数分布は､その時系列の相関の現われ

方に､日次や週次のそれとは異る構造を有していることを示しており､月次の度数
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分布と日次や過次の度数分布の間には異る階層構造が存在すると言うこともできる｡

SONY､TOYOTAにおいて､同様のフラクタル変化を調べたのが､図(3.9)､(3.10

)である｡
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TOYOTAにおいては､過次のフラクタル変化は日次のそれに似ているが､soNYに
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おいては､日次､過次､月次の各々のフラクタル変化の間に相似性を兄いだすこと

はできないoすなわち､soNYの株価の変動は非常に複雑な様相を呈していると考

えることができるo上のフラクタル変化の類似性から､我々はNECとTOYOTAを同

じグループに分類することができるが､実は､この類似性は実際の株価変動におい

ても､図(3･11)から見てとることができるのである｡
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図 ('3･ll)NEC､SONY､TOYOTAの株価の変動

状態のフラクタル次元を用いた株価変動の解析手法は､当然､様々な物理変数の

時系列解析にも適用できるので､従来の相関次元などを持ちいたカオス解析と合わ

せて､その有用性の検証が期待される｡
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