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l はじめに

決定論的な物理系が通常の微分方程式で記述されるのに対して,ランダムな揺らぎを含む
物理系には確率微分方程式が用いられる.確率微分方程式論が数学の一分野として登場した

のは比較的新しく1940年代のことであり,伊藤清の業績にちなんで ｢伊藤解析｣とも呼ば
れている.伊藤解析は1970年代には無限変数の超関数のアイデアと融合し,現在では ｢確率
解析｣として無限次元解析の理論的興味から諸科学に現れるランダム現象の解析といった応

用面にわたり,広く研究され大いに発展してきている.その中にあって,量子系への応用とい

う点はやや遅れて,1980年頃から伊藤解析の量子版としての量子確率微分方程式の数学的基
礎づけが研究され今日に至っている.古典論の場合を振り返れば,量子確率微分方程式を超

関数論的に取 り扱うことの実効性が予想される.この論文では,数年前から著者が展開して

いるホワイトノイズ超関数論によるアプローチを紹介するとともに,特に,量子確率微分方
程式の解の存在と構成について論ずる.

まず,簡単なLangevin方程式の例を通してホワイトノイズ超関数論の基本的なアイデア

を説明しよう.速度 V-V(i)の粒子(質量は1とする)が粘性抵抗 (抵抗係数 k>0)のある
媒質の中を外力 f-I(i)を受けながら運動する系はNewton方程式

霊 ニーkv･J, vlt=｡-vo, (1･1)

で記述される.ここで,外力は位置には無関係だが,時間とともに変化しても良いとしている.

今,i-I(t)が(例えば)連続関数であれば,(1.1)は容易に解けて,

V(i)- e 一如 vo+e-kiltekSf (S)ds (1･2)

となる.では,外力に揺らぎのある場合はどうなるだろうか.この場合は,各時刻 tで発

生する外力 f(i)はある確率分布に従う確率変数と考えられる･(一般に,時間パラメータ付
きの確率変数は確率過程と呼ばれる･)はっきりさせるために,確率空間 (a,P)を導入し,
I:R十×a- I(i,W)∈Rと表示しよう･たとえFが確率過程であっても,各サンプルU∈D
に対してI- I(壬,W)が連続関数であれば,(1.2)は定義され,解 V(i)-V(t,W)は確率過程と
して得られる.確率変数の基本的な特性量は平均と分散である.簡単のため,外力の平均値

- 19 -



研究会報告

E(I(i))-0を仮定しよう.このとき,確率過程V(i)の平均と分散は,(1.2)から容易に求め
られ,

E(V(i))- e-ktvo･e-ktlteh.E(I(S))ds-e-ktvo (1･3)

V(V(i))千e-2h〃 ek'r'3'E(I(r)I(S))drds (1･4)

となる･分散がランダムカ f(i)の時間相関関数E(I(r)I(S))で与えられることに注意して
おく.時間相関関数が

E(i(r)I(S))-6(r-S) (1.5)

のようにデルタ関数で与えられるランダムカは,一般にホワイトノイズと呼ばれる.このと

き,(1･4)は

V(V(i))-e-2ktlte2ksds-
1_e-2kt

2 k
(1･6)

となる.ここで注意すべきことは,"普通の関数ではない"デルタ関数を導入したので,確率過

程としてのf(i)はもはや仮想のものであって,方程式(1.1)やその解(1.2)は全く意味を失っ
ていることである.さらにf(i)の高次の時間相関関数が

E(I(t!)I(i2)-･f(i2n11))-0
E(I(il)I(t2)-･I(t2n))-∑6(tq(I)-tq(2))6(iq(3)-tq(4))･･･6(iq(2n-1)-tq(2n))q

のように与えられているとき,I(i)は,Gauss型ホワイトノイズと呼ばれる.ここで,∑ U は
異なるタイプのデルタ関数の積が各々1度ずつ現れるように(Jの取り方は(2n)!/(2nn!)過
りある)とる.このとき,V(i)はGauss分布に従いl-∞ の定常状態では,その平均と分散
は(1.3),(1.6)から判るように,それぞれ0,1/2kで与えられる.この分布はMaxwell分布と
も呼ばれ気体分子運動論では馴染みのものである.こうして,確率変数としては形式的では

あるが,Gauss型ホワイトノイズは基本的なノイズ源といえるのである 【33】.
このような形式的な確率変数や計算を正当化する数学,つまり確率過程に基づく微積分法

は伊藤清によって創始され,今日では｢伊藤解析｣と呼ばれている.その基礎は,Brown運動

Btの無限小増分 dB,-Bt+dr B.,df>0,に関する伊藤型確率積分にある.それによれば,
(1･1)は

dv--kvdt.dBt - V(i)- voニーkltv(S)ds+B(i) (1･7)

のような ｢伊藤型確率微分方程式｣であるとして出発し,その解は,

V(i)-e一山voIe一如/.IehBdB.

のような ｢伊藤型確率積分｣で与えられるのである.1970年代になると,確率微分方程式に
対する超関数的アプローチが現れてきた.超関数論によってデルタ関数が正当化され,微分

方程式論に大きな変革が現れたが,同じようなことは確率解析にも期待できる.Malliavin解

析 【221や飛田解析がその代表的なものである･特に,飛田解析は ｢ホワイトノイズ解析｣と
も呼ばれ,一旦はdBtとして姿を消してしまったホワイトノイズをあからさまに数学的対象
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として捉える理論である1.これについては,次節以降で詳述するが Gauss空間上の超関数空

間(E)'を導入することによって,ホワイトノイズ wtを(E)+内の C∞一級flowとして取り
扱うことができる.そうすると,(1.7)は再び

dv
- --kv+Wtdi

と書かれる･形はもとの(1.1)と同一であるが,解V-V(i)は(E)●の中で求めることになる.
考える空間は(E)'のように無限次元空間になってしまったが,方程式そのものに特異性は
なく,普通の微積分の規則で解を求めることができ,

V(i)-e-ktvo･e-kl/.iekswSds
となる･これは,考えている空間は違うのであるが,(1･2)と形は全く同じである.ここで述べ
てきたものは簡単な一例であるが,ホワイトノイズ解析によって従来の形式的計算に数学的

裏付けを与え,揺らぎの本質を直に捉えることができるようになった.

一方で,1960年頃から散逸量子系の解析において量子 Lange血 方程式が議論されてき

た(Lax[20】,Senitzkyl36】など･なおAccardil1】も参照).それを量子伊藤理論を定式化し
てユニタリ拡張の問題として捉えたのがHudson-Parthasarathyl16】であり,その理論の後,
若干の超関数のアイデアも取り入れながら大いに発展して今日に至っている.最近出版され

た教科書 Meyerl211,Parthasarathyl32]はこの方面の必携書となっている.まず,Brown遠

動を定義する確率空間とL2(A)上のBosonFock空間(RがBrown 運動の時間パラメータ
を与える)が同型になる(WienerJt6-Segal同型).するとBtをその BosonFock空間上の
かけ算作用素とみなすことができ,

Bt-At+Ate
のように,さらに ｢素｣な2つの量子確率過程に分解することがわかる.At,A言はそれぞれ
消滅過程,生成過程と呼ばれている.Hudson-Parthasarathy-Meyer理論は,それらの無限小

増分 dAt,dAI,及びゲージ過程の無限小増分 dAtに基づく伊藤解析の量子版とでも言うべき

ものである.生成 ･消滅過程によって,第3の量子確率過程 t̂を表すことは,彼らの量子確

率積分で許される被積分関数の範囲ではできないが,応用上極めて重要であるので独立につ
け加えられている.

このような流れを眺めれば,ホワイトノイズ解析の量子版を建設し,応用面を探るのは興

味のあることと言えよう.このアプローチの一つの特徴は,デルタ関数を掌中にする超関数

論を基礎にしているので,｢素｣となるべき量子ノイズはa,,at'の2つで十分であるという

ことである･実際,"すべて"の量子確率過程をatとat'に関する"量子確率積分"で表現する

ことができる2.また,このことは,すべての作用素が生成 ･消滅作用素で表現できるという

場の理論における直感にもあっている3.こうして,我々の立場を図示すれば次のようになる.

1飛田【12】に興味深い解説記事がある.
2ここで … をつけたのは,数学として表現するのだからむろん一定の枠をはめたり,概念を一般化したりし
た上で,との意味.詳しくは本文 §4を参照されたい.
3このことを証明するためには,"すべての作用素"に対して枠をはめなければならない.有界作用素に対し

てはBerezin【31,Gelfandtripletに付随したものはObata【231で証明された･なお,§3も参照せよ･
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古典確率解析

dBt-dAt+dAl'

dBt-Wtdl

Wt-at+ai'

量子確率解析

Hudson-Parthararathy-Meyer理論

dAt,dAt',ddt

ddt-atdt
量子ホワイトノイズ解析 (提案中)

ai)at+

この論文では,ホワイトノイズ起関数論 (WNDT)を簡単に紹介した後,量子確率過程が

どのようにして素過程であるa.,at'で表現されるかを説明する･その後,作用素のWick積
を導入し,量子確率微分方程式の解の構成に応用する.ホワイトノイズ超関数論については,

最近出版されたKuo【19】は極めて丁寧に書かれており,この方面への格好の入門書である･
また,この論文ではホワイトノイズ空間上の作用素論が基礎になっているが,これについて

はObata【23】を参照されたい.量子ホワイトノイズ解析については,本はまだないが,Obata

l27日28日29】に多少まとまった記述がある･関連するものとして,Huang【13】,Huang-Luo
l14],Obatal25】,大矢-,)､鴫 [31]なども参照されたい･ここで展開する理論は物理では絶対零
度の場合に対応し,有限温度の場合に拡張することは極めて興味深い問題となる.この観点

からHudson-Lindsayl15】や有光グループによる研究 【2日34】は重要な指針を与えるもので
ある.

2 ホワイトノイズ超関数論

2.1 Brown運動からホワイトノイズへ

水中の花粉粒子のジグザグ運動は,数学的には確率過程として定式化されている.確率変

数の1径数族 fBt)t≧｡で

(i)(Bt)はGauss系,つまり任意の有限1次結合cIBil+･-+cnBtnがGausS分布に従う;
(ii)B0-0,E(B,)-0,E(BsBt)-min(S,ll;

を満たすものをBrown運動またはWiener過程 と呼ぶ.ここでは,無限次元Gauss測度を

用いてBrovn運動を構成する.他の方法については,【11日17】などを参照されたい.

実 Hilbert空間H-L2(IR,di)の実内積とノルムを

(i,7)-/RE(i)7(i)dl, I引｡- (i,i), E,77∈H,

によって定義する.(ここで,ノルムの添字 Oは後で便利なようにつけた･)有限次元 Euclid
空間ならば,Bochnerの定理によって確率測度と正定借関数が 1対 1対応するが,無限次元

空間に対しては Gelfandtripletを用いなければならない 【381･さて,無限回微分可能な急

減少関数の全体をE-S(A),その双対空間,つまりE上の連続線形 (帆)関数4の全体を

4E-S(A)の標準的な位相は,ノルムの系列=fJL･,A-SupteRlt3'E(た)(i))で定まる･つまり,E九が 亡に収束
するとは任意の j,kに対して ‖En -Ellj,A-0が成り立つことである･
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E'-S'(A)で表す･E'の元はSchwartzの媛増加超関数とも呼ばれ,例えば,デルタ関数や
その微分がそうである.このとき,自然な包含関係

E-S(A)⊂H-L2(A)⊂E'-S'(A) (2.1)

が成り立つことに注意しておこう.F xE上の標準線形形式はHの内積を拡張したもので

あるから同じ記号 (･,･)で表す･また,(2･1)はGe血ndtripletとも呼ばれる5.無限次元空間
上の測度論によって,

e~'u/2-/E.ei'W p(dx), E∈E,

を満たす確率測度 pが E'上に唯一存在する.これをF 上の(標準)Ga.uss測度,確率空間

(E',p)をGausS空間と呼ぶ.

補 題 2･1各f∈Eに対して,E'上の関数をXf(x)-(C,E),x∈F,によって定義する.こ
のとき,txdeeE は平均 OのGauss系であり,

E(XfXn)-/E.(x,紬 7)p(dx)-(i,7), i,咋 E,

が成り立つ.

証明は容易である･この補題によって,任意のE∈Hに対して,Xf(I)-(x,i)が定義さ
れる･実際,近似列 En∈EをIEn一引｡-0となるように選んで,XfnのL2-極限をxfと
するのである･特に,区間【O,l]の特性関数 1【O,ilはH に属するので,

Bt(x)-(x,1【叫), X∈E', f>_0, (2･2)

はL2(E*,FL)に属する関数(Gauss型確率変数)である･容易な計算で tBt)t≧OはBrown運
動であることがわかる.

ところで,(Bth≧Oは平均OのGauss系なので,独立性と直交性は同値な概念となる･S<I
として,時間区間 [S,S+h日t,i+h]を考える･ここで h>0が小さければ,時間区間は互
いに素になるからh~1(Bi+A- Bs)とh-1(Bi+h- Bt)は独立になる･直感的にはhlOの極
限でtdBt/dt)t≧Oは各時点毎に独立なGauss型確率変数の族となりそうである･しかしなが
ら,Brown連動の殆どすべてのサンプルは,至る所微分不可能なほどジグザグである(Paley-

Wiener-Zygmundの定理 【17】)ので,dBt/dtは文字どおりには存在しないのである.この事
情は,(2･2)を形式的に微分してみても判る:

孟Bt(I)-(痛 )-x(i), ご∈且･･

x は超関数なのだから,点tでの値は意味がない.それにも関わらず,

wt(x)-孟Bt(I) (2.3)
はホワイトノイズと呼ばれ,さまざまな問題に応用されている.デルタ関数が超関数論によっ

て正当化されたように,ホワイトノイズも無限変数の超関数論によって正当化される.

5このような関数空間の三つ組は,もともとスペクトル理論の拡張のために導入された【8ト別の応用として,
量子力学における観測量(Eilbert空間上の一般には非有界な自己共役作用素)を連続作用素として取り扱った
り,複素固有値に意味づけしたりするなどの物理的応用もある【5】,【371.
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2.2 ホワイトノイズ超関数

一般の記法として,実空間Xに対してその複素化をxcで表す･まず,Hc-La(A)上の
BosomFock空間を

Zl(Hc)- (I.I)nu=｡;

′■ヽ

fn∈Hen-(LS(Rn))Sym ,
00

lL(fn)ll2≡ ∑n!lfnl喜< ∞
n=0

(2･4)

によって定義する･但し,Hgo-Cと約束する･ ノルムの定義の仕方に注意を要する が 6,基
本的には,

′ヽ
F(Hc)-C⑳Hc⑳H82(9- ⑳HcC"⑳･･･ (Hilbert空間の直和) (2.5)
■■ヽ..

と考えて良い･Hgnは(対称)n粒子空間とも呼ばれる･さて,ホワイトノイズ超関数の導入
の鍵は次の有名な同型定理にある.

定 理 2.2(Wiener-It6-Segal)各E∈Hcに対して,夷∈L2(E',p)を

夷(x)- e(3,(トく= )/2, x∈F, (2.6)

で定めるとき,対応 夷 一 十 (1,i,E⑳2/2!,E⑳3/3!,･･･)は,線形に拡張されてL2(E',p)と
I'(Hc)のユニタリ同型を与える.

(2･6)の ¢Eを指数ベクトル,特に Qoを真空ベクトルという.wiener｣t6-Segal同型に
よって,¢∈L2(E',p)と(fn)nu=｡∈Il(Hc)が対応しているとき,

¢～(fo,fl,f2,･-) (2.7)

と表す.¢∈L2(E',jL)はE'上のL21関数であるから,各 x∈E'に対して殆ど至るところ
の意味で ¢(I)が確定する.(2.7)の対応があるとき,wickテンソルを用いれば¢(3:)は(fn)
によって直接的に表示することもできる.詳しくはKno【19】,Obata【231などを見よ.
Wiener-It6-Segalの同型の下でBrown運動は

Bt～(0,1to,t],0,-)

のように対応し,Brown運動は1粒子空間の関数 1【O,t]∈Hで表現される･1粒子空間に対し
ては,既にGclfandtripleE⊂H⊂E'が付随している.超関数空間E'-S'(A)において

6L-孟1'O,i), " A,
6物理学の文献(例えば,【5日71)では,ノルム(2･4)の定義で,荷重n!をつけないのがむしろ普通の流儀であ
るが,本質的な違いを生ずるものではない.しかし,後で必要になる指数ベクトルや生成･消滅作用素の定義も
違ってくるので注意されたい.
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は全く正しい式であるから,何らかの方法でr(Hc)空 L2(E',p)に付随するGelfa.ndtriple
を導入すれば,(2･3)が正当化されるだろう･それはGauss空間(F,p)上の(したがって無
限変数の)超関数を構成することに他ならない.大雑把にいえば,(2.5)を元にして,

(:X) ∞

OEc6n⊂I,(Hc)- 2(F,p)⊂⑳(EcOn)S'ymn=O n=0

を考えることになる.¢～(fn)がテスト空間の元で,¢～(Fn)が超関数の元であれば,それ
らの標準双線形形式は,Il(Hc)の複素双線形形式7を拡張したものであるから,

∞
《卓,¢》-∑nl･(Fn,fn)
n=0

で与えられることになる. ′ヽ
実際には,収束の議論や Hilbert空間でないEcOnの直和をどのように定義するかなどで
微妙な問題を生ずる.このような(専門家にとってのみ興味のある)技術的な問題点の詳細は,

【19日23】などに譲ることとし,ここではノルムの記号だけ準備しておく(なお,【27】も参照).

まず,E-S(A)の位相はHilbert型ノルムの列 日p,p∈R,で定まる(定義は省略する)･こ
のノルムは,Ecen にも自然に拡張される.次に,¢～(fn)∈L2(F,FL)に対してノルムの系
列を 00

E値‖芸-∑n!Ifnl芸 (2･8)n=0

で定義する･すべてのp≧0に対して 日射p<- となる車の全体を(E)と書くと,(複素)
Gelfandtriplet

(E)⊂(L2)≡L2(E書,p)竺Il(Hc)⊂(E)' (2.9)

が得られる.(E)の元をホワイトノイズテスト関数,(E)'の元をホワイトノイズ超関数と呼
ぶ･(2･9)は,Hida-Kubo-Takenaka空間 【18】とも呼ばれる･(E)'×(E)上の標準複素及線

形形式を《･,･》で表す･構成の仕方から(E)'は,Fn∈(E8n):,m で,あるp≧0が存在して

ヲn菅塊 誠 た完TTtbfia話 芸 @～(Fn)の全体である･等式(2･8)はそのままホワイト
各t∈Rにおけるデルタ関数6tはSI(R)-E'に属するから,

Wt～(0,6t,0･-･)

はホワイトノイズ超関数である.これをホワイトノイズと呼ぶ.次の事実が注目に値する.

定 理 2.3Brown 運動t.- Bt∈(E)',ホワイトノイズt- W.∈(E)'はともにC∞一級 且ow
であり,

孟Bt-Wt (2･10)

が (E)'で成り立つ.

7この論文では,混乱を避けるため,複素Eilbert空間に対してエルミート内積を表す記号は尊入しない.
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3 作用素論

通常,量子確率論というとHilbert空間上の有界作用素を対象にすることが多いが,ここ

では少し広い意味で捉える･あとで,Brown 運動BtをL2(F,p)上に働 くかけ算作用素と
考えるのであるが,BtはGauss分布に従うので非有界な関数であり,したがってB.はかけ

算作用素として非有界な作用素になる.そのような(Hilbert空間上では)非有界な作用素も,
Gelfandtripleを導入して連続作用素として扱ってしまおうというのが我々の理論の要点で
ある.実際,我々は

L:((E),(E)')-(=‥(E)-(E)';連続線型作用素)

を研究の対象にする8･このとき,I:((E),(E))や Fock空間Il(Hc)等 L2(E',p)上の有界線
形作用素全体 B(L2(F,p))はL:((E),(E)')の部分空間になる.これらの空間に位相が必要
な場合は,有界収束位相を考えるのが好都合である.

3.1 積分核作用素

Fock空間 Il(Hc)上の作用素で最も基本的なものは,生成 ･消滅作用素であるが,(2.9)
を考えることで,各点ごとの生成 ･消滅作用素が導入される.テスト関数 ¢∈(E)として
¢～(0,-･,0,f⑳71,0,･･･),t∈Ec,を考えよう･このとき,任意のy∈E昌に対して

Dy¢～(0,-･,0,n(y,i)f⑳(n-1),0,･-)

とおくと,Dy は (E)上に連続的に拡張されて,Dy∈L:((E),(E))となる･これを消滅作用

秦,その共役作用素D;∈L:((E)',(E)+)を生成作用素と呼ぶ･特に,y-St∈E'に対して

at-DSt, at'-D6't, t∈A,

とおく.これらが点 i∈Rにおける消滅作用素 ･生成作用素である9.ここで特に強調してお

きたいことは,aL∈I:((E),(E)),aL'∈L:((E)',(E)')となっていることである.特に,両者と
もL:((E),(E)')に属する.

位相線形空間の一般論によって,佳意のK∈(Ec@(t'm))･に対 して,

《=L,m(a)4,4))-(a,《a;1･･･a;.atl-･atm車,車》), 糾 ∈(E),

をみたす作用素 =L,帆(rc)∈I:((E),(E)')が-意的に存在することがわかる.これを

･L.-(氏)-/A..mK(sl,･･･,SL,tl,-,i-)a;1･･･a:,all-･ai-dsl･･･dstdtl･･･dl- (3･1)

のように形式的積分で表し,fCを核超関数とする積分核作用素(integralkerneloperator)と呼
ぶ.場の量子論では常識的な表現ではあるが,FCの方こそ超関数にとっていることに注意せよ.

前の卜変数,後ろのm変数についてそれぞれ対称になっているKの全体を(EcO(ten))s･ym(I,m)
と書く.核超関数をこの空間に制限すれば一意的である.

8本稿を通じて,断りがない限り,双対空間に位相が必要な場合は,強双対位相(有界集合上の一棟収束位相)
を考える.なお,位相線形空間に関する用語は【8日35】等を参照されたい.
9場の量子論を別として,確率解析において各時点毎の(つまり時間パラメータをsmea.rしない)生成･消滅
作用素を導入したのはⅡida【10】である.
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定 理 3･1【23】任意の=∈I:((E),(E)～)は,I:((E),(E)')の位相で収束する級数
○く)

=-∑ =L,m(KLp), KL,m∈(EcO(L'm))S'ym(,Jn),
t,n-0

(3･2)

に展開される･このとき,核超関数 rcL,,n は一意的に定まる.もし=∈L:((E),(E))ならば,
FCL,m∈((Eel)㊨(E8m)')Sym(,p)であって(この条件は =L,n(rcL,m)∈I:((E),(E))と同値),級
数(3･2)はL:((E),(E))で収束する.

積分核作用素の重要性はこの展開定理に集約されている･このタイプの展開は,Ha且g[9】
をはじめ,多くの人たちによってさまざまな形で取り上げられている(例えば,【3日5日7】).

3.2 作用素シンボル

指数ベクトル (¢(･,E∈Ec)は(E)の桐密部分空間を張るので,=∈I:((E),(E)')は指
数ベクトルに対する作用で一意的に定まる.すなわち,EcxEc上の関数

含(i,り)-《=夷,¢7)), E,77∈Ec,
隻,=を一意的に定める･これをBerezinl3]などに倣って,=のシンボルと呼ぼう･特に
=(0,0)-《=Qo,¢o》は=の真空期待値と呼ばれ,しばしば重要である.例えば,積分核作用
素に対しては,

=L,m(a)〈(i,7)-(a,り⑳L⑳E⑳m)e((,7), i,り∈Ec, K∈(Ec@(L'n))', (313)
となる.よって(3.2)と(3.3)から,

00

e- (i,7 )2 (i,7)- ∑(Kt,m,り ⑳ L⑳ E⑳ m )J,m-0
(3.4)

を得るから,言の核超関数は,(3.4)の左辺をテイラー展開して求めることができる.勝手な
関数 o:EcxEc- Cが作用素=∈L:((E),(E)')のシンボルになるわけではない.

定 理 3.2【23]EcxEc上の複素数値関数0が=∈L:((E),(E)')のシンボルであるための
必要十分条件は,

(01)(正則性)i,El,Tl,恥∈Ecを任意に固定するとき,2変数複素関数

Z,W - 0(zE+El,叩 +恥), Z,W∈C,

はCxC上で正則である.

(02)(増大度)定数 C≧0,K≧0,p≧0があって,

lo(i,7)l≦CexpK(困芸+回…), i,り∈Ec･

上に述べたシンボルの特徴づけ定理は,Fourier変換など特別な作用素の定義 ･積分核作
用素の一般化 ･量子的Hitsuda-Skorokhod積分 ･作用素のWick積など幅広く応用されてい

る･なお,=∈L:((E),(E))のシンボルの特徴づけも得られている 【23】.次の結果も応用範囲
は広い.
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定 理 3.3T⊂ R を区間,l｡∈Tを定点とする.このとき,写像 t‥ =t∈L:((E),(E)'),
l∈T,に対して次の2条件は同値である.
(i)写像 l‥ =`はf-toにおいて連続･
(ii)任意のE,71∈Ecに対して,

亡:iこコ
tli諾.=t(E,り)-島o(f･q),

かつ,適当なC≧0,K≧0,p≧0とt｡の開近傍 Uが存在して,

匝(I,q)l≦cexpK(l引芸+購), E,り∈Ec,f∈U･ (3･5)

4 量子ホワイトノイズ解析

4.1 かけ算作用素としての Brown運動とホワイトノイズ

一般に,Gauss空間上の可測関数(すなわち確率変数)卓は,かけ算作用素としてL2(E',p)
に働く.その平均値は,

E(@)-/E.Q(x)p(dx)-《妬 Qo》
で与えられるが,最後の表式は真空ベクトル¢｡に付随する状態におけるかけ算作用素 卓の

期待値 (vacuumexpectation)である.この観点からBrown運動を考えたとき,それを量子

Brown運動という･しかしながら,B,¢L∞(E',p)であるから,量子 Brown運動は t>0
なる限り非有界作用素である.ホワイトノイズをこのような観点から論ずるとき,量子ホワ

イトノイズというが,こちらは非有界作用素どころではなく,Hilbert空間 L2(E',IL)の枠内
では議論は不可能である.すなわち,Hilbert空間 L2(E',p)が念頭にはあるものの C'一環
B(L2(E',p))に固執していたのでは量子Brown運動や量子ホワイトノイズを議論できない.
このような困難はHida-Kubo-Takenaka空間(E)⊂L2(E',p)⊂(E)'とそれに付随する作
用素空間L:((E),(E)')を出発点とすることで解消される.

2つの関数 車,ゆ∈(E)に対して,その積 や坤 はE'上の関数であるが,これも(E)に属す
ることが示される･さらに,この演算は(E)×(E)から(E)の中への連続双線形写像になる

(【18日23】)･よって,すべてのホワイトノイズ超関数 卓はかけ算作用素として (E)から(E)'
への連続線形作用素を誘導する.つまり,

《軸 ,¢》-((香,紳》, 車,車∈(E),

によって定まる¢:¢-軸 を考えることによって,(E)'-I:((E),(E)I)が得られる.これ
は連続な埋め込み写像である.

定 理 4･lt‥ B'∈L:((E),(E)'),i-Wt∈I:((E),(E)')ともにC∞-写像であり,(2.10)は
I:((E),(E)')の位相で成り立つ.
4.2 量子確率過程

定理 4･1を念頭に置いて,次の定義を提案している 【25ト

定 義 T⊂Rを区間とするとき,作用素の族 tE,)托T⊂L:((E),(E)')でt- =,が連続写像
になっているものを量子確率過程と呼ぶ･連続線形写像 =:Ec- I:((E),(E)I)を量子確率
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超過程という･量子確率超過程 =が連続的にL:(Ea,i:((E),(E)'))の元に拡張できるとき正
則であるという.

正則な量子確率超過程 =に対して(=t-=(6,))は量子確率過程になるが,すべての量
子確率過程がこのようにして得られるわけではない.(E)'の中の連続な流れ It-卓t∈(E)'
はかけ算作用素として量子確率過程となる.

積分核作用素に関連して,最も基本的な量子確率過程をあげておく.

命 題 4･2fai-=0,1(St)),(al'-=1,0(St))は正則な量子確率過程である.実は,f - at∈
I:((E),(E)),i-at'∈L:((E)',(E)')はともにC∞一写像であり,さらに,

Wt-at+at' (4･1)

が成り立つ.

命 題 4･3積分核作用素で定義されるAt-=0,1(1【O,t]),At'-=1,0(1【O,t]),i≧0,は量子確率
過程であり,

Bf-At+Ai* (4･2)
が成り立つ.

上の(At),(ADをそれぞれ,消滅過程,生成過程という･起点i-0はもちろん便宜的な
ものである･(4.1)と(4.2)から,これまでの確率解析はfWt)あるいは(Bt)の生成する可換
代数を取り扱う理論であるといえる.量子確率論の立場では,ホワイトノイズや Brown運動
は互いに非可換な二つの量子確率過程に分解する.

4.3 量子確率積分

以上のような量子確率過程の定式化を用いて,量子確率積分が容易に導入される.(Lt)⊂
i:((E),(E)')を適当な時間区間で定義されている量子確率過程とし,その時間区間内に始点
αを固定する.このとき,位相線形空間の一般論によって

《=tw )-/at((LS招 》ds, 抽 ∈(E),

をみたす =t∈i:((E),(E)')が一意的に存在し,(=Jは再び量子確率過程となることが証明
される.これを

[一■■j
二王=
/at
L.ds

と書き,量子確率過程 tLJのdsに関する積分という･さらに (=,)はL:((E),(E)')の位相
に関して,微分可能で

孟 =t- Lt
が成り立つ･命題 4.3で導入した消滅過程 tAt)と生成過程tAtnに対して

At-lta,ds,孟AE-at,A;-/.ia;ds, 孟 At･-a.～
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が成り立つ.

では,本題の量子確率積分に入ろう･まず,量子確率過程fLt)⊂i:((E),(E)～)に対して,
(Llat),ta,'Lt) も量子確率過程になる.よって,次の定義は意味をなす.
定 義 量子確率過程 fLt)⊂L((E),(E)+)に対して,新しい量子確率過程

/atLJaJds, /ata;LJds (4･3)

をそれぞれ Lt の消滅過程,生成過程に関する量子確率積分という.後者は量子 Hitsuda-
Skorokhod積分ともいう.

上で導入した量子確率積分は,Hudson-Parthasarathyl16】などで議論されている(適合
過程に対する)伊藤型積分を一般化したものになっている(詳細は 【25】)･

4.4 量子確率過程の表現定理

前節の量子確率積分(4.3)は,

/:LSaads-/Rl【a,t](S)LsaJds, /afa:LBds-/Ra:lla,t】(S)L,ds,
と書き直される･そこで,L∈I:(Ec,i:((E),(E)'))をL:((E),(E)')一億超関数として

/RL(S)aBds, JRa;L(S)ds
を考えることは自然であろう.実際,積分核作用素 (3.1)の自然な一般化として FCを作用
素値超関数に置き換えることができる.LをRL+7n上の L:((E),(E)')一億超関数,すなわち,

L∈i:(Ec@(L'7n),I:((E),(E)'))とすれば,

《殉 ,¢7))-《L(7⑳L⑳E⑳m)¢再 7)), i,咋 Ec,
をみたす連続作用素 =∈i:((E),(E)')が一意的に存在することが作用素シンボルの一般論
で証明される.これを

/A.ima;1･･･a:.L(sl,･-,SL,ll,･-,i-)atュ･･･at-dsl･-dstdll･･･dl-

と書いて,一般化された積分核作用素または単に積分核作用素と呼ぶ.また,一般化された積

分核作用素は,従来の積分核作用素(3.1)を逐次積分することによって自然に現れるが,逐次
積分の正当性 (Fubini型定理)は厳密に証明できる【28】.

一般の量子確率過程 (=号 を積分核作用素で展開し,項をまとめなおすことによって次の
結果が示される.

定 理 4.4【25日 29】任意の量子確率過程 (=t)⊂I:((E),(E)')に対して,3つの連続写像
i- Li∈I:(Ec,I:((E),(E)'),i-Mi∈I:(Ec,I:((E),(E))),iI- cl∈Cが存在し,

･t-/RLt(S)asdsI/Ra;M;(S)dsIcJ (4･4)

と分解する.このとき,任意のE∈Ecとtに対してlM(i),at]-0.
この結果は,特定の性質を持った量子確率過程の特徴づけなどの応用が期待できる.なお,

(ctI)はスカラー作用素からなる量子確率過程である･一言では,すべての量子確率過程は生
成 ･消滅過程の量子確率積分で表せるということで,ノイズ項として生成･消滅過程が基本的

であるという結論に達する.これは,ホワイトノイズによるアプローチの重要な帰結である.
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5 量子確率微分方程式

5.1 作用素の Wick積

生成 ･消滅作用素に対 しては古くからWick積 (あるいは正規積)の概念がある.標語的

には生成作用素を左側に,消減作用素を右側に寄せて並べ替えたものをいう.今,wick積を

◇で表せば,

a:◇at-a:aL, a,◇a;-a;a"
となる.右辺は通常の作用素の合成から定まる積である.しかしながら,もっと複雑な作用素

に対するWick積は作用素シンボルを用いて定義するのが適当である.

補 題 5･1=1,=2∈L:((E),(E)')に対 して,

含(E,71)-_=1(i,Tl)島(i,71)e-((･q),

をみたす作用素=∈I:((E),(E)')が一意的に存在する.

証 明 シンボルの特徴づけ定理によって,

(5.1)

I-=i(i,7)I≦CexpK(lEJ三+回;), i,り∈Ec, i-1,2,
となる適当な定数 C>_0,K≧0,p≧0が取れる.本来は i-1,2毎にそのような定数が定
まるが,おのおの大きい方で取り替えればよい.そうすれば,(5･1)の右辺は,

J21(i,q)島(i,q)e~… l ≦ C2exp(2K(旧 …+購 )+l(i,刺 )

･ C2exp((2K+質)峨 十棚 〉
となり,確かにそれは作用素シンボルになる(定理 3.2).

上の補選で存在を示 した作用素 = を =1と=2の Wick積といい,

証明終

こ=こ1◇こ2

で表す10･写像 (=1,=2)‥=1◇=2はL:((E),(E)')×I:((E),(E)～)からL:((E),(E)')への双
線形写像となる.一方の変数を固定すれば,他方に関して連続になる(偏連続性).さらに,

=◇I-=, =1◇=2-=2◇=1, (=1◇=2)_O=3-=1◇(=2◇=3), (=1◇=2)'-=1'◇=2',

が成 り立つ.特に,

a,◇al-a,at, a;◇al-a;at, a,◇at'-a;a., a:◇at'-a;a言.

また,次の結果も有用である.

命 題 5･2【141=∈L:((E),(E)')に対 して次の3条件は同値である･
(i)n◇=- n=が任意の J?∈L:((E)',(E)')に対 して成り立つ･
(ii)='◇n-='D が任意の n∈L:((E),(E))に対 して成り立つ･
(iii)=は消滅作用素のみで展開される:=-∑器=｡=0,帆(FCo,帆)･

log∈I:((E),(E)～)に対して,萱(E,り)-《=夷,¢,,》e-(e･q)-2(i,7)e-(e･q)を=のWickシンボルという
こともある【4日14】.これを用いると,(5.1)は(El｡=2)～((,り)-_El(i,り)義(i,り)となり記法上少し見やすく
なるが,混乱を避けるため,本論文ではWickシンボルは用いない.
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5.2 Wick指数関数

=∈I:((E),(E)I)の展開=-∑LT.n=｡=L,.n(fCt,.A)において,

deg=-max(I+m;=L,.A(rcL,.A)≠0)

とおく.degg-∞ もあり得る.

定 理 5･3=∈L:((E),(E)～)に対して無限級数

n!.去=- (5･2)

が L:((E),(E)～)で収束するための必要十分条件は,deg=≦2.ただし,Z OO-Iとする.

証 明 作用素シンボルに移って議論すればよい.実際,(5.2)の第 N部分和をSNとおけ
ば,走義によって

ŜN(i,7,-n!.a(-=(E,7,)ne-(nll,((,り'-n! o a (-= (i,7,e-(E,7,)ne(i,叩,

明らかに,

JlmJ N(E,7)-eXp〈卓(i,7)e-('･7)+(I,り))･
ここで,適当な定数 C≧O,K≧0,p≧0があって,

lexp〈含(i,q)e-(e･7)+(8,7))I-'cexpK(l引…+購)

(5･3)

(5･4)

が成り立つことが,SNが L:((E),(E)')で収束するための必要十分条件である(定理 3.3).
(i,Tl)の項は問題ないので,(5･4)の代わりに

lexp〈含(i,q)e-(f･q))[≦cexpK(T引三十回 …)
も同等な条件である.一方で, 三のシンボルは積分核作用素による展開を用いれば,

∞

含(i ,n)- ∑ (KL,帆,り◎L⑳ f⑳m)e(<･q)
I,7n-0

である.ここで,deg=≦2を仮走すれば,

lexp.-=(E,7,e-{E.V,}I-< exp(,.;52((KL- q⑳t⑳f-)l)

< exp
なので,(5.5)が成り立つことは見やすい.

00∑lKLpLp凧IEl;t+7n≦2
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逆に,(5.5)を仮定して,deg=≦2を導くこともできる.今,

f(I)-卓(zE,Tl)e~ Z(i,7)

とおくと,expf(I)は零点をもたないC上の正則関数であり,その増大度

loglog〟(γ)
i二T&Tf logr
limsup

･ M(r)=笥警Iexpf(I)(,

は仮定から ≦2である･よって,Hadamardの定理から,I(I)は Zの高々2次の多項式であ
る･したがって,(5.6)において,m>2の項はすべて消える.同様に,l>2の項もすべて消
え,三 は積分核作用素の有限和であることがわかる.そうすれば,最大次数の増大度を仮定

(5･5)と比較してl+m>2の項はすべて消えていることがわかる. 証明終

定理5.3で定義した無限級数(5.2)をwick指数関数といい,

wexp=-n!o去 = -
で表す･一般の =EI:((E),(E)･)に対しては定義されず,deg=≦2をみf=-すものに対して
だけ定義されることに注意せよ.§5.3で空間(E)を取り替えることによって定義を拡張する･
以下の補選は,Wick積の定義と定理3.3を元にした標準的な議論で証明できる.

補 完 5･4=.I∈L:((E),(E)'),deg=i≦2,に対して

(wexp=1)◇(wexp=2)-WeXP(=1+=2)･

したがって,

wexp=◇wexp(-=)-I･

補 題 5･5=∈L:((E),(E)～)がdeg=≦2をみたすものとする.このとき,I- wexp(Z=)∈
i:((E),(E)')はC上の正則関数で

a石wexp(Z=)-=◇wexp(Z=)
が成り立つ.

補 遺 5･6(=t)LET⊂I:((E),(E)I)をdeg=t≦2をみたす量子確率過程とする･このとき,
(wexp=t)も量子確率過程である.もし,f- =t∈i:((E),(E)I)が微分可能であれば,

d 【 d=t 【

扇 wexpこi=1訂◇wexPA=t

が成り立つ.

注 意 =- wexp=の連続性はいえない.実際,wexp=はdeg=≦2を満たす= に対し
てのみ定義されるが,その条件をみたす =は開集合をなさない.
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5.3 Ⅸondratiev-Streitによるホワイトノイズ超関数

前節ではWick指数関数を,deg=_<2であるような作用素 =∈i:((E),(E)')に対しての
み定義したが,この制限を緩めることができる.Kondratiev-Streitはホワイトノイズテスト

関数をより制限することによって,より大きな超関数の空間を構成した(丁寧な解説はKuo

l19】)･まず,o≦β<1をパラメータとして,新しいテスト関数の空間 (E)β を導入しよう･
¢ ～(fn)が(E)β に含まれているとは,

00
lEI…J,-∑(n!)1+βlfnl:< ∞7I=0

がすべてのpで成り立つときに言う･β-Oが本来の (E)の場合に相当する.明らかに,

(E)pc(E)cL2(F,p)C(E)'C(E);

が成り立つ･(E)で得られている基本的な結果は(E)βでも似た形で成り立つ･特に,(夷;E∈
Ec)⊂(E)βかつ桐密な部分空間を張るので,=∈i:((E)β,(E);)はやはりそのシンボルで一
意的に定まる.さらに,

定 理 5･70‥EcxEc-Cが=∈L:((E)β,(E);)の作用素シンボルに成るための必要十分
条件は,定理3.2の(01)と次の(02′)が成り立つことである.
(021)定数 C≧0,K≧0,p>_0があって,

lo(E,q)l≦CexpK(lEIpTf5･回pTfe), E,り∈Ec･
これを用いて定理5.3と同様な議論をすれば,次の結論を得る.

定 理 5.8=∈L:((E),(E)～)に対して無限級数

-exp=-n裏芸=-
が L:((E)β,(E)a)で収束するための必要十分条件はdeg=≦2/(1-β)である･

補選 5.4-5.6も容易に拡張される.しかし残念ながら,(E)β を導入しても扱える作用
素は積分核作用素の有限和に限られる.最近,さらにホワイトノイズ超関数を拡張する試み

がCochran-KuoISenguptal6】によって議論されている･彼らの枠組みで wexp=が任意の

=∈I:((E),(E)')に対して定義できるかどうかは,興味深いが今のところ不明である･

5.4 量子確率微分方程式への応用

補 題 5.9量子確率過程 (Lt)⊂L:((E),(E)')に対して

Mt-/aiL,ds
も量子確率過程であるが,degMt≦degLiが成り立つ.
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Liの展開を 00
Lt-∑=L,帆(tcL,帆(i))
I,7n-0

とすると,各 t,m に対してt- PCE,n(i)は連続写像になることに注意すればよい.これまで
の議論をまとめて,

定 理 5･10T⊂R を Oを含む区間,(LtlieT⊂i:((E),(E)')を量子確率過程でdegLt≦
2/(1-β),0≦β<1,をみたすものとする.このとき,初期値問題

(

d= t
- - =t◇Lt
dt

=It=｡-Eo∈L((E),(E)')
の解は,i:((E)β,(E);)の中に一意的に存在し,

●I
エt=･=o◇WeXpltL,ds

で与えられる.

実例をいくつかあげて論文を締めくくりたい.そのうちのいくつかはHuang-Luo【14]で

形式的に(収束を度外視して)議論された.

例 1iLt)を量子確率過程で,その展開は生成作用素を含まないものとし,

d=i- - =tLtdi (5･7)

を考える･もし,degLt≦L2/(ト β)であれば解はL:((E)β,(E);)に存在する･特に,degLt≦2
であれば解は L:((E),(E)～)に存在する.同程度連続性(equicontinuity)による少し細かい議
論 【26】で,=t∈L:((E),(E))もわかる･(5.7)の共役

d=t
- -Ll'=tdl

についても同様である.

例 2
d=t
- -at'=iatdi

はWick積を用いれば,
d=t
l訂 -=t◇(at'at)

となるから,その解は

こt=ニo◇WeXp
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ここで,個数過程 (あるいはgauge過程)

t̂-lia;a｡ds

を導入すれば,

=t-=o◇wexpAt

と表示される.また,=t∈L:((E),(E)～)である.

例 3(Lt),tMi)を量子確率過程として

d=t
- -=t◇Lt+Mt.dt

もし,degLt≦2/(1-β)であれば,解は=t∈L:((E)β,(E)a)をみたし,

･t-(ltMS◇軒 1'ds･=o)◇nt,

nt-wexpltL,ds, ntO'-1㌧ wexp(-/otLSds),
で与えられる.

例 4【27】熟浴と相互作用する自由度1の量子調和振動子に付随する消滅作用素 bの時間発
展は,量子 Langevin方程式

雷 ニー(iw･言)nt一店 /Re-i,tI@a,ds,no-b@I, (5･8)

に従う 【7】.ただし,この方程式はベクトル値 (S(A)一倍)ホワイトノイズ関数,すなわち,
S(A)㊨(E)上の作用素に村する方程式である.(5.8)の解は,

!?t- e-(iuヤ/2)tb⑳I+I⑳=t,

･t-一店/Ae-iat_e-(iw+7/2)ii(u-S)+7/2a,ds,
で与えられ,at∈L:(S(IR)㊨(E),S(A)㊨(E))がわかる･実は,i- atはCoo一級であり,我々
の意味で(=t)⊂i:((E),(E))は量子確率過程である.このあたりは超関数論のメリットであ
る.実際,Hilbert空間であるFock空間の枠内ではntや =tは非有界作用素になり,時間微
分の取り扱いには注意を要する.
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