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1 はじめに

学習の問題を統計学的に捉えると,パラメトリッ

クなデータ生成モデルから生成されたデータ集合が

与えられたとき,データを要約する統計量からモデ

ルパラメータを推定する問題だということができる.

ボルツマンマシンの学習は,そのような問題の一例

である.このような間鹿は,.データ生成過程を ｢順

過程｣とみなすならばいわゆる ｢逆開港｣だという

ことができ,Ackley,Hinton,Sejnowskiのボルツ

マンマシン学習則 【1]は,順過程を模擬するモデルを

利用 した誤差フィー ドバックによってこの間題を解

く方法だということができる.学習の問題に対 して

こうしたアプローチをとる際には, ｢順問題｣すな

わちモデルパラメータからデータに関する統計量が

どのように定まるのか,という問題を詳しく調べる

ことが重要である.

順問題を解くことも一般には簡単ではなく,ボル

ツマンマシンの場合には,変数の数 Ⅳ の指数オー

ダーの計W.周が必要となる.この岡難を阿避するア

プローチは大きく分けて 2通りある.ひとつは,ギ

プスサンプラーなどを使ってデータ生成過程を模擬

する動的モンテカルロ法のアプローチである.けれ

どもこのアプローチも,データに関する統計貴を精

度よく求めるためには多量のデータを必要とし,千

はり計算時間の問題が残る.もうひとつは,何らか

の近似をほどこすことによって順問題を解析的に解

こうとするものである.本稿で扱う平均場近似法 【2】

は,そのようなアプローチのひとつである.

ニューラルネットワークの分野では,これまでに

いわゆるナイーブな平均場近似がおもに使われてき

ており,それについては,Kullbackダイバージェ

ンスの最小化という形での近似の情報理論的な意味

づけもすでになされている【3,4】.いっほうで,TAP

のアプローチ【5,61や線形応答定理【7】などのより進

んだ統計物理学の手法も応用が試みられているが,

情報理論の立場からのそれらの解釈はなされていな

い.

本稿では,情報規何学【8,91を使って,情報理論

の立場からの平均場近似法の定式化を示す.また,

TAPのアプローチや線形応答定理も,ここでの定式

化から自然に導かれることを示す.

2 情報幾何による平均場近似の定式化

状態変数 8=(S1,...,SN)∈i-1,1)N,パラ

メータhi,wt'3'(i,i-1,… ,N)をもつボルツマン

マシンは,ボルツマン･ギプス分布

p(a)=exp【∑ hisi+∑wi''siS,I-車] (1)
一 (ij)

を与えるパラメトリックなデータ生成モデルだとみ

なすことができる.式 (1)の形で書かれるすべての

分布の集合 〟 を,ここではモデルとよぶ.モデル

Ju は IO''≡ h''),iei)' ≡ wi3')を正準パラメー

タとする指数分布族であり,(lli-- (si)),くりi3 --

(S.･S)I))はそれと双対な期待値パラメータを構成する･

モデル Juに対して,以下のような直交双対な葉

屑柵退 F=(F(TL,)),A=(A(m))を番人する (図

1)･

･u=UF(W)-UA(-)
iTtZ iii2

T(a)=(pIOi''(p)=wi'')

A(-)=ipl71i(p)=mi)

q∈Juの正準パラメータが与えられているものと

し,qの期待値パラメータを求めるために,

qが属する葉 F(W)の上で,qにもっ

とも近い分布 p∈F(W)を求める.

という問題を考える.近さの尺度としてKullbackダ

イバ-ジェンス

D(plIq)-nap(a)logPB (5)

をとれば,与えられた qに対して D(pllq)を最小に

するp∈F(W)を求める問題となる.p,q∈F(W)
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｢ニューラルネットワーク ～これからの統計力学的アプロ-チ-｣

図 1 直交双対な葉層構造

に対 しての D(州q)は,F(W)上の双対なポテン

シヤル関数

¢≡4,, 示≡∑ oiqi-¢ (6)
I

を使って

D(pHq)=i(q)+6(p)-∑ oi(q)qi(p) (7)I
とあらわされるが,4,(q)は pによらないので,閉

題は

G(p)=4-(p)-∑ oi(q)7.･(p) (8)
I

の最小化問題に帰着する.式 (8)の右辺第 1項,第

2項はそれぞれ,pのギプス自由エネルギー,Zee-

manエネルギーに相当する.

p=qがこの最小化問題の自明な解だが,この最

小化問題を tmi-Tli(p))を独立変数として解 くこ

とによって,p=qの期待値パラメータを得ること

ができる.これを実際に実行するためには,a(p)の

第 1項 ¢(p)が (77,･(p))の関数として陽に与えられ

ている必要があるが,多くの場合そのような陽な表

式は得られない.そこで,部分モデル F(0)上では

各変数が統計的に互いに独立になり,問題が しばし

ば簡単になることに注目して,4;(p)を W =0に

関してテイラー展開することを考える.この展開は

Plen(a展開[10】とよばれており,F と双対な葉層

構造 Aを利用 して組織的に展開の係数を求めること

ができる.

添字 ijをIなどと略記し,az≡∂/awJなどと

表記する.

定理 p∈A(m)とし,po∈A(m)nF(0)とす

る.¢(p)のテイラー展開の 1次,2次,3次の係

数は,符号を除いてそれぞれ対応する次数のキュム

ラントテンソルに等しい.

∂JQ～(p｡)=-qz(p｡)

∂I∂J6(po)=-((ale)(∂Je))p.

∂I∂JaKQ～(po)=-((ale)(∂Je)(∂Ke))p｡ (9)

ただし,e≡logpoである.

テイラー展開の 4次以上の項の係数は,一般には対

応する次数のキュムラントテンソルとは一致しない.

Plenia展開を n次項までで打ち切ることによっ

て,級数の収束性を問題にしなければ,Gに対する

n次近似 Gn が得られる.GlはWeiss自由エネル

ギーであり, G2 は SKモデルに対する TAP自由

エネルギーである.SKモデルでは Plen(a展開の3

次以上の項は熱力学的極限 〃 → ooで消えるため

G2 は正確な自由エネルギーを与える【10】が,より

一般のモデルの場合,とくに応用上重要な 〃 が有

限の場合には高次項は消えず,それを打ち切ること

によって火際に近似をおこなっていることになる.

G の最小化問題の解は,停留条件 ∂G/∂mi=0

を… を変数として解 くことで求められる.平均場

近似では,Gのかわりにその n次近似 Gn の停留

条件からm を求める.Gn の停留条件を与える式

∂Gn/∂m.･=0を,n次の平均場近似における平均

場方程式とよぶ.

また,線形応答定理は,葉 7(W)での Fisher計

量に関する自明な恒等草として得られる.葉 F(W)
での Fisher計量 (9,I)･)は,

9,･)I=a.･83･4,(p)

-77i)I(p)-71t･(p)773･(p) (10)

で与えられる.その逆行列 (gi)I)≡(gil)-1は

9''j=∂t'∂''6(p) (ll)

で与えられる.ただし,ai≡∂/∂Ci,∂I'≡∂/∂mi

である.式 (8)から,

gi)A=∂taJG (12)
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である.統計物理学でいえば,(giJ･),(g'''')はそれぞ

れ感受性行列,安定性行列であり,線形応答定理は

これらが互いに逆行列の関係にあることを主張して

いる.

すでに述べたように,Gが imi)の関数として陽

に与えられることは一般には期待できず,したがっ

て式 (12)の微分を解析的に計算することはできな

い.平均場近似では G をその n次近似 Gn で代用

することによって近似的にこれを計算する.これが

線形応答定理の n次近似を構成する.

3 考察

p,q∈F(W)に対する Kullbackダイバージェン

ス D(pIIq)は,pと同じ葉 A(m)に属する po∈

F(0)によって

D(pHq)=D(po"q)-D(pofk,) (13)

とあらわされることが,情報幾何における拡張され

たピタゴラスの定理 [8,9]から示される.D(pollp)

は W に関して 2次のオーダーの量であり,1次の

平均場近似を考えるときには無視されるべきもので

ある.その結果,D(p‖q)を最小にするp∈F(W)

を求める問題は,D(pollq)を最小にするpo∈F(0)

を求める問題に帰着するが,これがナイーブな平均

場近似に対 して情報理論の立場からなされてきた解

釈[3,4】である.逆に,不規則系に対する平均場方

程式にあらわれる反跳場補正は,部分モデル F(W)

とF(0)とのずれD(po=p)からくる効果を補正して

いる,という解釈が成立する.

本稿では,ボルツマンマシンをとりあげてその平

均場近似の定式化を示した.けれどもここでの議論

は,支配測度が各変数に関する測度の直積測度であ

るような指数型分布族がモデルである場合に対 して

もそのまま適用できる.たとえば,より高次の相互

作用を含む高次ボルツマンマシンへの平均場近似の

適用が考えられる.興味深いのは,高次ボルツマン

マシンに対 して線形応答定理を自然に拡張すること

が可能である,ということである.この場合には,

3階以上のより高階の微分係数についての恒等式が

線形応答定理の拡張を与える.べつの拡張として,

Pottsスピン系への適用が考えられる.Pottsスピ

ン系のパターン認識課題への応用に対してもTAPの

アプローチの適用がすでに試みられている【6】が,こ

こでの定式化はそのような試みに対 しても理論的な

基礎を捷供するものだと考えている.

最後に,実用的な側面について考察しておく∴平

均場近似の基礎となる Ple放a展開は本質的にはテ

イラー展開だから,その精度については一般的に,

以下のような予想が可能である.

予想 摂動パラメータ W の大きさが小さいときに

は精度がよく,より高次の近似のほうが精度も高い.

逆に,摂動パラメータW の大きさが大きくなると精

度は低下し,高次の近似をするほうがかえって精度

は悪 くなる.

ボルツマンマシンに対する数値実験の結果,上記の

予想が妥当であることを確認することができた.
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