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1 まえがき

統計的推定とは､データの背後にある確率分布の

推定と言える｡ニューラルネットワークによる分布推

定のモデルとしてボルツマンマシン【1】が著名である

が､近年､表現能力と学習効率の両面でボルツマン

マシンの性能を上回るヘルムホルツマシン【2日3】が提

案されている｡これらは､隠れユニットの出力値が､

通常の多層ニューラルネットワークの様に確定的に定

まるのではなく､確率的に定まるところから､"確率

ニューラルネットワーグ'と呼ばれている｡

ヘルムホルツマシンは､ボルツマンマシン同様､入

力データの空間上で分布推定を行なわず､隠れユニッ

トの出力の分布として間接的に入力データの確率分

布を推定する｡いわば､隠れ層を用いて外界を"まね

る"学習機械の実現を目的とする｡この点で､混合正

規分布モデルに代表される通常の統計的確率分布推定

手法とは一見異なるアプローチをとる｡

しかしながら､隠れユニットを潜在変数と見なす

と､実は､興味深い事に､ヘルムホルツマシンは､因

子分析等の従来の多変量統計解析で考案された潜在変

数モデル[4】の一形態 (正確には非線型潜在変数モデ

ル)と見なせることが分かる｡つまり､ヘルムホルツ

マシンは潜在変数モデルに基づく確率ニューラルネッ

トワークと位置づけることができる｡

本稿では､ヘルムホルツマシンにおける分布推定の

基本原理および学習アルゴリズムを概説すると共に､

潜在変数モデルというより上位の視点でヘルムホルツ

マシンを捉え､従来の多変量統計解析手法との関係に

ついて概観する｡

2 ヘルムホルツマシン

2.1 ヘルムホルツ自由エネルギー

へルムホルツマシンはその名の通り統計力学からの

アナロジーを用いてヘルムホルツ自由エネルギーを定

義し､その最小化として学習別が導出されるが､その

本質は非観測データ(隠れユニットの状態)を含む不

完全データからの最尤推定問題として定式化されてい

る｡以下これについて概説する｡

仝隠れユニットの状態をα､ネットワークパラメー

タを0､入力データをdとすると､対数尤度関数は

L:(0;a)-logP(a;㊨) (1)

で定義される｡一方､Bayes則 :

P(d;0)-
P(d,α;0)

P(Old;㊤)

の両辺の対数をとり､新たな未知分布P(Old)に関す
る条件付き期待値をとると次式を得る｡

logP(a;0) - Ep(al一)(lo･gP(d･a;0)-logP(αld))

+KL(i(αki)lIP(αld;㊨)) (2)

logP(a;㊨)はαに依存 しないので､分布P(αld)で

期待値をとっても変化しないことに注意｡KL()は

KL情報量(Kullbackdiverg?nee)で次式で定義され
る｡

KL(jitlP)-Ep(Old)
i
log
j5(αld)
P(αld;0)i (3,

故に､式(1),(2)より､対数尤度関数は

i:(0;a) - Ep(ale)(logP(a,α;0)-logP(atd))

+KL(i(αld)日P(ctld;0)) (4)
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と書き表せる｡

ここで､a--EP(Old)flogP(a,a;e))(≧0)を内

部エネルギー､71-Ep(ard)(-logP(α∫d))をュン
トロピーと見なすと､統計力学のアナロジーから次式

に示す温度T-1におけるヘルムホルツの自由エネル

ギーが定義できる｡

F=u-71 (5)

式(5)を用いると式(4)は次の棟に書き換えられる｡

L:(㊨;a)--F(a,0,i)+KL(PaldHPald) (6)

上記のKL情報量は其の事後確率を別の事後確率γ

で置き換えた際のpenalty項と見なすこともできる｡

KL ≧ 0に注意すると､-Fは対数尤度関数の上

限となっていることが分かる｡従って､最尤推定､即

ち､I:の最大化はFの最小化として実現できる.秩

言すれば､ヘルムホルツ自由エネルギーの最小化によ

り得られたパラメータ0は対数尤度関数の最大化と

して得られる最尤推定値:

由ML-argmeaXL:(㊤･,a)

に一致する｡

更に､F(a,㊨,i)をcoordinatedescent法で別 ､
化すると､興味深いことに､最尤推定の逐次解法とし

て著名なEMアルゴリズム【5げ 導出できる｡coor-

dinatedescent法とは,

F(a,0(i),i) - -Ej>(ap)'t'(logP(a,α;0))

+Ep(ald)(t'仁 logP(αld))

と し､F(a,㊤(I),ji)のPに 関 す る最 小 化(0(i)
は 固 定)に よ り､ji(I+1)を推 定 し､ 次 い で､

p(a,0,i(i+l))の0に 関 す る 最 小 化(i(i+1)は

固定)により0(叶1)を推定する､という処理を収束

するまで漁り返す最適化手法である｡この時､前者が

EMアルゴリズムのEステップに相当し､後者がM

ステップに相当する｡何故なら､前者の最小化､即

ち､∂F/∂p-Oより､

ji(αld)(I+1) - p(a,α;0(i))/∑ p(a,α;0(i))
(I

≡ p(αld;e(i))

が得 られ､これはEステップにおける期待値計

算の際に用いる事後確率そのものである｡次に､

i(i+1)を固定した下でのFの㊤に関する最小化は､

Ep(Old;e(I))(logP(a,α;e)))の最大化となり､これ

はEMアルゴリズムのMステップと一致する｡詳細

は､文献【6】を参照されたい｡

2.2 ネットワークモデル

ヘルムホルツマシンは､図1に示す様に入力層(J-

1)と隠れ層(J>1)から成り､各層は0,1の2倍を出

力するユニット群(S)から構成される｡隠れ層は多層

構造で､各層のユニット間はボトムアップの重み(¢)

とトップダウンの重み(♂)により結合され､各々認識

重み､生成重みと呼ばれる｡従って､ネットワークパ

ラメータは

0-(少,e)

である｡(各ユニットは認識､生成に対応して2種類

のバイアスを持つが以下では簡単のためバイアスも含

めて重みと呼ぶことにする｡)

ヘルムホルツマシンにおける隠れユニットは､ボト

ムアップの認識モデルに対応する認識確率とトップダ

ウンの生成モデルに対応する生成確率の2種類の確率

を持つ｡この認識モデルと生成モデルとの分離がボル

ツマンマシンとの最大の相違点であり､この分粧によ

りボルツマンマシンに比べ極めて効率の良い学習が実

現されている｡

ヘルムホルツ自由エネルギーを計算する際､隠れユ

ニットの状態αの全ての組み合わせを考慮しなければ

ならない｡隠れユニットがⅣ個の場合､2〃通りの

組み合わせがあり現実的な計算は絶望的となる｡そこ

でヘルムホルツマシンでは､各ユニットの状態は互い

に独立であると仮定しこの問題に対処している｡

[詩織確率の計井】

第l層の第3'ユニットに着目すると､このユニット

が状態1となる認識確率 9日 ま第l-1層の各ユニッ

トの状態sLi-1∈(0,1)､およびそれらと着目ユニット
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仁7〇･･･〇･･･〇
図 1:ヘルムホルツマシンのネットワーク構造

間の認識重み巌 1畑 -1,2,･･･の関数として

qi･(i,sL-1)-q(∑S…-1¢!:jl,i) (7)I
として定義される.但し､ 8 - (sl,S2,-)とする｡

また､q()はSigmoid関数とする｡ 各ユニットの独
立性の仮定より､ネットワーク全体の肥馳確率､即

ち､Pald(車,a)は

毎 -IIIl(qL･)S!･×(1-qi･)1司 (8)L>1i
として計算できる｡但し､入力層(∫-1)でのユニッ

トの認識確率は入力データの値(S,I)に応じてq3-S,I
とする｡

【生成確率の計算】

次に､第l層の第3'ユニットが状態1を生成する確

率は､削 +1層の各ユニットの状態3㌢1∈(0,1)､

およびそれらと着目ユニット間の生成重みOF,･1,i,k-
1,2,… の関数として

pi･(O,SL'l)-q(∑ sLk'10'kI,･1,L) (9)
A

として定義される｡従って､独立性の仮定から､隠れ

層のユニットの生成確率 P(α;0)は次式で計算でき

る｡

p(α;o)-nrI(pi･)8;×(1-pi･)I-85 (10)
L>1 3'

また､入力層のユニットの生成確率 P(dlct;e)は

p(dlα;0)-Il(p,1)83×(1-p,1)1-a,I (ll)
3'

となる｡式(8),(10),(ll)を式(5)に代入し整理するこ

とにより､ヘルムホルツマシンの自由エネルギーは次

式のようなる｡

qi･(如 L-1)L∠Juj~Vbpi･(0,sl十1)l≧lip(a,C,め)-Ep(al一)(∑∑si･log
+(1-si･)log

1-q与(車,S'-1)

1-pi･(0,sl'1)
)(12)

2.3 学習アルゴリズム

学習アルゴリズムは､基本的には式(12)のβ,¢に

関する最小化として導出されるが､以下に述べるよう

に2つのアプローチによる効率化のための近似解法が

提案されている｡

(1)平均場近似法

式(12)ではP(αid)の期待値の対象となる確率変数
Sが分母と分子に存在し､このままでは計#が困難と

なる為､期待値を各々独立に実行して近似計算する｡

簡単の為､i(αld)による期待値を<>で表すと､式

(12)の期待値計算は次式の様に近似される｡

F(a,0,4･)巴

∑∑(<si･,log三袈l≧1 3'

･(1-<si･,,logE# ,
(13)

Sの期待値は認識確率を用いると､<S｢1>-q｢1,
<slk+1>-打 1と計算できるので､式(13)は

q5(如 ト1)

∠J∠JYハ'''′̀Vbpi.(O,ql+1)l≧13'7(a,0,4)空∑∑qi･(i,q'-1)log

+(1-qi･(如 '-1))log
1-qi･(4,ql-1)
1-pL･(C,qL+I)

(14)
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となる.但し､q-(ql,q2,- ,)とする｡ し確率的近似法を適用することにより次式の生成モア

式(14)の右辺は一種のKL情報量 と見なせるの ルの重みの学習別を得るo

で,

F(a,0,¢)と∑∑KL(qi･(i,q'-1)"pi･(C,q''1))
L≧1 3'

と書ける｡結局､ネットワークパラメータβ,車は

∑∑KL(qi.(4･q'-1)llpi･(C,q''1))『,iFL≧li

の最小化として求めらる｡

(2)Wake-Sleepアルゴリズム

Wake-Sleepアルゴリズムでは､Cと4,を交互に学

習するO即ち､下記のWake-phaseとSleep-phaseと
を収束するまで繰り返す｡

学習 は確率 的近似法 【7】に基づ く｡確率 的近

似法 とは､ 目的関数が期待値 としてJ(0)

Ep(x)(I(I;0))と表現 されてい る時､パ ラメー
タを

o(i+1)- ｡(I)-,1(i)盟e=e(I)
として逐次推定する方法である｡通常の勾配法と異な

り､Jは単調に減少しないが平均的に減少する｡即

ち､

0く) 0く)
∑ n (i)-∞,∑ 7(i)2<∞, tliimJ (i)- 0t=1 t=1

を満たせば､E(△J)<0が理論保証される｡

lWAke-phase】

Wake-phaseでは認識モデルの重み¢を固定し､ボ

トムアップに､現在の認識モデルの重み¢に基づく認

識確率qi･(4･,Sト1)に従ってS与の債を逐次､確率的に
定める｡そして生成モデルの重みβをトップダウンに

学習する｡

ここで､式(12)の右辺の対数の部分を注意深 く見

ると､部分的にKL(qL･llpHと見なせる.従って､
Fをk,)､化することは､KL(q5･"pi･)の最小化､即
ち､認識モデルを真の分布と見なし､生成モデルを認

識モデルに"近づ("ように学習させることと解釈で

きる｡そこで､式(12)を目的関数として､¢を固定

CET,･1,'(i+1)-OET,.I,I(t上 n(i)sy'1(S卜 pi･) (15)

式(15)を見ると､sLrl-1の時､(S巨 pOに比例

してOEt:7Lが更新されるという直観的に自然でかつ単
純な学習則となっていることが分かる｡計算も局所的

に実行できるため極めて効率的である｡

lSleep>phase]

Sleep-pha5eでは生成モデルのパラメータCを固定

し､トップダウンに､現在の生成モデルのパラメータ

Cに基づいて､生成確率pL･(0,sL-1)に従ってS与の債
を逐次確率的に定める｡そして認識モデルのパラメー

タ車をボトムアップに学習する｡

故に､ここではKL(qi.llpi･)の最小化ではなく､
KL(p‖lq与)の最小化を実現しなければならないoそ
こで､式(ll)でpとqを置換した :

pi,(C,sL-1)
i∠Ju3̀〉bqi･(¢,sl+I)l≧13'F(d,C,¢)′-Ep(ald)(∑ ∑si･log

+(1-sid)log
1-pi･(C,st-1)
ト qf,･(4･,sl'1))(16)

を目的関数とし､Wake-phaseと同様に､Cを固定し

て確率的近似法を適用することにより､以下の学習則

を得る｡

Qi!,'k'l(i+1)-QiJ,lk'1(t上 n(i)si･(S'k'1-揖 1)(17)

式(17)は式(15)と同様に､si･- 1の時､(sLk'1-

q5･'1)に比例して鴎,'k'1が更新されるo

Wak&Sleepアルゴリズムは､上記から分かるよう

に若干直観的な導出を含み､かつ､βと車の目的関数

が異なるという問題があるが､得られた学習別は極め

て簡明で､かつ､実用面での有効性も確認されている

【10】｡

以上､ヘルムホルツマシンについて概説したが､次

節では､多変量解析の分野で非観測変数を含む分布推

定法として知られる潜在変数モデルについて概説し､

ヘルムホルツマシンと従来の多変量解析手法との関係

について考察する｡
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3 潜在変数モデル

3.1 一般形

潜在変数モデルとは､観測データa:と観測されない

潜在変数Zとの間に

x-I(I;W)+e (18)

なる関係を仮定する｡ここで､I,I,およびeは確率

変数(確率ベクトル)でZの次元はェのそれより小さ

いかまたは等しいとする｡Cはノイズモデルで､W

はモデルパラメータである｡即ち､観測データa:はZ

とeの分布に従って確率的に生成されることになる｡

3.2 線形ガウスモデル

潜在変数モデルの具体例として､多変量解析の分

野で著名な因子分析モデル【4】がある｡観測データを

x∈7Uとすると､因子分析とは､観測データのp個

の各変数を､それらに共通する､q(<p)個の変数か

らなる共通因子(Zの各要素)と､観測データの各変数
に固有な独自因子(eの各要素)とに分解し､潜在変数

である共通因子を通してデータの簡潔な記述を行う統

計手法である｡因子分析モデルでは､線形関数 :

f(I;0)-Wz+p

を用い､I,Cは通常､以下の多変量正規分布を仮定す

る｡

Z-N(0,Ⅰ),e-N(0,diag(4,1,･･･,4,p))

更に､ZとCは統計的に独立とすると､xの共分散

行列 ∑xは､簡単な計算により

∑x-WWT+diag(4,i,I..,4,p)

となる｡従って､3:の分布は以下で得られる.

p(a)-N(IL,∑=)

因子分析はデータの簡約化 (次元圧縮)という点

で､主成分分析(PCA)と共通するが､後者は主成分

図 2:混合線形ガウスモデル｡黒点は1つのデータa:

に､楕円体は1つの潜在変数モデルに各々対応する｡

p次元空間中で複数の潜在変数モデルによりより低次

元の多様体が抽出される｡

の抽出に留まり､分布推定を実現するモデルとなって

いないという点で前者と本質的に異なる｡尚､最近､

分布推定のためのPCAモデルも提案されている【8】｡

また､紙面の都合上詳細は省略するが､近年ニューラ

ルネットの分野で精力的に研究されている独立成分分

析(ICA)も潜在変数モデルに属する｡

3.3 非線型モデルへの拡張

前説の議論から明らかなように､潜在変数モデルと

は､隠れ変数(非観測変数)の分布を通して観測デー

タが生成されるとする確率声デルである.換言すれ

ば､次元圧縮されたZの空間でxの分布p(｡)を推定

していると言える｡最近､より精度良くp(x)を推定

すべく､線形ガウスモデルのような大局的な次元圧縮

ではなく､有限個の線形ガウスモデルを混合した､混

合線形ガウスモデルが捷案されている【91｡

混合線形ガウスモデルは､直観的には､図2に示す

ように､Jの空間中から低次元の多様体を抽出してい

ると解釈できる｡図2を見ると､いわゆる通常のガウ

ス混合分布モデルと混同するかも知れないが､図2の

各楕円の次元はxの次元より小さくなっているという

点で異なる｡即ち､クラスタリングと次元圧縮を同時

に実現する斬新な確率モデルとなっている｡学習アル
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ゴリズムはEMアルゴリズムに基づいて定式化されて

いる【91が､現在の性能は十分ではない｡つまり､多

くの局所最適解に収束し､十分な推定結果が得られて

いないことを付記しておく｡

ヘルムホルツマシンの場合､a,Zが離散値をとる

という制約はあるが､式(18)でaEを観測データ､I

を隠れユニットの状態､Jをネットワークのユニット

の出力､W を結合重みに各々対応させると､ヘルム

ホルツマシンを､潜在変数モデルの一形態と見なすこ

とができることは明らかであろう｡この場合､大局的

に非線形なモデルとなっている｡即ち､ヘルムホルツ

マシンは､非線形潜在変数モデルのネットワーク実現

と言える｡

4 まとめと今後の課題

本稿では､分布推定のための確率ニューラルネット

ワークとして近年捷案されたヘルムホルツマシンにつ

いて概説し､更に､潜在変数モデルというより上位の

視点でヘルムホルツマシンを概観し､従来の多変量統

計解析手法との関係について概説した｡

ヘルムホルツマシンの学習別は統計物理のアナロ

ジーを用いて自由エネルギー最小化の枠組みで定式化

されているが､その理論的安当性は不完全データから

の最尤推定という統計の基礎理論に基づいている｡

ヘルムホルツマシンは従来の線形潜在変数モデルを

非線形に拡張したものとして興味深いモデルである

が､線形潜在変数モデルの混合モデル(混合線形ガウ

スモデル)も強力な対抗馬と言える｡大局的な非線形

モデルと局所線形の混合モデルとの差はアプローチの

差であり､便劣を一般的に論じることは困難であり､

今後実用面で評価すべきであろう｡いずれにしても､

重要な事は､これらが従来の統計モデルの焼き直しで

はなく､非線形に拡張した新たなモデルとして位置づ

けることができることである｡

しかしながら､潜在変数モデルに基づく確率ニュー

ラルネットワークの研究はまだ始まったばかりで､次

元の決定法､学習法等の実用面での本質的な問題を残

しており､今後の更なる発展が期待されている｡尚､

本稿で概説したヘルムホルツマシンの学習は明らかに

教師無し学習であるが､教師有り学習等の様々な変種

も提案されている｡これについては文献【3】を参照さ

れたい｡
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