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1 概要

ローレンツ気体は､固定された複数の剛体ディスク(半径｡)と点粒子(質量m)から成る系で
ある｡この系は､古くから気体分子運動論の単純なモデル【11として取り扱われており､近年で

は､古典的カオスを示す系として非線形動力学の分野【2】でも注目を集めている｡まず､この系
の一般的性質について述べておく｡粒子はディスクとディスクの間での自由運動と､ディスク

との完全弾性衝突を交互に繰り返す｡系の形状をみると､ディスクの配置の仕方により三角格

子状や正方格子状などに分類される｡さらに､ディスクが無限個ならんだ系は閉じた系と呼ば

れ､粒子が空間的に一様に分布することから平衡系のモデルとして扱われる｡これに対応し､

非平衡系のモデルとして､ディスク数が有限な開いた系がある｡ 開いた系では系から逃避する

粒子が存在するため密度勾配が生じる｡

ここでは､磁場中の2次元ローレンツ気体のカオス的性質を調べるために､計算手段として

ローレンツーボルツマン型方程式から得られる分布関数を用いて､磁場とディスク密度に依存し

たリアプノフ指数の導出を試みる｡ディスク配置がランダムな閉じた系を考える｡電荷qの粒
子は系に垂直に加わった磁場βの影響を受け､その軌道は円弧を描く｡後の計算の都合上ディ

スクの数密度nは十分希薄であり､磁場の逆数に比例するラーマー半径rは点粒子の平均自由

行程l-1/(2na)にくらべて大きい､という仮定を設ける｡リアプノフ指数の計算にはシナイ

による曲率の公式【31を用いる｡この公式に含まれるアンサンブル平均を､ローレンツーボルツ
マン型方程式から得られる分布関数を用いた平均に置き換えることによりリアプノフ指数の解

析的計算が可能となる｡結果は磁場のないときのリアプノフ指数に､磁場の2乗に比例した補

正項が加わった形で与えられる｡

2 曲率半径とリアプノフ指数

まず初めに､曲率の公式について簡単に述べておく｡曲率fCは隣接した2粒子間の距離の分

離の割合で定義される｡またその逆数は曲率半径pと呼ばれ､外場がないときはvtで与えられ

る(γ:粒子の速さ)｡磁場が加わったとき､粒子の軌道は円弧を措くため､曲率半径の表式は修
正される｡図1において､実線は隣接した2粒子の軌道を表わす｡衝突地点における2本の破

線は衝突直後の2粒子の速度ベクトルに平行で､そのなす角をJβとする｡この衝突と次に起こ

る衝突の間において､時刻tでの2粒子間の距離を16x(i)Jとし､曲率半径をp(i)-l6x(i)f/60と
定義する.幾何学的な考察､および60≪1という近似により､曲率半径は

p(i)-2rsin芸,
で与えられる｡曲率の公式により､リアプノフ指数人は

人-V(万古),
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で与えられる｡ここで(-)はアンサンブル平均を表わす｡さらに､ディスク配置がランダムで

あることからこの配置についても平均操作をすると､βは独立変数とみなされる｡いま､点粒子

はp､r､Vを変数とするある分布関数Pに従って分布しているとすると､式(2)のリアプノフ
指数は閉じた系に対して

入-芸烏 p(p,r･V)drdvdp, (3)

と書ける｡〃は分布関数の規格化定数である｡この分布関数は次節に示すローレンツーボルツマ

ン型方程式により導かれる｡

3 閉じた系におけるローレンツーボルツマン型方程式

分布関数は位置､速度に加えて曲率半径にも依存する｡衝突の幾何学的考察により､分布関

数の従うべきローレンツ-ボルツマン型方程式【4】は

(,･孟+霊 孟 ･F･£IP(r,,,p)-

-i,P(r,V,p)+
qO(1-g)
aJT7 1.∞dplP(r,vl.,p').p(r,V'-,p')], (4)

となる｡ここにq-2p/a､V-2navは衝突頻度､0は階段関数､''′''は衝突直前の量を示す｡
閉じた系を考えているので位置および速度の分布は一様であるとして､この方程式は簡単に以

下のように書ける｡

(髭 ･V)p(p)-
2L,qO(1-q)
a仰 1.00dpP(p') (5)

さらに､co-1/(27,V)を速度規格化定数､neを点粒子密度として､分布関数をP(p)-cones(lvト
V)fo(p)と表わす｡また式(1)から得られるdp/dl-V
分方程式を解くと､曲率半径の分布関数

fo(p,- (
子expf一子一志

ill一仰 +孟(圭

1-tP/(2r))2を式(5)に代入してこの微

(〟>α/2),

(1-g2)3-柿 +i)](p<a/2),

が得られる｡これはp-α/2で連続的につながっている｡

4 結果

2､3節で与えられた式(3)､(6)を用いると､磁場中のリアプノフ指数は

入--- 竿 (芸 )2tを-ln2-訂 嘉 ),

1

(6)

(7)

のように解析的に求まる｡ここでAo-2nav(1-ln2-a-1n(na2))は磁場がないときのリア

プノフ指数【4】である(C-0.55721-:オイラー定数)0
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磁場による補正項(式(7)の右辺第2項)は磁場の大きさの2乗に比例し､密度に依存した係

数を持つことが分かった｡ただしこの公式は1節で述べたように､ディスク密度が十分希薄で

ラーマー半径が平均自由行程より大きいような範囲B<2rmr'W/qで妥当性をもつ.この結果
をディスク数密度nが0.005､0.01､0.015の場合について図2に示す｡ここで質量m､速さV､

電荷q､ディスク半径aはすべて1としている｡

5 今後の課題

今回の研究では､閉じた系におけるリアプノフ指数を得た｡同様の方法を用いて､開放系に

対してもリアプノフ指数､KSエントロピーが計算される｡また､これら解析的結果と数値計

算の比較についても検討してみる｡本報告のより詳細な内容については文献【5]､【6】を参考さ
れたい｡
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