
研究会報告

ノン･ツイスト写像のカオスへの遷移機構
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1.はじめに

ノン･ツイスト写像とはツイスト条件 (非退化条件)を破る保測写像のことをいう｡poincar6-

Birkhoffの定理やKAMの定理など､ハミルトン系のカオスへの遷移のシナリオを与える基本的

な定理の多くはツイスト条件を仮定しているため､ノン･ツイスト写像には適用できない【1】｡し
たがって､ノン･ツイスト写像のカオスへの遷移は､標準写像などのツイスト条件を満たす写像

のものとは大きく異なる｡

これまでの研究によって､ノン･ツイスト写像では､摂動に対して非常に頑丈なKAM曲線が

存在することや､カオスへの遷移の相図がフラクタル的なsingularな構造を持つことなど興味深

い性質が分かってきた｡

2.Quadratictwistmap

ノン･ツイスト写像の最も簡単な例であるquadratictwistmap(QTM)を考える｡

･:(oInn二11==;nn二言(sI:i:3) (mod2打)
(1)

f(I)-2qFL-I2

ここで､方は摂動パラメータ､〃はツイスト関数肘)の極値を調節するパラメータである｡ β座

標を27r周期としていることと､変換(K,I) - (-K,一丁)のもとでTが不変であることから､
〟∈ト0･5,0･5),〟 ∈[0,∞]の場合を考えれば十分である｡
この写像では､∫-0でツイスト関数J(∫)が極値を持つため､次のツイスト条件が満たされて
いない｡

芸≠- 凸 (2)

可積分(K-0)の時､0軸(I≡0)は､ツイスト条件を破る不変曲線に相当する.このような不

変曲線はshearless曲線と呼ばれる【4,5】｡ Shearless曲線も､他のKAM曲線と同様に､回転数が

撫理数の場合は､非可積分摂動を加えてもある程度存在し続け､ある臨界パラメータ億で崩壊す

る｡

また､この写像には対称性があり､次の変換Sのもとで不変である(i.e.,TS-ST)｡

S:(oI,'==0-㌔ (m.d2W, (3)

この対称性から､shearless曲線が相空間に1本だけ存在する場合1､次の4つの座標を通ること

が示せる【6,7】｡

xf-[;1;]-Fi;//22]
1∬の億によっては複数本存在する場合がある【7】｡
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xf-[;22:]-最 1/2)] (5)

3.リコネクション

QTMではツイスト関数が二次関数なので､shearless曲線の両側には回転数の等しいアイランド･

チェインが1つずつ存在する.この対になったアイランド･チェインはtwin-chainsと呼ばれ､

それらのセパラいノクスは､ある臨界パラメータ億で結合することが知られている｡この現象は

HowardとHohsにより､リコネクションと名付けられた【21｡後に見るように､twin-chainsのリ
コネクションはカオスへの遷移に大きな影響を与える｡

図1(a)(b)に､それぞれ周期1と周期2のtwin-chainsのリコネクション時の相空間を示した｡

QTMでは先の対称性により､番数周期のtwin-chainsは､図1(a)の様にアイランドの位相がず

れた状態で結合し､偶数周期の場合は図1(b)の様にアイランドの位相が揃った状態で結合する｡

偶数周期のtwin-chainsの場合､リコネクションの起こる臨界パラメータ億(リコネクション開催)

は､厳密に求めることが出来る｡一方､奇数周期の場合は､平均化ハミルトニアンを用いて近似

的に求める方法､数値的に求める方法がある【2-7】｡
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図1･QTMの相空間(a)周期1のtwin-chainsのリコネクション､(b)周期2のtwin-
ChaillSのリコネクション
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4.カオスへの遷移

摂動を強くした時の相空間を図2に示した｡

このように､shearless曲線およびその近くに

あるKAM曲線は摂動に対して非常に頑丈で

ある｡そこで､式(4)､(5)で与えられる点xT,
a･2+のトラジェクトリが有界領域に留まってい
るかどうかを調べることにより､相空間が大

域的にカオスになる臨界パラメータ億を知る

ことが出来る｡これを数値的に調べた結果を

図3に示した｡図3の灰色領域のパラメータ億

では､正､x2+を初期点とするトラジェクト
リが両方とも有界領域に留まることを表し､

白色領域のパラメータ億では､どちらか一方､

あるいは両方のトラジェクトリが非有界であ

ることを表す｡灰色領域と白色領域の境界が､

p-0.304348,K-1.0

･･-7t 0
図2.頑丈なKAM曲線

大域的にカオスになる､すなわちlastKAMの崩壊する臨界パラメータ億を表すことから､この

相図をbreakupdiagramと呼ぶ｡

P

図3.Breakupdiagram とリコネクション開催

図3にはFL軸と有理数P/Qで交わる曲線が多数描かれているが､これらは回転数P/Qのtwin-

chainsのリコネクション開催である｡Breakupdiagramは無数のsingularな構造を持つが､そ
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れらは全てリコネクション開催と対応していることが分かる｡

5.まとめと展望

ノン･ツイスト写像QTMにおいて､大域的なカオスへの遷移が起こる臨界パラメータ億を表す

相図 breakupdiagramを数値的に得た｡Breakupdiagramは､twin-chainsのリコネクション

が､カオスへの遷移に強く影響していることを示すものであった｡リコネクション現象を考慮し

た不変曲線崩壊の理論の構築は今後の課題である｡

Breakupdiagramからは､カオスへの遷移が起こる際lastKAM がどのような回転数を持って

いるかという情報までは分からない｡図4(a)(b)は､カオスへと遷移する臨界パラメータ億での

相空間であるo図4(a)はshearless曲線の回転数がgoldenmean(1β-1)/2の場合で､図4(b)
はsilvermeanへβ-1の場合である｡これらの場合､shearless曲線が上下のカオス成分の境界
になっていることから､lastKAMはshearless曲線であると考えられる｡一方､リコネクション

開催に沿って摂動Kを由していった場合､shearless曲線はK≠0でtwin-chainsへと変わるた
め､明らかにlastKAMはshearless曲線ではない｡そこで､shearless曲線の回転数が一定にな

るように摂動を増した場合､あるいは､リコネクション開催に沿って摂動を増した場合､どのよ

うな順序でKAM曲線が崩壊し､どの回転数のKAM曲線がlastKAMになるのかといった､カ

オスへの遷移の普遍的なシナリオを与えることも今後の課題である｡

p--0.313951,K=1.54156 p=0.4467103385,K-1.40416
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図4.臨界パラメータ億での相空間
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