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概要 :2次元ヘルムホルツ方程式をデイリクレ条件下で解く場合の境界要素法に現れる行列式を

I･Y(tdholm の行列式として定義し､その第1リーマン面と正の実軸を合わせた領域における零点

はヘルムホルツ方程式の固有値のみであることを示す｡また､第2リーマン面の零点の実部と虚

部は､それぞれノイマン型散乱問題の共鳴エネルギーと幅の1つと一致することを示す｡Kacの

逆問題やカオスの半古典量子化との関係についても議論する｡

1 序

閉曲線 ∂βで囲まれた2次元平面のある領域 β内ではヘルムホルツ方程式で記述され､∂β

の上ではデイリクレ条件を満足するという固有値問題を考える｡ これは､膜の振動､音響､電磁

気､量子現象などでしばしば現れ大変重要である.一般に数値的にしか解けないが､強力な数値

解法として境界要素法が知られている(Berry良Wilkinson1984)0

従来の境界要素法の定式化では､境界の分割が無限に細かくなったとき行列式が意味を持つ

かどうかが明､らかでなく収束性も判然としない｡またもし境界の分割数が無限大になるとき行列

式が意味を持つならば､固有値が零点であることを示す必要がある｡さらにそのとき固有値以外

に零点を持たないことも明らかではない｡

境界要素法で現れる無限次元行列式がFredholmの積分方程式理論を用いて意味付けれられ､

オイラー積表示を持ち得ることがGeorgeotとPrangeによって指摘された(Georget良Prange

1995)｡我々は境界要素法に現れる行列式の意味をFredholm理論を援用して厳密に明らかにし

た｡これにより､境界要素法で数値的に解く場合､近似解が得られること､固有値または共鳴以

外に零点を持たないことが保証される｡

さらに､この結果からKacの逆問題に対する物理的な解釈や新しいカオスの半古典量子化公

式が得られる｡

2 境界要素法とFredholm行列式

まず､.ヘルムホルツ方程式をデイリクレ条件の下で解く境界要素法について説明する(Berry

&Wilkinson1984)｡区分的C2である剛体壁∂βに囲まれた2次元平面内の有界領域βにおけ
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る粒子の定常状態について考える｡領域Bでは時間に依存しないシュレディンガ-ーヘルムホ

ルツ万程式

V2Mr)･# Mr)-0･rinB (2･1)

を満足する｡ ここで小 m､E､hはそれぞれ､粒子の波動関数､質量､エネルギー､プランク

定数を表す｡また､剛体壁上には粒子は存在しないので

4,(r)-0,ron∂B (2.2)

である｡(2.1)､(2.2)に関して､スペクトルは離散的で固有値はすべて正となり､累積状態密度

の漸近極限がWeylの公式で与えられることが知られている(Reed良Simon1978)0

Go(r,r,;E,--iiHSl'(雫 Ir-r,.) (2･3)

は(2.1)の自由グリーン関数である.ここで Hil)は第1種0次のハンケル関数である(Abramo-

bitz&Stegun1964)｡グリーンの定理などから､Fredholmの第2種積分方程式

aQ(r(i))
∂nt

K(i,S)-

∂4,(r(S))=0

(2.5)

を得る｡積分方程式(2.5)を境界の離散的な分割によって解く方法が境界要素法である｡Fted-

holmの理論から､固有エネルギーはFredholm行列式

00
D(E)≡1+∑Dn(E),

n=1

の零点であることがわかる｡ ここで

Dn(E)-主謀 faBdsl･-faBdsn
K(sl,Sl) ･.･･K(sl,Sn)

K(sn,sl) ..･K(sn,sn)

(2.6)

(2･7)

である｡

3 Fredholm行列式の零点

我々は境界要素法に現れるFredholm行列式に閑し以下の定理を得た｡

定理1

BはR2内の閉領域で､その境界∂Bは区分的にC2であり､R2＼Bは連結であるとする｡ (こ
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れは(Ecknlann&Pillet1997)におけるstandarddomainと同じである).このとき､以下が成

り立つ｡

1)D(E)は内部項と外部項との積で表せる:

D(E)-D(0)dint(E)dext(E), (3･1)

･lint(E,-cxp(; /oEdE,/Bd2rlGD(r,r,;E,,-Go(r,r,;E,,]r,-r), (3･2,

dex"E,- exp〈第 1.EdE,All-JcRU d2rlGN(r,r,;E,,-Go(r,r,;E,,]r,-r), (3･3)
ここでGD とGN はそれぞれ内部デイリタレ問題､外部ノイマン問題のグリーン関数である｡ ま

た､CRはBを含む半径Rの円盤である｡なおD(0)は実である｡

2)内部項はアダマ-ル因子分解で表現される:

dint(E,-ei#E(筈 )-藷Ee一鮒 ngl(1-孟)e患, (3･4,

ここでEn'は内部デイリクレ問題の固有エネルギーであり､AとCはそれぞれBの面積と周長

である｡ 7′はβの形状に依存した定数である｡この積はWeylの公式から収束することがいえ

る｡

3)外部項は散乱と関係する:

dext(E)-exp
(EJo

～dE/ 1

27TE-EI+iO(許 im!16-(E,,)), (3･5,

ここで6m(E)は外部ノイマン問題の位相のずれであり､e-2i6-(E)は定エネルギー殻上のS行列

sN(E)の固有値である｡SN(E)-Iはtrace-classであることから､位相のずれが可算個であり､

∑mcx'=16m(E)が収束することがいえる.

定理1より内部項と外部項の零点に関する以下の定理が得られる｡

定理2

1)内部項dinl(E)のすべての零点は内部デイリタレ問題のすべての固有エネルギーと一致する｡

2)外部項dext(E)は第1リーマン面(E-圃eiOlo≦o<27T)では零点を持たない.正の実軸を

通る第2リーマンへの解析接続dl£t(E)は

d:三t(E)-e一億 E
de｡t(E)
det館(E)'
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となる. ここで3侶 まSNの第2リーマン面への解析接続である.式(3.6)よりdiit(E)の零点は
S行列の秘､即ち､共鳴に一致する｡

4 議論

定理1と2を用いて､ ｢太鼓の音から形がわかるか｣というKacの逆問題(Kac1969)を考

察する｡これは固有エネルギーと形状は1対 1に対応するかということであり､最近反例が見つ

かっている(Cordon,Webb良Wolpert1992)｡我々の得た定理は､まさに固有エネルギーと形状

を結び付けるものであり､形状が異なっても固有エネルギーは不変であるような図形が存在し得

ることがわかる｡そのような図形の場合には､外部散乱問題で共鳴あるいは断面積が異なってい

ることが重要である｡ つまり､形が変わったことを外部問題にだけ影響させることで､内部問題

への影響を回避することができるのである｡そこでKacの逆問題に代わるものとして ｢内部問

題の固有値と外部問題の断面積から太鼓の形がわかるか｣という新たな問題が捷起される｡

また､Ftedholm行列式は絶対収束級数で定義されているので､半古典極限でも絶対収束す

る可能性を持つ｡しかも定理によりその零点は固有エネルギーと共鳴に一致するので､半古典量

子化と密接に関係している｡特に､カオス系では周期軌道の個数が周期の長さに対 して指数関

数的に増大するために､級数で定義される半古典量子化が収束しないという大きな問題がある｡

我々の方法に基付いた半古典量子化のカオス系に対する収束性の解明が今後の課題である｡
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