
｢ハミルトン力学系とカオス｣

ハミルトン力学系の最近の発展について

東工大 ･理 伊藤 秀一

§1.はじめに ハミルトン力学系の研究とは,ハミルトン系 (正準方程式)の定める微分方

程式の解の挙動あるいはその離散化を取り扱うわけであるが,その基本的な特徴は

●ハミルトン系の解に沿った流れ (且ow)は体積を保有する (Liouvilleの定理).さらに

それは正準変換であり変分原理が成り立つ.

という事実にある.この意味で,正準変換や変分原理についての理解を深めることは,ハミル

トン力学系に関係する数学としての最も基本的な問題である.この点から眺めると,変分法の

研究の進歩とも相まって,とくに1970年代後半から変分法を用いたハミルトン系の研究 (周期

解やホモクリニック軌道の存在など)が盛んになり,その流れは今も続いているをまず述べな

ければならないだろう.さらに,ポアンカレが制限3体問題の研究を通じて開始した不動点定

哩 (ポアンカレーバーコフの不動点定理)の研究は,アーノルドによる正準変換に対する一般

的な不動点定理の定式化 (予想)と,その解決に向けてのさまざまな研究を生み,現在ではシ

ンプレクティツタ幾何 (あるいはトポロジー)と呼ばれる分野として大きな注目.を集めている

(lHZ],【MS]).そこでは変分法が (無限次元)モース理論という形をとってその進展に関って
いる.

ところで,ポアンカレは制限3体問題の研究に端を発して可積分系の摂動問題を考察し,一

般に摂動パ.ラメータに解析的に依存するような可積分系の族は存在しないことを示し,さらに

今日のカオス研究につながるホモクリニック軌道とそれに付随する複雑なダイナミクスを発見

した.ポアンカレは可積分系の摂動問題を r力学系の基本問題Jと呼んだが,1950年代から60

年代はじめにかけて現れたKAM(Kolmogorov-Amol'd-Moser)理論は,可積分系の摂動が十分
小さいならば,準周期解をのせた不変トーラスが一般に生き残ることを示したものであり,そ

の後のハミルトン力学系の研究に多大な影響を与えている.このような摂動開港は上に述べた

大域的問題に比べて局所的な問題といえるが,力学系の視点から見ると,よりくわしい解の挙

動を調べることのできる系であり,現在でもハミルトン力学系の中心的な開港であり続けてい

る.なお ｢可積分系｣という用語は,いわば ｢解ける (求積できる)系｣という意味でしばしば

漠然と用いられるが,ハミルトン系では確定した定義がある.すなわち,自由度nのハミルト

ン系が可積分 (【完句 積分可能)であるとは,ポアソン括弧式に関して可換なれ個の独立な第

一積分 (運動の保存量)が存在するときを指す.この定義は明らかに相空間の ｢正準 (シンプレ

クティツク)構造｣に結びついている.この意味でも上に述べたシンプレクティツタ幾何との閑
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連がある1.そしてこのとき,それらn個の第-積分を定数とおいた式で定義されるレベル多様

体がコンパクト(有界閉集合)ならばその連結成分はn次元トーラスTn=Rn/2打Znであり,
その近傍で作用一角変数と呼ばれる座標を導入できて,それが摂動論の出発点になるである.

本稿では,以下の §2で最初に述べた変分法を用いたハミルトン系の大域的な問題に関する

研究を,§3でKAM理論に関連する最近の話題について述べたい.ただし筆者の力不足と紙数

の制限から,それらのごく入口に触れる程度の説明しかできない.参考文献を参照していただ

ければ幸いセある.また,ハミルトン力学系に対する数学サイドからの入門書としてはアーノ

ルドの教科書 【A3]や【N】あるいは拙著 【Ⅰ2]を,さらに進んだテキストとしては【A41,[Ko】を
参照してしていただきたい.

§2.変分法に関連する話題から 以下I-lt｡,tl】⊂Rとし,簡単のため相空間をR2n,その

座標をZ=(q,p)∈RnxRnとする.R2n上のC∞級のハミルトニアンH(q,p)に対して,自
由度nのハミルトン系を

i-J∇H(I), Z- i(q,p), J-

と書き,このベクトル場をxHと書く.ここで∇H(I)は点ZにおけるHの勾配ベクトル,0,I

はそれぞれn次の零行列,単位行列である.この解Z.(i)を拡大相空間 ((q,p,̀t)I-空間)R2n+1

で考えて,7.:Z∋tr+(I.(i),i)∈R2n+1とすると,これは変分原理

6F(7)lT=7.-0, F(7):-/glphdqk-Hat, 7‥Z∋tr+(I(i),i)∈R2n+1 (1)

を満たす.ここで端点Z(to),I(tl)は,(q,p)座標のすべてを固定しても,配位空間の座標qだ

けを固定してもよいが,周期軌道の存在を問題にするときは,I(to)-I(tl)という境界条件を

端点条件のように考える.つまりループ空間上で変分間題を考えるのであり,この変分間題の

オイラー-ラグランジュ方程式はハミルトンの正準方程式 (1)になるのである2.数学的には,

このような変分間題は適当な関数空間を設定し (拡張された意味での微分が2乗可積分な空間

L2(t)に含まれるような空間を用いることが多い),その上で汎関数F(7)の停留点 (臨界点)
の存在を示し,正則性 (regularity)を用いて実際にそれが通常の意味で微分できることを示
すのが最も普通の手法である.

ここでは,そのような研究のなかで rコンパクトな正則エネルギー曲面Hll(C):-.tH(q,p)-

a(定数))上には周期軌道が存在するか?｣という問題について考えてみよう.ここで,正則と
lKdV方程式に始まる求棟できる偏微分方程式の研究は､昨今の可棟分系の研究の大きな部分を占めているといえる
が,それらをここで述べたような第-棟分の存在によって捉えることはまだ成功していないようである.ただしKAM

理論に相当する摂動論は盛んに研究されている【Ku].
2ハミルトニアンはラグランジアンからルジャンドル変換によって得られると限らなくてもよい.相空間上の曲線の
空間で変分間蓮を考えるのである.
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はその曲面上で勾配ベクトル∇Hが消えないことを意味する.じつはこのように問題を設定す

ると,ハミルトン系の解はベクトル場XHで決まるというよりも,エネルギー曲面によって決ま

ることがわかる.すなわち,もしHと異なるC∞級関数Fに対してH~1(C)-F-1(C')(-Sと
おく.C'は定数)となるならば,この曲面S上のXiの解とXFの解はそのパラメータ表示は異

なっても,軌道としては一致してしまう.実際,点Z∈H~1(C)における勾配ベクトル∇H(I)
は曲面Sに直交するベクトルであるから,H-1(C)-F-1(C')より∇H(I)と∇F(I)は平行であ

る.よってJ∇(I)とJ∇F(I)も平行になり,今述べた主張が言えるのである.たとえば,調和Il
振動子のハミルトニアンH-妄∑(qZ+p2k)の解はすべて周期2汀の周期解であり,そのエネ

k=1
ルギー曲面は2n-1次元球面であるが,今述べたことから2n-1次元球面上のハミルトン系の

軌道は必ず同一の周期をもつ周期解になることがわかる.このような観点から,上に述べたよ

うなコンパクトエネルギー曲面上に周期解が存在するかどうかが基本的な問題になるのである.

この間題については,最初は曲面Sが凸な場合や,ハミルトニアンがH-T+U(運動エネ
ルギー+ポテンシャル)の場合について肯定的に解決され,とくに朗 号適当な2つの楕円面に

よって囲まれる (pinchされる)ときはn個の周期解の存在が示された.たとえば線形な格子

振動で固有振動数が有理的に独立ならば,同一のエネルギーをもつ周期解は固有振動に対応す

るn個しか存在しないから,その場合はベストの個数になっているわけである.もちろん線形

系はきわめて特殊であり,-･般の非線形ハミルトニアンでは同一エネルギー曲面上に無限個の

周期軌道が存在し得るであろう.実際,もし楕円型の周期軌道が存在すれば,Birkhoff-Lewis

の不動点定理 (【Ⅰ11参照)によって,一般にそこに集積する周期軌道の列が存在する (周期は∞
に発散する).ただし必ずそうなるわけではなく,エネルギー曲面が正則でコンパクトであって

ち,その上に周期軌道が存在しないような例が最近M.HermanとⅤ.Ginzburg【Gin]によっ
て作られた.なお (ルベーグ測度の意味で)ほとんどすべてのエネルギ一億 Cに対して,コン

パクトな曲面H~1(a)は周期軌道をもつことが証明されている(【HZ】参照).
以上で述べたのは周期軌道の存在だけであるが,ハミルトン系の解がエネルギー曲面によっ

て決まるという上に述べた事実は,より複雑な (カオス的な)軌道についても成り立つ.そのよ

うな観点からは,周期解の安定性と不安定性が興味深い重要な問題であろうが (たとえば,エ

ネルギー曲面のトポロジー的あるいは微分幾何的な量と安定性の関係など),まだ十分な研究

がなされていないのが現状である (これについては 【Ekl,Ek2】や 【DA】を参照).その意味で

は,§1の最初に述べた ｢ハミルトン系の解は変分原理を満たす｣という側面はまだよく理解さ

れているとはいえないであろう.しかし,ここ10数年の間の変分法を用いた研究の進展は顕著

なものであり,最近では,変分法によってホモクリニック軌道の存在やさらにはカオス的な挙

動の存在を証明する研究が行われている(【B],[CzES吊AB】参照).またニュートンポテンシャ
ルのように,エネルギー曲面が非有界な場合の周期解やホモクリニック軌道の存在に関しても,
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田中和永氏の研究をはじめとする多くの研究がある (【AC五】参照).

§1のはじめに述べた,正準変換のもつ特性についてすこし触れておこう.R2n上の写像pが
正準変換とは,pの各点Zにおけるヤコビ行列 (線形部分)p:-Dp(I)がシンプレクティツタ
行列,すなわちfpJP=Jを満たすことを意味する.これはとくに体積保存性 (detP=1から
わかる)を意味し,n=1つまり平面のときは,面積と向きを保つことが正準変換ということ

である.しかしn≧2のときに,正準変換であることと体積保存性にはどれほどの差があるか

は1980年代半ばのM.Gromovの研究に至るまで全くわかっていなかった.Gromovは半径 γ

の球B(r)-(Z∈R2nlz12+･･･+Z22n<巧 を円柱Z(R)-tz-(q,p)∈R2nlq至+p至･<R2)
に正準変換によって埋め込めるためには,R≧rでなければならないことを証明したのである

(squeezingtheorem と呼ばれる.【MS],【HZ]参照).このような結果がわかったのがごく最近
であることからも,(4次元以上の)正準変換の難しさがわかるであろう.この際に用いられた

手法はん正則曲線 (psudo-holomorphiccurve)と呼ばれるものであるが,その後1ンプレク
ティツタ容量と呼ばれるシンプレクティツクな不変量の研究を生み,ハミルトン系の周期解の存

在問題に帰着させる別の証明も与えられている【HZ].
ハミルトン系の解が無限次元空間上の汎関数の停留点であること (変分原理)に対応して,正

準変換に対する不動点あるいは周期点を関数の停留点として捉えるアイデアはポアンカレーバー

コフの定理の証明に見られるが (【A3,Appendix91および 【Ⅰ21参照),これを一般的にしたの

がアーノルド予想であり,その (部分的な)解決については 【MS】,【FO】を参照されたい.
なお,正準変換はある意味でハミルトン系の流れの離散化にあたるから,ハミルトン系の周期

解やホモクリニック軌道を変分法によって導けることに対応して,正準変換のつくる離散力学系

の軌道を (離散化された)変分法によって得ることもできる(【MS,Chap3】).それはmonotone

twistmapと呼ばれる平面上の写像の場合にAubry-Matber理論として成功している(応用も含

めて 【Ge],【MF],【MM],lMo4]参照).とくにKAM トーラス (円周)が崩壊してもcantoruS

(不変集合がカント-ル集合となるのでこの名がある)として,数学的には弱解として捉えるこ

とができることを示したことに大きな意義がある.また多次元への拡張については,【MF】や

【Mal,2】を参照されたい.

§3.RAM理論の進展 可積分ハミルトン系の摂動とは,相空間を直積空間TnxD (Dは

Rnの領域)と捉えて,その座標を(0,I)とするとき

H(0,I,i)-Ho(I)+Hl(0,I,i), Hl(0,I,0)-0 (2)

の形のハミルトニアンを考えることである.これは§1の最後に述べたように,可積分系がコン

パクトなレベル多様体をもつならば,つねに可能な設定であり,Z∈Rnは作用変数,e∈Tnは
角変数と呼ばれる.i-0では,ハミルトンベクトル場XHはb=∂H./∂I,I=-∂H./80-0
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であるから,その解(e(i),I(i))は

o(i)-wot･e(o) (wo-箸 (Lo)), I(i)-Io(-I(0))

となり,これはn次元トーラスtZ=Iol上の周期軌道 (閉軌道)あるいはその上を飼密に埋
める準周期軌道になる.このn次元トーラスをベクトル場XH｡の不変トーラスといい,wo-

(W1,...,Wn)をその周波数と呼ぶ.KAM理論は,非退化条件det∂2Ho/∂I2(Io)≠0のもとで,

可積分系xH.に対する不変トーラスtZ-Lolの近傍の不変トーラスのうち,その周波数Wが,
適当な正数CとZ/に対してデイオフアントス条件

[(k,W)I≧clkrv (k=(kl,.‥,kn)∈Zn＼(0)) (3)

を満たすものについては,Cが十分0に近い限り,摂動系XHに対しても変形されて生き残るこ

とを保証するものである･ただし(A,W)=∑,?=lk,･W,･･Ikl-∑,?=1lk,･lである･条件 (3)は
W1,...,Wnが有理的に独立であることを意味するから,解は不変トーラス上を萌密に埋める準

周期解である.

KAM定理の証明は,摂動論に現れる小分母(smalldivisors)と呼ばれる困難を,Kolmogorov

の示唆によるニュートン法による ｢早い収束｣をもった近似法によって解決したものであり,

KolmogorovlK]とArnol'dlAl,A2】は解析的なハミルトニアンを問題にし,Moser【Mol】は有

限回微分可能なtwiSt写像を考察したこただし解析的な場合を扱ったKolmogorovとAmol'd

の証明の間にも,手法の差がある.Kolmogorovのアイデア′は周波数を固定して対応する不変

トーラスを座標変換によって探すものであり(この方法は有限回微分可能なハミルトニアンの

場合へも一般化される【SZ】),一方Arnol'dの方法は周波数は固定せずに座標変換を繰り返し,

不変トーラスの全体を極限で得ようとするものである.以下では,対象を実解析的なハミルト

ニアンに限って,KAM理論をめぐる最近の進展およびNekhoroshev理論との関連について触

れたい.

まず,以上で述べたのは自由度nに付する最大次元(n)の不変トーラスの存在であるが,1980
年代半ば以降,それよりも低い次元の不変トーラスの存在が得られるようになった.すなわち,

〈
a(O,I,I,y,i)-Ho(I)+ ho(T)+Hl(C,I,a:,y,i),
eeLTd,I-∈R-,符,y∈RL,･T-(Tl,･･･,T,),T,･-芸(車 y,'), m･l-n

の形のハミルトニアンに対して,m次元不琴トーラス.の存在を問琴にするのである (flo(T)描
バ⊥コフ標準形である).このとき現れる小分母に里｡(T)の琴からの寄与極 るため,そあ
扱いは複雑になるが∴k.血aBSOnかせれを解決し,さらにそれはLc.1E.Wayneや J..pa.shel,r
S.Kuk血㌦こよっゼ可積分な偏微分方程式の摂動尚蓮の蔽り扱いへと発展した.現在では,そ
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のような偏微分方程式に対する準周期解をのせた有限次元あるいは無限次元の不変トーラスの

存在が議論されている(【Ku】や [KuP】およびその中の文献を参照).

次に,オリジナルなKAM理論ではニュートン法に基づく逐次近似法によって不変トーラス

の存在が示されたが,これにより,不変トーラス上の(2)の準周期解は摂動パラメータCの収束

べき級数として

00 00
o(i)-wt+∑xk(wt)ek, I(i)-zo+∑yk(wt)ek, wt-(wit,･･･,Unt)h=1 k=1

と表されることがわかる(【Mo2],【Mo3】).ここでXk,YhはTn上の実解析関数,すなわちRn

上の解析的な周期2打の多重フーリエ級数である.この級数をLindstedt級数と呼ぶが,最近,

H.Eliasson【El]が C.L.Siegelによる正則関数の不動点のまわりでの線形化問題での小分母

の取り扱い 【S】(ニュートン法によらないで級数の係数を直接に評価する)をKAM の状況に

拡張したことをきっかけに,G.Gallavottiや LChierchia,E.Falcolini,G.Gentileらは,

Eliassonの方法を発展させ,さらに場の理論における繰り込みの方法を用いることによって,

Lindstedt級数をまず形式級数として定義し,その収束性を直接証明することでKAM定理を

証明している(【CFl】,【CF2】および【GeM]とその参考文献を参照.また,Cのベキ級数とは捉

えず,正準変換によって準周期解を構成する (元来Kolmogorovによる)アイデアをニュート

ン法を用いずに実行した論文 【GiL】も参照.)この手法によってKAM理論における非退化条

件 (det∂2Ho/∂I2≠o)が成り立たない場合にKAM定理を拡張したり(【Ga],[GeM]参照),
KAM トーラスとカオスの発生の崩壊に関してもパラメータeの増大に伴うより精密な情報が得

られる可能性がある.

最後にNekhoroshev理論 【Nek]とKAM 理論の関連について触れておこう.Nekhoroshev

理論は,上で考えた摂動系xHのハミルトニアンH-Ho(I)+Hl(0,I,i)が 凸性を一般化した
steepness条件と呼ばれる条件 (定義は省略)を満たすならば,任意の解が評価式

JI(tト I(0)[≦R.eb (Jtl≦T.exp(i-a))

を満たすことを主張するものである (a,a,礼,T.は正の定数).ここで,定数a,b>0をでき

るだけ大きく取ることができれば,それだけ解に対するより長い時間の安定性が得られること

になり,それによって断熱不変性 (adiabaticinvariant)の厳密な取り扱いが可能になる.こ

の間題についても1980年代半ばから,a,bの精度をあげる努力が行われた (現在ではa,bとも

に1/2nにとれることが示されている【P2】,【L],【LN]).この評価はあくまで有限時間の間の

ものであるが,最近GiorgilliとMorbidellilGiM]は,Arnol'dによるKAM定理の逐次近似

による証明を変形し,すなわち,逐次近似の各ステップにおいて誤差項が前のステップの誤差

項の2乗で評価されるという"quadraticestimate"をNckhoroshevの定理 (この逐次近似に
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適するように証明し直す)の評価に置き換えることによって,KAM トーラスに中心をもつ領

域 (nesteddomains)の列 Dv (Z,-1,2,… )で次の条件 (i),(ii)を満たすものか存在する
ことを証明した :

I
(i)i-0でDyを発した解がDVに留まる時間はNekhoroshevの評価をもち,yう ∞ のと
き指数的に∞に発散する.

(ii)Dvの極限はKAM トーラスの集合である.

これは,ある意味でNekhoroshevの定理がKAM定理を含んでいることを意味している(【DG】

も参照).

KAM理論およびNekhoroshev理論に関係する部分は,証明は構成的な手法が基本になって

いて,そのためには微妙な評価を行う必要がある.しかし,その r級数の収束と発散｣という

技術的な問題はKAM トーラスの存在と崩壊に密接に関係している.実際,通常のニュートン

法に基づく逐次近似法でもその途中の評価を改良すると,KAM トーラスの崩壊が起こるパラ

メータ値のある程度の評価をすることもでき,応用上重要である.これについては【CCl,CC2】

を参照されたい.また,KAM理論と関連する分野全般について,【BHS]には多くの参考文献

があげられているので,参照されたい.
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