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グラフ上の跡公式

白井朋之 (京都大･数理研)*

1 Imtroduction

l次元のシュレ-デインガ-作用素に対しての散乱間違また逆散乱問題は,ランダムなポテンシャルのあ

るシュレ-デインガ-作用素との関連で詳しく調べられており【1恥 特にポテンシャルが周期的なときには

ある境界条件の下での固有値の系列とポテンシャルとを関係付ける跡公式が与えられている【15,22].また

一方で量子カオスの分野でグッツウイラーが提出した古典カオス系の周期軌道と量子化された系のエネル

ギーを結ぶ跡公式がある【9】.特に古典力学系としてどリア-ド系をとりあげて跡公式を利用した結果も多

数ある【7,10,19】.この論説では,離散的なグラフの上で間蓮を設定すると,上記の二つの話が同様の枠組

の中で議論できることを,二つの形の跡公式を示すことで明らかにするのが目標である.1節では連続な

空間上で上に述べた二つの跡公式の紹介をし,2節でそれらの離散版についての数学的結果【23】を述べる.

1.1 Hill'stheoreyandtracefわrmula

この節ではRl上の周期的シュレ-デインガ-作用素について,よく知られている結果について概観する.
V:RlーRlは周期 1のC∞周期関数とし,シュレ-デインガ-作用素として

L-憲+V(C) (1･1)
をL2(Rl)上で考えることにする.この作用素をL2(lo,1】)上で色々な境界条件の下で考察してみよう.

〈"CLQ.霊, ≡ eAiQa'QC('3,. (1･2,

ただし,0≦α<27T.この固有値問題で得られる固有値を

入o(α)≦ュl(α)≦･･･ (1･3)

とおく.このとき入.･(cr)は各 iについて αの関数として連続になる.このあたりのことを簡単に見てみ
よう.

SA=(¢∈C∞(Rl);L¢=対)とおく.LはL2(Rl)上の2階の微分作用素であることより,S人は2
次元であることに注意しておく.モノドロミ-作用素をM ¢̂(3:)=¢(C+1)で定義するとVが周期関数で
あることから,∫人からそれ自身への写像になる.そのトレースを

A(A)-TrMA (1･4)

とおき,判別式 (discriminant)と呼ぶ.例えばV≡Oのときは簡単な計算により,A(A)-2cosJiとな

ることがわかる.一般に△(A)は人の整関数で,A- +∞ で

△(A)-2cosJ丈

となることが知られている【151.さて,detMA=1であることに注意すると

固有値間違(1.2)が解を持つ ⇔ det(M入-eta)=o

⇔ (e''α)2-n(MA)et'α+1=0

⇔ △(A)-2cosα
+SupportedbyJSPSResearchFellowshipsforYoungSdentists.
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｢ハミルトン力学系とカオス｣

であるので,図1を見れば入i(α)の連続性は明らか.(さらに実解析的であることまで示すことができる.)

さらにq(L)をLのスペクトルとすると,

A(i)

図 1:スペクトルと判別式

0く)
q(L)= UUi入k(a))

0<α<27rk=0
-iA∈R日△(A)I≦2)･ (1･6)

である囲 .この事実に注意すると,図1にあるようにスペクトルがギャップ構造を持ち得ることが見てと
れる.

上でα=0(周期的境界条件)のときの固有値 iAk(0))T=｡と,α=7'(反周期的境界条件)のときの固
有値モスL･(7r))?:Oを小さい順に並べたものをあらためて(入n)T:1とし,さらに平行移動した領域 【S,1+S]
でのデイリタレ間A,つまりL2(【8,1+S])上でLを考えて訂=8,1+Sでデイリタレ条件を置いたときの
固有値をtJLn(S))nCC=1とする (図2).このとき次の定理が成立する.

定理 1.1V:Rlー Riは周期1のC∞周期関数とすると,任意の S∈Rlに対して,

V(S)=Ao+∑ (入2n-1+入2n-2pn(S))
n≧1

が成立する.

これにより3系列の固有値の値からポテンシャルの再構成が原理的には可能になる.

(1.7)

1.2 Gut2;Willerlsformula

Gutzwillerの跡公式とは何らかの意味でカオス的なハミルトン力学系の周期軌道とその量子化した系の

エネルギーを結ぶ公式であると言える.グッツウイラー自身の指摘の通り,この公式の一つの指導原理はセ

ルバ-グの跡公式【6,ll,12,25】と言われるもので,その1つの形は以下のように表すことができる.

定理 1･2(Selberg)FはPSL(2,a)=SL(2,a)/士Iの離散部分群で単位元以外はすべて双曲的な元か
らなるものとする.H を上半平面として,M をr＼H によって定まる負走曲率 -1のコンJl.クトなリーマ
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ン面とする.また,M上のラプラス･ベルトラミ作用素の固有値を(入nIn>_1とする･このとき

皇 e一入nt
n=1 -vot(M,蒜 l∞ 蒜 dc ･ 妄差 7:芳 ｡.劫 蒜 e一柳 4f

ただし,p.p.0.は素な閉測地線にわたる和で,I(γ)はH上の双曲的距離.

この定理の証明にはいくつか方法があるが,確率論的に証明する方法も有力である【12,16】.2.2節では

離散版のGutBWnler型跡公式を与えるが,その証明はSelberg跡公式の確率論的証明の本質部分だけを抽

出した形になっている.

さて,以下では開ビリア-ド系におけるグッツウイラー跡公式に話を限定しよう.R2内にn個の滑らか

で凸な障害物(Oi)T=1がそれぞれ蝕とならないように置かれているものとする,つまり,任意の異なるOi
と03･の凸色と第3のOkが共有点を持たないとする.この障害物の外部領域で点粒子の自由運動を考え,
障害物の境界では弾性衝突するものとする.このときほとんどの粒子の運動の軌道は無限の遠方に逃げて

しまうが,一部の軌道は過去と未来において有界領域に留まる.この無限に有界領域に留まる軌道は次の

ような両側無限列

∑=(旦-(ai).･C2;∈(1,2,‥.,n)Z;a,･+1≠ a.･foranyi∈ZI (1.8)

と1対1の対応がつくことが知られている【18】.つまり,(1,2,...,nlを障害物の番号だと思い,それに

対して∑の元を与えると,その順番に従って障害物に衝突する連動が一意的に定まる.(1.8)の定義の中で

a,･+1≠ a.･となっているのはもちろん同じ障害物には続けて衝突しないからである.

さて,この設定のもとでGutzwillerの跡公式を述べよう･L--A--(晶 .爵 )として･LJ- は
R2全体で考えたもの,L｡わーはR2＼(0,･).p=1で考え,境界ではデイリクレ条件を置くものとする.またこれ
らの作用素のレゾルベント作用素をそれぞれ,Gまree,G又bSfとする.このとき,

"定理"1.3(Gut2;Willer)上の設定のもと,

告exp(i/hnS,(A)+in汀LT)
n(GJ/ee-G凸 -90+∑ 響云

7:ff｡.ihnff12sinh(nuT/2) (1･9)

ただし,goは状態密度の差,p.p.0.は素な周期軌道 (p'imiiivepe,l'odz'corb2'i)で,ST(A)はTに沿った作
用.TT(A)=孟S,(A)は周期,LTはマスロフ指数,uTはポアンカレ写像の固有値から決まる畳･

これが開ビリア-ド系におけるグッツウイラー跡公式と呼ばれるものであり,左辺の量子力学的な主を古

典力学にかかわる丑で展開した形になっている.しかし,これはこのままでは収束の問題をクリアできてい

ない.セルバ-グの跡公式との違いは,作用の前にi=vq があるかないかである.しかし,これは大き
な違いである.

2 Discreteanalogue

2.1 1.1に対する離散アナロジー

この節では離散空間であるグラフ上で間蓮を設定して,(1.7)を一般化した式(2･4)を与えて,グラフと

ポテンシャルが特別な場合には(1.7)と同様な形となることを示す.

Gは単純無限グラフとする.グラフが単純とは,自分自身に戻ってくるループと多重辺がないことをい

う.(グラフの用語などについては例えば【1,5】.)例としてはd一次元正方格子が,三角格子,六角格子,か

ごめ格子,d一正則樹木Taなどを考えれば十分である･P=(p(I,y))5,y∈Gを推移確率とする･ただし,簡
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単のためPとしては最近凄点へのジャンプだけを許すものとする.(もちろんこれは本質的ではない.)つ

まり,

p(I,y)=〈弓 otherwise.南 y.fNc (2.1)

を満たすものを考えることにする.ただし,Ncは点 Cの近傍の点集合を表し,m(a)はその個数を表す.

G上の実数値関数全体の空間に内肯くF,9)=∑ G∈6m(Ⅹ)f(I)g(Ⅹ)を入れて,この内棟に関する2乗捻和可能
な関数全体のなすと)I,ベルト空間22(G)上のラプラシアンを

AGf'巾 ∑ p'cly'F'y'-f'3'-志 怠 F'y'-F'C'･ '2･2'yeG

で定義する.このとき,△Gは有界が寸称作用素になる.またスペクトルは一般には連続スペクトルも含ん

でおり,

Spec(-AG)cl0,2]

となることが簡単に示すことができる.(グラフ上のラプラシアンのスペクトルについては例えば【3,17日

さて,V:Gー R は実数億有界関数に対して,シュレ-デインガ-作用素をL=-AG+Vと定義する
とやはり有界な対称作用素になることに注意しておく.さてこの作用素に対して,次の二つの間麓 (自乱

デイリタレ境界条件)を考える.以下,Gの有限部分集合Aを固定する.

L¢(C)=対(C) C∈G

と

〈LLA:;'(Ca;
=L¢(I)= 対 (I) C∈G＼A
=0 α∈A.

ただし.これら二つの作用素の定義域はそれぞれD(L)-22(G),D(LA)≡tf∈22(G);I(a)-ova∈A)
とする･この作用素に対するレゾルベント(L一入)~1,(LA一入)~lの横分核 (グ1)-ン関数)を9人(C,y),
gAJI(I,y)とする･また,L,LAに対応する熟方程式の基本解 (熟核)をそれぞれ,pY(t,C,y),PAV(i,I,y)と
おく･さらに,G丈をIAlxlAl行列で成分が(G丈)a,8=9人(a,a)なるものとする.まず次の祷麓に注意し
よう.

補題2.1人についての関数detGffまC＼q(L)上正則で,入∈C＼【入｡,入餌】上で0を値としてと一らない.た
だし.q(L)は シュレ-デインガ-作用素 Lのスペクトルで,入O-と入伽 はそれぞれq(L)の下限と上限
である.

さて,この正則関数detG丈は上の祷急により,入∈C＼【入0,人cJにおいては0にならないのでlogをと

ることができる･この値 losdetG丈の虚数部分 (lmlogは偏角を与える)の実軸への境界値を考えよう.
入∈Rに対して

ô(A)-!90嘉 Ⅰ-logdctGf'･･< (2･3)

と定義する.この量はê(A)はa.C.A∈Rで存在する.この値を一般化されたKrein'SSPeCtralshiftfunction

と呼ぶことにする.特に一次元の場合は位相の変化に関係した丑である[4,8].以上の設定のもとで次の定
理が示される.

定理 2.2Vを実数値有界閑数とする.このとき,

古.;a(pY(如 ,-PAV(如 ,,-e-?00t+i/Ie-AtcA(A,d入
ただし,入0,人印はそれぞれ作用素Lのスペクトルの下限と上限.
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さらに,上定理の左辺のlー 0での漸近挙動を調べることにより,次の系を得る.

系 2.3Vを実数値有罪関数とする.このとき,

罷 V(a,-A--1-/A:軸CA(" ･
(2･4)

ただし,入0,人∞ はそれぞれ作用素Lのスペクトルの下限と上限である.

この(2･4)が,(1.7)の一般化に相当する.0.1(A)の性質については今のところ一般的にはまだよくわかっ
ておらず,これからの問題であるが,特に一次元に限ればランダムシュレーテインガ-作用素との関連で詳

しく調べられており,この系もきれいな形で書きなおすことができて,1.1節で述べた定理 1.1と同等の定

理が得られることを示そう.

Gをzl,V:211-Rを周期関数とする.有視集合 Aは一点 (a)にとる.このとき,Lのスペクトル

は一般に有限個の閉区間の和集合になることが知られている.(1.1節と同様の議論を離散の場合にやれば

よい.)それをU｡<k<nlA2k,入2k+1】とする.ただし,入2n+1-人∞･また, グリーン関数 9人(a,a)はレゾル
ベント集合(入2k_1,人2k)上 人の実数値関数で狭義単調増加だからその零点は高々一つで,それをILkとする

(図2).もし,零点がない場合はその正負に従ってFLk-入2k_1,FLk=入2kとする.まず,次の強力な定理

があることを注意しておく.

定理 2.4(小谷【131)Lのスペクトル上ほとんど到る人に対して,

<19.Re9人･iE(a,a)=0･ (2･5)

この事英とグリーン関数がレゾルベント集合上で実数値をとり単調増大であることに注意すれば次のよう

にĈ(A)を随に表現できる.

図2:グリーン関数とスペクトル.

oA(弓重
入2k_1<入<FLk(a),
ilk(a)<入<入2た,
入2k<入<入2k+1･

後は系 2.3と簡単な横分計井から次を示すことができる.

定理 2.5Vを実数億有界関数とする.このとき,

V'a'-生地 -1.喜｡<;<n'入2k･,2k･1-2pk'a''･2

これが始めに述べた関係 (1･7)の離散アナロジーである.
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｢ハミルトン力学系とカオス｣

(2･8)
C∈G

上式の右辺を展開することによってGutzwiller型の跡公式を導こう.そのためにGxG上の関数として

2.2 1.2に対する離散アナロジー

さて,定理2.2の証明の際に次の補遺を用いている.

補語2.6人∈C＼【入0,人∞】とする.このとき,

∑ (gJc,I)-gf(3,C))-孟 logdetGf

1.一一9人(x,y)9人(y,C)
d入(I,y)-一三log

2一〉OgA(y,y)9人(ェ,C)
(2･9)

を考える.

補遺 2･7人<infc∈GV(a)とする.このとき,d入(C,y)は人を1つ固定するごとにG上の距離となる.

ここにGxG上の関数 d入(･,･)が距離であるとは,1)d入(C,y)≧0で等号はr=yのときに限る.2)

d入(3,,y)=dA(y,I),3)三角不等式d入(2,y)≦d入(C,I)+d入(I,y)を満たすときをいう.

一般にはこの距離を具体的に計算することは困難であるが,ここでは具体的に計算できる例を1つ与え

ておこう.

例 2.8Gはd一正則樹木グラフ,Vは恒等的に0とする.(特に2-正則樹木グラフは2;1にはかならない.)

･d=当 三 とおくと,よく知られているように-△Gのスペクトルは【ト αd,1+｡d]となる.簡単な計
算から入<0のとき

d入(C,y)=d(C,y)･(-1ogmd(A)) (2.10)

となることがわかる.ただし,d(C,y)-infin≧0;pn(ェ,y)>0)で定義されるもので,通常の意味のグ
ラフの最短距離である.また

主三(md(A)=盲訂巧 1-A- (1-A,21α3)
である.特に入ー 0のとき

(1) ii_mod九(x･y)=d(I,y)･log(a-I) tfd≧3,

(2)忠 撃 -a(G7y)ifd-2

入ー-∞ のとき

d"I,y,～ d(C･y,(log(ト 小 logd-i(串 2-･-〉･

この距掛 ま漸近的にはd(I,y)に近いものであることがわかる.

(2.ll)

(2.12)

(2･13)

さてグッツウイラー跡公式の離散版を考えよう･A-tan)1≦n≦N はGの有限部分集合とする･このと

き･以下ではG＼AをRd＼o(ただし･0=Ul≦n≦NOnは有界領域)を離散化したものであると見なすと
よい.そのイメージは図3にある.ちなみに図3の右図において,黒丸で書かれた部分がAに相当する部

分である.

1･2節でRd＼o内の粒子の運動で有界領域に留まるものの軌道は0-Uと10,･にどの順番で衝突するか
だけを決めれば,すなわち,(1,2,…,n)を記号とする無限列を与えることで表現できた.このことと同様
に有限部分集合Aにだけ着目する.
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○ ○

R2＼o
2
Z ～A

図3‥RへO とG＼Aのイメージ.

Aの記号列の中で

(旦=ala2- an;a.I∈A,ai+1≠a.･) (2･14)

の形のものはA上の周期 nの周期軌道 (もしくは閉道)と対応がつく.ただし,an+1-al.また特に旦

がと=bl… bkの形の周期軌道の t回の繰り返しで昏けるならばL=1という性質を満たすとき旦を素な
周期軌道と呼ぶことにする･素な周期軌道旦=ala2･･･anに対して,その長さ (または作用)SA(旦)を

n

sA(a)=∑ dA(a,･,a,･'1)･ (2･15)
i=1

として定義する･ただし,an+1=al.またL(a)をその周期と呼び,L(旦)=L(ala2t.‥on)=nと定義す
る.このとき,次の定理が成立する.

定理 2.9あるi∈Rが存在して,入<iのとき,次のような展開がある.

n(GA-G入,A)=∑ (9人(I,I)-gf(3,I))
c∈G

-4;Ai logg"a･a,I∑ 普 n;leXP(- (め-n-'L(め, (2･16,A:P･P･0･

ただし,gAA(8,I)fま(L̂ 一入)-1の積分核 (グ.)-ン関数),∑旦‥叩.｡.は有限集合 A上の素な周廟軌道
に対する机 SA(隻)はG上の距離 d人で測った旦の長さ (または作用),L(a)∈Nは生の周期.

この結果と(1･9)を比較するとはっきりするが,2sinh(nuT/2)があるかないか,虚数 2'=vq があるか
ないかの違いはあるが,本質的な部分は同じ形となっている.よって,一上の定理2.9はグッツウイラー跡公

式の一つの離散アナロジー (熟方程式版)と見ることができる.この定理の証明は禰題2.6と次の事実に注

意すればよい.

detGf=detD入deも(I+K入).

ただし,8人は対角行列で

D̂ (a,a)=
gA(a,a) ifa=b
O otherwize.
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∬入は

K"a･b, - ( 遠 ニ:e:W?ize (2･18,

となる行列である.ちなみにdet(J十g入)は今の場合,あるポテンシャルのもとでのRuelleのゼータ関数
【2,20】と一致している.上の定理2.9の展開は結局ゼータ関数のlog微分の展開となっているわけであち.
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