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A ∑2統計量の導出

B A3統計量 の導出

C 最近接準位間隔分布P(S)(Wigner分布)の導出

1 はじめに

系の物理的な性質は波動関数の振る舞いがわかれば理解できると考えられる｡しかし､(時間

に依らない)Schr6dinger方程式を解き､波動関数を求めることができるのはごく限られた場合だ

けで､エネルギー準位についても同様である｡ そこで､系で観測された個々のエネルギー準位の

性質を調べることをあきらめて､観測されたエネルギー準位の統計的な性質を調べることにより､

系の物理的な性質を読みとろうというのが量子準位統計である｡特に複雑な量子系で観測される

エネルギー準位の統計的な性質を調べる理論として導入されたのがランダム行列理論である｡

ランダム行列理論は約45年前､E.P.Wignerにより､複雑な量子系の示すエネルギー準位の

統計的性質を記述する道具として導入された【1]｡初期の頃は､特に重い原子核中で見られる中性

子共鳴のように､多くの自由度が強く結合している系の複雑なスペクトルの統計的な性質を評価

するために用いられ､盛んに研究がなされていた[2,3]｡以来ランダム行列理論は量子カオスや結

晶構造の乱れた電気伝導体､QCDのカイラル対称性の破れ [4ト 2次元量子重力理論などさまざ

まな分野にも適用され､さまざまな物理現象を再現している[5】｡その際重要になる量は2-準位ク

ラスター関数と呼ばれる量で､多くの統計量 (物理量)はこれにより記述される｡ この2-準位ク

ラスター関数はランダム系のハミルトニアン行列に対して 1つのパラメーター調整をしただけの

非常に簡単なGauss型の確率分布から導かれる｡Gauss型の確率分布から導かれた2-準位クラス

ター関数が､なぜ多くの物理現象を再現するのか?その理由は明らかにされていない｡

以上のことを理論的に明らかにする一つの研究方法として､ランダム行列理論自身の数学的な

研究が行われている｡そのきっかけとなったのがE.Br6zinらの仕事 [6】である｡ 彼らは非Gauss

型の確率分布から計算した 2-準位クラスター関数が､唯一つのパラメーター調整だけで Gauss

型の確率分布から計算されたものと一致するということを数学的に証明した｡したがって､ラン

ダム行列理論自体の数学的な研究を通して少なくともGauss型の理論がより広い模型を記述で

きることがわかる｡実際の物理系のある種の観測を再現するという事実から､この普遍類が非常

に広いことが想像できる｡ また彼らはもう-種類の 2-準位クラスター関数 (これを 2-準位長距

離相関関数と呼ぶ)についてもその関数形が普遍的であることを示した｡2-準位長距離相関関数

は 2-準位クラスター関数に比べて具体的な計算がLやすいため､様々な行列集団に対してラン

ダム行列理論が持つある普遍性を見ることができる｡ 以来､彼らを始めとしてさまざまな行列集

団に対する2-準位長距離相関関数の普遍性が､多くの研究者によって様々な方法で示されている

【21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32]｡

本論文ではランダム行列理論自身の数学的な研究により､ランダム行列理論が示す準位相関の

普遍性の理解を目指す｡まず､第2章､第3章でいろいろな統計量の定義やランダム行列理論に

関する必要な知識を与える｡ そして第4章でランダム行列理論の準位長距離相関関数について､

Gauss型の確率分布からレプリカ法とダイアグラム展開を用いて計算を行い､それらの結果が様々

な方法で非 Gauss型の確率分布から得られた結果と一致することを確認する｡この第 4章が本

論文の中心となる｡そして第5章ではこれからの課題として最近の準位統計に関する話題､特に

Anderson転移点上での準位統計について現在までに知られている結果を簡単にまとめる｡この

Anderson転移点上での準位統計はランダム行列理論のものとは異なる振る舞いを示すことが数値

計算等でわかっており､非常に興味深い｡最後の第6章で全体のまとめをする｡
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2 エネルギー準位間のゆらぎの性質

ある与えられたポテンシャルの中を運動する粒子の定常状態は時間に依らないSchr6dinger方

程式の解によって記述される｡Schr6dinger方程式を解きエネルギー準位がきちんと求まるものは

調和振動子や水素原子など幾何学的対称性がある (系の自由度分に相当するだけの保存量が存在

する)ごく限られた場合だけで､ほとんどの場合エネルギー準位をきちんと求めることはできな

い｡そこで､エネルギー準位がきちんと求まる場合も含めてエネルギー準位の統計的性質を調べ

るという方法をとる｡ これが量子系の準位統計 (または量子準位統計)と呼ばれるもので､本論

文の中心となるテーマである｡

この章ではエネルギー準位の統計性を測る基本的な統計量の導入を行い､エネルギー準位列を

単なるランダム数列と見なしたとき､導入した統計量がどのように与えられるかを述べる｡また､

複雑な量子系 (非可積分系)が示すエネルギー準位の統計的性質については第3章で議論する｡

2.1 いろいろな統計量の定義

d次元でのSchr6dinger方程式

HMr)-EmT･),

H=一旦∇2.V(,),2m
を解くことにより得られるエネルギー準位の列

El,E2,...,EN,

に対し､各エネルギー準位が微小区間[E,･,Ej+dE,･]にある結合確率分布は

PN(E1,...,EN)dEl･･･dEN,

(2.1)

(2･2)

で与えられるとする｡ このときn-準位相関関数を次のように定義する｡

Rn(E17･･･,En)-a /PN(El････,EN)dEn･l･･･dEN･ (2･3)

このRn(E1,...,En)から低次の相関関数の積で表される項を引き去って得られるn一準位連結相関
関数 (n一準位クラスター関数)を次のように表す｡

iiil
yn(El,-,En)-∑(-1)n~m(mI1)!IIRG,(Et,withiina,･)･ (2･4)

G 3'=1

ここでGは指標【1,2,…,n]のm個の部分群 [Gl,G2,-,G.n]への任意の分割を表す｡たとえば
1-準位クラスター関数､2-準位クラスター関数､3-準位クラスタ∵関数は

Yl(El)-Rl(El),
Y2(El,E2)ニーR2(El,E2)+Rl(El)Rl(E2),

Y3(El,E2,E3)-R3(El,E2,E3)

-lRl(El)R2(E2,E3)+Rl(E2)R2(E3,El)+Rl(E3)R2(El,E2)]
+2Rl(El)Rl(E2)Rl(E3),

- 3 -
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のように表される｡またエネルギー準位数と準位密度を次のように表す｡

.〟

N(E)=∑ e(E-Ei)-Tre(E-a)-(N(E))+NfL(E), (2･8)
i=1
.〟

i(E)-空 旦 -∑6(E-Ei)-T,6(E-a),
dE i=1

(･･･)-/dEl･･･dEN(･･･)PN(El,･･･,EN)･

ここでe(E)は階段関数､(N(E))､NJL(E)はそれぞれN(E)のなめらかな部分､ゆらぎの部分で

ある.生のエネルギー準位列(2.1)に対し､(N(E))に対する準位密度 (平均準位密度)

(i(E))-
a(N(E))
dE I

が1になるようにエネルギー準位の列 (2.1)を

Ei→ li-Nay(Ei), i-1,2,-,N,

のように変換し (これをアンフォールデイング写像という)､もう一つのエネルギー準位列

2!lIZ!21-･I2:NI

に置き換えることにする (図2.1)｡この操作により､あらためて準位数と準位密度は

Ji

200 300 400 E0 100

図 2.1:アンフォールデイング写像の図式説明｡参考文献[8]から引用｡

N(a)-(N(Z!))十NfL(Z!)-2十Nfl(2:),

i(a)-(i(a))十hl(a)-1+空禦 ,

(2･11)

と表され､平均エれレギー準位数及び平均準位密度はそれぞれ(N(a!))-2､(i(2))-1と簡単化
されたことになる｡ また､n-準位相関関数は

礼 (a:1,-.,2n)ゐ 1-血n-Rn(El,-,E.1)dEl･･･dEn,

Rn(cl,…,Cn)-
Rn(E1,...,En)
rI;= lRl(Ei)I

-4-
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と表される｡n-準位クラスター関数は

Yn(ll,･･･,Cn)血1･･･da!n-Yn(El,…,En)dEl･-dEn, (2･16)

Yn(ll,…,a..)-Yn(E1,...,En)
rI.P=lYl(E.I)'

(2.17)

となる｡ たとえば､1-準位クラスター関数､2-準位クラスター関数､3-準位クラスター関数は

Yl(cl)-Rl(ll)=1,

Y2(2!1,2!2)--R2(ll,12)+Rl(2!1)Rl(12),
Y3(ll,32,13)-R3(〇1,82,13)

-lRl(2,1)R2(22,23)+Rl(Z!2)R2(C3,Cl)+Rl(a,3)R2(C1,12)]
+2Rl(cl)Rl(22)Rl(13), (2･20)

のように表される｡

簡単化されたエネルギー準位(2.ll)の統計性を測るいろいろな統計量を導入する｡いまエネル

ギー空間の一様性を仮定すると､21準位クラスター関数Y2(2'1,32)は差a!-Iz'1-2'2lの関数とし

て表される｡多くの統計量はこの21準位クラスター関数Y2(2)によって記述される｡またSpect7Yll
formfaclorと呼ばれる2-準位クラスター関数のFourier変換は

K(i)-/_:Y2(l)e伽鴫
のように表され､これもエネルギー準位の絞計性を測る上で重要な量である｡

一定区間【0,L]の中に含まれるエネルギー準位の個数n(L)を次のように表す｡

n(L,-墓(

任意の関数f(ll,...,2N)に対する平均を

6(2!-1i)d2･

(2.21)

(2･22)

(I(21,-,CN)) - /ゐ1-dcNf(cl,･-,CN)PN(C1,-,CN), (2･23)

によって定義するとn(L)の平均と二乗ゆらぎ (分散)は

(n(L))-L,

E2(L)≡((n(L)-L)2)-L-2/.L(L-r)Y2(r)dr･

-2/.～
sin2汀Ll
(7rt)2[1-K(i)]dt,

(2･24)

(2･25)

となる (詳しい導出は付録Aを参照).この二乗ゆらぎのことを∑2統計量といい､n(L)のゆら

ぎの性質を特徴づける量である｡ またn(L)の三乗ゆらぎ (skewnessといいTl(L)と表す)､四乗

ゆらぎ (eccessといい72(L)と表す)は

71(L)･∑3(L)≡((n(Lド L)3),
-鳥(L)-3(L-1)∑2(Lド L(L-1)(L-2), (2･26)

-5-
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72(L)･∑4(L)≡((n(L)-L)4)-3∑4(L),

-虚4(L)-(4L-6)･71(L)･∑3(L)-3∑4(L)

-(6L2-18L+ll)･∑2(L)-L(L-1)(L-2)(L-3), (2.27)

で表され､これらもn(L)のゆらぎの性質を特徴づける量である.
つぎに (2･12)式の準位数N(a)を区間[α,α+L](L≫1)内でAC+Bと直線近似したとき､

〟(ど)の二乗ゆらぎを次のように定義する｡

･3(L)≡ (T,iBn呈/:十LlN(a)-Al-B]2dC),

-(T,iBn拍 N(2,-Ac-B,2dc); α-一言 (2･28,

これはY2(z')と∑2(,)を用いて

･3(L)-孟/.L(L3-2L2r･r3)E2(r)dr,

孟 一品 /.L(L-r)3(2L2I9Lr-3r3)Y2(r)dr, (2･29)

と哀 される (詳しい導出は付録 Bを参照)｡この二乗ゆらぎのことを△3統計量といい､N(2)の
ゆらぎの性質を特徴づける量である｡

最後に最近接準位間隔分布と呼ばれる統計量を導入する｡最近接準位間隔分布とはある一つの

エネルギー準位が 2- 2:Oにあったとして a:OからSだけ離れたところに次のエネルギー準位 2!1

が存在する確率を変数βの分布関数として与えようというものである｡ この最近接準位間隔分布

P(S)は確率分布関数PN(ll,･..,CN)に対し､

p(S)-芸 L･-LtpN(ll,･･･,CN)all-dlN,
Lt-(/_:-/_ff),

のような積分を実行することにより与えられる｡

(2.30)

2.2 ランダム数列､Poisson統計

エネルギー準位相関がない準位列､すなわちエわレギー準位列を単なるランダム数列と見なし

たとき､その統計性はPoisson統計に従うという｡例えば円形のビリヤードや正方形のビリヤー

ドの中を運動する電子のエネルギー準位列など､幾何学的対称性がある量子系 (これを可積分系

と呼ぶ)が示すエネルギー準位の統計的性質はこれに相当する｡この節ではエネルギー準位の統

計性がPoisson統計に従うとき､前節で導入した統計量がどのように与えられるかを述べる｡

まずはエれ レギー準位列を最大限ランダムにする結合確率分布関数PN(E1,...,EN)を得るた
めにSIlannOnの情報量エントロピー

slp]-/pN(El････,EN).nPN(El･････EN)dEl･･･dEN,
を用いる｡ いま､各エネルギー準位 E3･(i-1,･･･,N)の平均と二乗平均を

(E,･)-/E,･PN(El,････EN)dEl･･･dEN-0,
(E,12)-/E,･2pN(El,･.･,EN)dEl･･･dEN-2V2,

-6-
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と固定する｡この条件の下で情報量エントロピーslp]が最小になるとき､エれレギー準位列をラ

ンダムにする結合確率分布関数PN(El,-,EN)が得られる｡情報量エントロピーが最小になる条
件は次の式で与えられる｡

6(slP･･ ^1,% (E3･,- ^2,91(2 V2-(E3･2),)- o
ここで･入1と入2はLagrange未定乗数である｡この条件式から

pN(El,-･,EN,-[去]苦垂 exp (憲 ),

(2.34)

(2･35)

が得られる｡すなわちエわレギー準位列の各準位は互いに独立にGauss分布している｡これより

n-準位相関関数､n一準位クラスター関数およびSpectralformfactorは次のようになる｡

Rl(El)-Yl(El)-lL ]exp(一票 ),
札 (El,-,En)-Rl(El)･･･Rl(En),

Yn(El,…,En)-0; n≧2,

K(i)-0.

アンフォールデイングされたn一準位相関関数､n一準位クラスター関数およびSpectralformfactorは

となる｡したがって(2.36)､(2.37)､

隔分布P(S)は次のようになる.

i∑2(L)-L,

Rl(cl)-Yl(21)-1, (2.36)

Rn(Z!1,-,Cn)-1, (2.37)

Yn(2:1,-,2:n)-0; n≧2, (2･38)

K(i)-0. (2.39)

(2.38)より∑2統計量､Tl(L)､72(L)､△3統計量､最近接間

71(L)-L-1/2, 72(L)-1/L,
△3(L)-L/15, P(S)-e~&,

(2.40)

最近接準位間隔分布P(S)を見るとよくわかるように､S-0でP(S)≠0である.すなわち､系の
幾何学的対称性から生ずるエネルギー縮退の効果を再現している｡エネルギー準位列が単なるラ

ンダム数列であると複雑な量子系が示すエネルギー準位反発の効果を再現しない｡ではそれを再

現するためにはエネルギー準位をどのように見なせばよいのか?

3 ランダム行列理論､Wigner-Dyson統計

可積分な量子系ではその幾何学的な対称性から生ずるエネルギー準位の縮退があるのに対し､

幾何学的対称性がない複雑な量子系ではエネルギー準位は縮退せず､互いに遠ざけあう効果が働

く (これを準位反発という)｡このような効果を再現できるエネルギー準位列の模型､ハミルトニ

アンの模型を考えたい｡そこで導入されるのがランダム行列理論である[2,3,7,8]｡

複雑な量子系で観測されるエネルギー準位に適当な統計的処置をして得られる統計量の関数形

が､平均準位間隔を1と置 くことにより､普遍的になる場合がある｡いま､図3.1のような3つ

-7-
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図 3.1:3つの円弧で囲まれた散乱ビリヤード台｡参考文献【9]から引用｡

図3.2:散乱ビリヤード系におけるエネルギー準位の最近接間隔分布｡参考文献[9]から引用｡

の円弧で囲まれたビリヤード (これを散乱ビリヤードという)を例にとり､ビリヤード内βでは

(古典的に)自由粒子として運動し､境界∂Dでは入射角と反射角が等しいという反射の法則に従

う力学系を考えることにする｡ この散乱ビリヤードは領域D内での自由粒子の運動が古典的に十

分カオスになることが知られている系で[10]､この古典力学系のビリヤード問題に対応する量子
力学系の研究は､境界∂βに剛体の壁があり領域か内では自由運動する粒子の定常状態を調べる

ことである｡それは時間に依存しないSchr6dinger方程式､

V2Mr)･g Mr)-0, rinD,
中(r)-0, ron∂D,

によって記述される｡こ土でmは粒子の質量､hはPlanck定数､Eは粒子のエネルギー固有値､

4･(r)はEに対応する固有状態の波動関数である.散乱ビリヤード系のエネルギー準位を数値的に
求め､最近接準位間隔分布を計算すると図3.2のようになる｡図3.2は､カオスの強さを制御する

-8-
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パラメーターである壁の曲率を7通り変化させたときの最近接準位間隔分布の図である｡壁の曲

率を7通りも変化させて計算したにもかかわらず､その分布の仕方は一通り (普遍的)であるこ

とがわかる｡図の中に描かれている点線は､ランダム行列理論から計算される関数で､その普遍

性をよく再現している｡ この最近接準位間隔分布をはじめとしてさまざまな統計量の普遍的な振

る舞いはランダム行列理論から計算される関数により再現される｡そのうち特に重要なのが2-塗

位クラスター関数である｡

この章ではまずランダム行列理論とは何かを説明し､ランダム行列に対する確率分布から､平

均エネルギー準位密度､2-準位クラスター関数の具体的な計算方法を記す｡また計算された2-準

位クラスター関数からさまざまな統計量がどのように与えられるかを述べ､実際の量子系での観

測量との比較を行う｡そして次章ではなぜ､ランダム行列理論から計算される関数が実際の物理

系で観測される固有値の統計性と一致するかについて考えてみることにする｡

3.1●Gauss型直交 ･ユニタリ･シンプレクティツク集団

量子力学において､系のハミルトニアンはHn.n≡(nlH匝)を行列要素とする行列として表さ
れる｡複雑な量子系のハミルトニアンを表現するためにその行列要素がランダムであるとしたも

のをランダム行列という｡複雑な量子系の示すエネルギー準位列をランダム行列の固有値と見な

し､その統計的性質を記述するのがランダム行列理論である｡エネルギー準位列をこのように見

なしたとき､その統計性はWigneトDyson統計に従うという0

ランダム行列 (次数はⅣ とする)は時間反転と回転に関する不変性の有無により次の3つの

行列集団に分類される｡

1. (回転不変性の有無に関係なく時間反転に不変な整数スピン系､又は､時間反転と回転に不

変な半奇数スピン系)

HT=H,(NxN実対称行列),a-H(0).

2. (時間反転対称性が破れている場合 (磁場がかかっている系))

Ht･=H,(NxNエルミート行列),H=H(0)+iH(1).

3.(時間反転に不変であるが回転不変性がない半奇数スピン系)

HI=HT=-H,(2Nx2Nシンプレクティツク行列),
3

H-a(0)⑳t,+i∑a(A)⑳qh
k=1

H(0)‥NxN実対称行列, H(A)‥NxN実反対称行列, (A-1,2,3),
72:2×2単位行列, qk:pauli行列 (A-1,2,3).

Ⅳ×Ⅳ実対称行列の全体､Ⅳ×Ⅳエルミート行列の全体､2Ⅳ×2Ⅳ シンプレクティツク行列の全体

はそれぞれ群をつくり0(N)､U(N)およびSp(N)であらわされる.ランダム行列集団の独立な
変数はN+βN(N-1)/2個あり､βはO(N)､U(N)､Sp(N)に対応して1､2､4である.これ
ら3種類のランダム行列のエネルギー準位が示す統計的性質はランダム行列に対する結合確率分

布から記述される｡

ランダム行列の行列要素に対し､各行列要素Hi,･(l≦i,j≦N)が微小区間[Ei,I,Hij+dHi,･=こ
ある結合確率分布を

P(a)dH-P((Hi,･))IldH.･,･,
1≦i,3'≦N

-9-
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とする.(3･1)はそれぞれ0(N)､U(N)､Sp(N)に対し不変に保たれなければならない｡また､任

意の関数f(a)に村する平均を

(I(a))-/I(a)P(H)dH･ (3･2)

によって定義する｡ここでランダム行列の行列要素を最大限ランダムにする結合確率分布関数

P((Hi,･))を得るために2･2節で導入したShannonの情報量エントロピー

slp]-/p(a)Imp(H)dH,
をふたたび導入する[11】｡この情報量エントロピーが

(Hi31)-0,

(a:,･Hi,･)-(1+6i,･)V2,

(3･3)

の条件の下で最小になるとき､ランダム行列の行列要素を最大限ランダムにする結合確率分布関

数P(H)が得られる｡情報量エントロピーが最小になる条件は次の式で与えられる｡

6(slP,･All≦g_<N(Hi3･,-入21≦E<N((1+Si31,V2-(H;3･Hi3･)))-0･
ここで入1と入2はLagrange未定乗数である｡ この条件式から

p'{Hi3･"-妄exp(宣 ≦芸NHIjHi3･),

p(a)-iexp(-& TrH2),

(3･6)

(3･7)

2-(ノ蒜 諦)(N+βN(N-1)/2), (β-1,2,4).

が得られる｡すなわち､各準位が互いに独立にGauss分布するのではなく､各行列要素が互いに独

立にGauss分布する｡この結合確率分布関数に従う行列集団をGauss型集団といい､上で述べた

3つの行列集団に対しそれぞれGauss型直交集団(GOE)､Gauss型ユニタリ集団(CUE)､Gau阜s

型シンプレクティツク集団(GSE)とよぶ｡これを固有値表示すると次のようになる｡

P(a)dH=PN(E1,...,EN)dEl･･･dEN,
1

=盲exp

1

=豆exp

(一志 墓EI,)15ig≦NIEi-E3･LPdEl-dEN,

(一志 墓 El,･Pl≦iSSNln.Ei-E3ll)dEl･･･dEN,
(3･8)

(β-1,2,4)･

wigneトDyson統計における結合確率分布(3.8)とPoisson統計における結合確率分布(2.35)の大

きな違いは､(3.8)の場合､各準位が互いに独立にGauss分布しておらず､ln型の2体の相互作用
が付け加わっていることである｡ これが結果的にエネルギー準位の反発をひき起こす｡それはと

くに最近接準位間隔分布がどのようになるかを調べることによりわかる (詳しくは最後の節で述

べる)0

一 10 -
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3.2 準位相関関数

2.1節で述べたように､エネルギー準位の統計性を測る多くの統計量は2-準位クラスター関数

Y2(2,)によって記述される.そこで､この節ではランダム行列に対する結合確率分布(3.7)式から
平均エネルギー準位密度と2-準位クラスター関数の計算をおこなう｡2-準位クラスター関数が計

算できる方法は数少ない. この節ではそれが計算できる一つの方法としてGreen関数を可換数と

反可換数の両方を用いて表す ｢超対称性｣の方法を紹介する[12,13,14,15,16】｡Green関数を計
算する方法で､これ以外に知られている方法としてレプリカ法による計算がある｡ しかし､レプ

リカ法を用いるとその計算の技術上､正しい解を得られないことが示されている[17]｡なぜ計算
できないかは4.4節で述べることにする｡この節で紹介される ｢超対称性｣の方法で用いられる超

行列式や超トレース､超行列のGauss積分などは参考文献[12,14,16]のはじめの章にわかりやす

く解説されているのでそちらの方を参照されたい｡ここでは特に参考文献 [12]にしたがって説明
していくことにする｡

3.2.1 平均エネルギー準位密度

3つのGauss型集団のうち､Gauss型ユニタリ集団を考えることにする｡

p(a)dH-iexp(-;TrH2)
〟

IldHhhIla(Realm)d(ImHlm)･
k=1 1<m

(3･9)

任意の関数f(a)の平均を(3･2)式によって定義すると､任意のエルミート行列u(ui,I-u,ti)に対
してつぎの式が成り立つ｡

(exp(誓Hi3･ui3･))-eXP(一云緩 ul,JluiJ･)･ (3･10,

1体Green関数を導入する｡ある適当な基底 (緑 -1,2,…,Ⅳ をもちいてレゾルベント演算
千(E-a)~1の行列要素はつぎのように表される｡

G-_;=E.- .(
(Ej=ie)ZN- H

(梱h)(4,Ar3')
E-Eh土ie

(3･11)

ここで 砂と)､Ehはそれぞれランダムエルミート行列Hの固有状態､固有値で､ZNはNxN単位
行列である｡我々が求めるべき平均エネルギー準位密度

･b(E,,≡p(E,-(去Tr6(E-a,)-(指6(E-Eh,),
は1体Green関数を用いてつぎのように表される｡

｣V

p(E)-志eli.-.∑ 1-(E-Ek-ie
1

〟

志elip.Im∑ (Gt;(E))･;=1

(3･12)

(3･13)

1体Green関数Gt:,･(E)をN個の可換数からなるベクトルを用いて表わすとつぎのようになるo

GIT,･(E)-
i/kBl警st,sjeXp(-iSt"E-ie,IN-H,S)

/真空exp(-iStM -ie,IN-H,S) I
sI-(S;,… ,sL), d2sh-a(Rest)a(Imsh)

- l l -

(3･14)
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この1体Green関数に対し､平均操作 (-)を行うのは難しい｡そこで､

[/真空exp仁iSt((E-ie,IN-a,S)]-1
-/鼻 d2xheXP(項 (- ,IN-H,x),
xI-(x;,-,xん), d2xh-dx;dxh,
x;,-,xん:反可換数 (Grassmann数)

であることを用いて､1体Green関数をつぎのようにあらわす｡

(E-ie)ZN-a)ij-i/ld･]sIs3･eXP(一納 ),

-i/ld･,S.,S3･efP(-i(- (SIsIxtx,Ii; Hi3･(st,S3･IxIx3･,)

(3･15)

･-(:)I [d･,-真空 鼻 d2xh,

O-('E~ieLI"~H (E_ieYIN_H):2Nx2N断 列･

上式についてui,･-S.rS,･+x:x,I-u,tiと選び､(3･2)式で定義される平均をとるOその際(3･10)式
を用いると

(GIN,.)-i/ld･,sl,sieXp〈-i(E-ieMStS･xtx,

一種 sl,S3･･xl,x3･,(S,tSiI x3tXi,)･
が得られる｡

ここで2×2超行列iと2成分超ベクトル¢iを次のように定義する0

1-(AAJhbAA:ff)-(Ss:;霊)･
I;-･-(si=¢5b)xi=-少.(I) (i-1,･･･,N)･

超行列Aは

Apq-∑ ¢5p)拙 (p,q-a,I)I

によって¢iと関係づけられる.

(3.17)式において

∑ (S:S,A+x:x,･)(S,tsi+由i)-StrA2,
i3'

-12-
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であることは容易に確かめられる｡ここで超 トレースStrは

StrF≡Tra-Trb,

F:争うF卓≡ E

u

S
V人

用
tU

E
u

▲b
<人
V

∧α
▲dr

′し

&,a:可換数からなる行列,

3,i:反可換数からなる行列

で定義されるoさらにexp(-(1/2N)StrA2)に村してHubbard-Stratonovich変換を行うo

exp巨益 stri 2〉-/dQexp(-;stre 2IiStrQi)I (3･22)

Q-(zpli?2',)･
(3.22)式においてStreAは､

strei - ｡†(ZPIIIN" 872',II"N)卓-- IN･･ (3.23)

で表される｡(3.22)､(3.23)を(3.17)式に代入し､○積分を行うと､平均化された1体Green開

数は次の形にあらわされる｡

くG.;(E))-/de([(E-ie)I2-e]-1)弘eXp(-NL(Q)), (3･24)

L(a)-Strlie2･ln(E-I2-a)]･
E_≡E-ie.

最後t.I(3.24)式のe積分を鞍点法で近似的に評価する.鞍点方程式は

∂L(a) ,i 1
-Q-

aQ ' E_I2lQ

Q･-iEII2･;

-0,

(3.25)

(3.26)

(3･27)

である｡これを解くと

が得られる.ここでqb,qJ-士1である｡次にQ-Q.+66として(3.24)式に代入し､6Qの2
次まで展開すると次のようになる｡

(a.M))-妄(EJqb

≡EiiiZ
･仏′
】
cqLc

+
一
一

112
1一2

)exp(-NL(e･))/a(6e)e-"62L'O-0･'･ (3128)

E2-2+E_qbE2_4
4

E2-2+E-qJE2-4
)

(621)2

(6Z2)2
E三十(E三-4)qbqf+E-(qb+qJ)β2-4

- 13 -
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(3･28)式の積分に寄与するのは qb-qf-j=1のときのみであるOこのとき､

L(e･)-0, /i(6e)exp(-N62L(ea))-1･
である｡(3.30)式より平均化された1体Green関数は

(a.i(E))-;(EJ
になるこ(3.13)式より､エネルギー準位密度は

E2-4

･-2:p(E,-(Oi前 面 iEE:<'…

(3.30)

(3･31)

(3.32)

となる｡
また､ Gauss型直 交 集団､Gau ss型シンプレクテ ィツク集団に 対 して､平均 化 されたエネ ルギー
準位密度は次のように な る｡

′-i

ニ
nHrhu的Jn

.
H

ニβ

p-4:p(E)
i

0

土諺 二 面
7r

0

去 ､ - f 2

lEl>ヽ乃
iEl<乃ヽ'

lEL>2

圃<2

(3･33)

(3.34)

これらの分布は｢Wignerの半円則｣とよばれる｡

3.2.2 2-準位相関関数

ここでもGauss型ユニタリ集団を考える(3.9)02-準位クラスター関数を次のように定義する｡

Y2(E;r)--(妄Tr6(El-H)iTr6(E2-a))
･(妄TrS(El-H))(去Tr6(E2-g))･

E-;(El･E2)I r -El-E2･

2体Green関数を導入する｡

Ki)･(ql,q2)≡(Gil(El+iqle)G3･3･(E2+iq2e)),

Gii(E+ice)-qN+1i/ld4･]S;si

(3･35)

(3･36)

･exp(iqSt(E+iqe)S-ixt(E+iqE)x)･ (3･37)
K(ql,q2)-eli.-.去∑ tKi,I(ql,q2)

り

-(Gii(El+idle))(G3･)･(E2+iq2E)))･ (3･38)

ここでql,q2-士1である. 上式を用いるとY2(i,r)は次のようにあらわされる｡

Y2(E,r)-一志[K(1,-1)･K(-1,1)-K(-1,-1)-K(1･1)]
"I P 一 志 ReK(-1,1)I

-14-
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したがって､ここではKi,I(ql,q2)を計算することが目的となる.Ki,･(ql,q2)は2N個の可換
数と2N個の反可換数 (Grassmann数)からなる超ベクトル中を用いて次のようにあらわされる｡

ldV]-ldel][dO2],

Ki3･(ql,q2)

--(qlq2)"'1/ldV]st,(1)si(1)S,i(2)S,･(2)
･exp(i甜 Lq@INVH †Sq⑳INV一品 stri2〉･

Lq-diag(ql,-1,q2,-1),

eq=diag(-i+(irDl/2),Eq1-(ir/2),-e-(irq2/2),Eq2+(ir/2))

--E(qlI2q2I2)･iAL,
A-(I2_I,)･

(3.40)式において

(expl-iVtLq⑳HV])-exp(一品strA2)
であることを用いた｡またAは4×4超行列で､

1-(AA:bb AAbfff)二
AZn-(Lま/2)am∑(qTi)Pm(可)芝(Li/2);qn,

F!ii)Hl

中i-(:;紗 i-1,-･,N;
vi(-,-(;1!(mm',)≡(盟)･,--1,2･

で表される｡

(3･39)式よりq1--g2-1の場合を計算する.

Ki3･(1,-1)

- -'-1'"'l/ldW 'si'1'て;̀2'S3･'2'
･expL (<一言,striA一増 巾 一志 strA2〉･

i-di且g(1,1,-1,1),

血 -(藷三g22)-(iSsitlSs12iss!!ss12),
A〝-(鋸 妻:ff)--(XxflXx:紛

- 15 -
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上式に対して次のHubbard-Stratonovidl変換をおこなう｡

exp仁蒜 stri2- s̀triA)

空 exp〈-;str虎21strfA-.iNeStrRA)･
R-i~1Pf,d虚-FlP]ldP]dlL(T),

p-(fl-.iTI2 i,.OiTI2),i--(P; 8?qLm); --1,2
pm,qm∈R,恥,77L∈Grassmannian.

これを(3.42)式に代入すると次のようになる｡

Ki,･(1,-1)-+ 1)"'1/dRexp(-;str丘2-iENStrkA)
･/【de]si(1)S:(1)S,･(2)S;(2)
･exp(-i4tLl′2(EI4-か喜rA)Ll′24)･

41-(Stl,S晶 xi,･ld4,-f沌禦 鼻d2x"-,m=1k=1
これを卓について積分すると次のようになる｡

Ki,･(17-1)-/dp(i)/ldP]FlP]preexp(律 )exp(-NL[P])･
LlP]-strl妄p2･ln(EI4-i)],
preexp(i,i,)-【gLi(虚)gh2(A)+6i,･gh2(A)gait(A)]

･exp(一芸strRA一品str(EI4サ lA),
9(A)-i-1/2(EI4-弓rA)-1L-I/2,
～≡EN≪1,声≡Nr-1.

この♪積分を鞍点法で近似的に評価する｡ 鞍点方程式は

些 塑 =♪_｢ =0,
1

8P EI4-P
である｡ これを解くと､

A･-去EI4Iiqp(i)A･

が得られる. つぎに♪-A+SPとして(3.45)に代入し､6卓の2次まで展開すると､

Ki,･(1,-1)-/dp(a)Preexp(的 )

･exp(-NLlP･])/ld(SP)]FlP･]exp(-N62LlP-P･])I

-16-
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となる｡ここで,

Llf･]-0,/[d(69)]exp(-N62Ll9-98])-1,Flf･]-1,

preexp(a,pa)-〈(芸E一打P(E)Qlbl)(喜E一打P(E)Qi2)･6i,.(qp(E))2Q孟b2Qil)
･expト(ig･芸)qp(i)streA]･

Q≡-if~lAi-

Qll-

Q22-

(

-ilA1-a'a(̂1- 2̂)] ia'(̂1- 2̂)

ia(入1-人2) -ilA2-ὰα(入1-人2)]

I.iI･1=
-P'P(̂2-Al)] -P'(̂2IAl)
-β(入2-人1) ilA2-β'β(入21人1)]

Q12-u-1(Poli:;)V;Q21-Vll(P.;i:,)u･
入1-COSh208; 入2-COS2ef; ILL-eiQbsinh2eb; IL2-e叫sin2ef･

0<eb<∞; 0<ef,め,Qf<2汀,

u=eXP

dplQ】-
(入1-人2)2

V=eXP

da'dP'dadP.

(iOi ~tLp')･

より､Ki,･(1,-1)は次のようになる｡

Ki#(1,-1)-/da･dP･dadP/00dAl/_ll

･[妄
･[喜

α,α暮,β,β●∈Grassmann

dA2

(̂1-̂ 2)2
B+iqp(E)入1"'qp(E)(入1-人2)α◆α

i+i7rP(i)入2-iqp(i)(入1-人2)β●β
×exp【ト2e-+i声)qp(E)(入1-入2)】,

-(qp(i))2f00dAl/_lldA2eXp(仁2e-.ir-)qp(i)(Al一入2)),
当芸eiTP'5'㌔inlqp(i)f]･

ここで､i-3'の項の寄与は無視した.上式を(3･39)式に代入すると

Y2(i,r)- SinNqp(E)rN7r7･

が得られる｡ またアンフォールデイングされた2-準位クラスター関数は

･-2: Y2(a)-(慧)2, - p(E)r,
となる｡

-17-
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Gauss型直交集団､Gauss型シンプレクティツク集団に対して､アンフォールデイングされた

2一準位クラスタ-関数は次のように表される｡

β-1: Y2(C)-[S(a)]2･(/Is(i)dt)(孟S(2))･ (3･53)

･-4: Y緋 .[S'22''2+(孟S'22')(fs'2t'dl)･ (3･54'

S(I)-慧 (3･55)

以下､断りのない限り2-準位クラスター関数を ｢2-準位短距離相関関数｣と呼ぶことにする｡

この2-準位短距離相関関数が計算できる方法は数少なく､ここで紹介した ｢超対称性｣の方法の

ほかには直交多項式の方法【3】とKazakovの方法[27]の二通りしかない｡

3.3 複雑な量子系が示すエネルギー準位の統計的性質

次にアンフォールデイングされたn-準位クラスター関数がどのように与えられるか結果だけ述

べることにし､それと(3･53)､(3･52)､(3･54)などのアンフォールデイングされた2-準位短距離相

関関数から得られる統計量､Spectralfo7nfactor､∑2統計量､A3統計量､最近接準位間隔分布

がどのように与えられるかを述べる｡

アンフオ-ルデイングされたn-準位クラスタ-関数は

yn(cl,･-,Cn)-去Tr写[q'112)q(123)-q(lnl']･

∑;1,2,･･･,nから作られる(n-1)!個の巡回置換についての和
P

Ci3'=Ci-13'1

(3.56)

で与えら.れる｡ここでで(2,)は2×2行列で､直交行列集団(β-1)､ユニタリ行列集団 (β-2)､
シンプレクティツク行列集団(β-4)についてそれぞれ次のようになる｡

･-1･･ q(a,-(JSs'(2,Ds言外
･-2‥q(2,-(S'.2'S(Oc,)･
･-4‥ q(2,-(ISs'(2232',Ds芸')
S(a)-器, Ds(I)-£S(C),
Zs(2!)-

H･

i
o
l
-2I
oI

l

S(i)dt, Js(C)-Zs(2:)-<(C)･

2:>O

c=0.

g<0

このYn(31,.･･,ln)はスケールされたIi,･(1<i,3'<n,ii3')のみの関数であらわされ､これ以外
のパラメーターには依存していない｡したがって､これから計算されるいろいろな統計量もスケ-

- 18 -
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ルされた Ii3･のみの関数であらわされることがわかる. 以下ではこのn一準位クラスター関数､特

に2-準位短距離相関関数を用いてあらわされるSpect7YIlfmnfactor､∑2統計量､△3統計量､が
どのように与えられるかを述べる (結果のみを記す)0

Spectralformfactor:K(i)

β-1: K(i)

■●,V

▲■む

.,●■レ1

0

日

U
ニ
1日r-Hu
･～′tg

･-4‥ K(i,-( 三 - 去 帖 iltllnll-酬 :ttに,≡

∑2統計量 :∑2(L)

β-1:

β-2:

β-4:

△3統計量 :△3(L)

β-1:

β-2:

p-'4.･

･2(L)LBj [ln(2汀L)･γ･ト 音]･o(L-1)･

E2(L)惣 1嘉[ln(2汀L)･7･1]I0(Ll ･
･2(L)L芝忘 lln(4qL)･H l一言】･o(L-1)･

A3(L)L芝1去[ln(2qL)･7一芸一言]･o(L-1)･

･3(L)L芝1& lln(2qL)･7I;]･0(Lll)･

(3.60)

(3･61)

(3.62)

･3(L)L芝1& lln(4汀L)･7-呈一言].o(Lll)･ (3･68)

図3.4､図3.5はそれぞれスタジアムビリヤード系 (図3.3)における∑2統計量､△3統計量の図で
ある｡ これを見るとわかるようにランダム行列理論から求めた分布関数は実際の物理系で観測さ

図 3.3:スタジアム ･ビリヤード｡参考文献[3]から引用｡

れる量を再現していることがわかる｡

- 19 -
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I I l l
′

/,L PoiSSOn ●●
′..′′ ● ＼GOE′
′

′■ ●stadium

0 1 2 3 4 55

図3･4:スタジアム･ビリヤード系における∑2統計量｡｡は数値計算による結果｡参考文献[3]か
ら引用｡

0 10 20 305

図3.5:スタジアム･ビリヤード系における△8統計量.O､●､口､■は数値計算による結果｡参
考文献【3】から引用｡
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最後に最近接準位間隔分布について議論する｡ 結合確率分布(3.8)式に対して(2.30)式の多重
積分を行い､最近接準位間隔分布を導くことは数学的にかなり難しく､現在においてもきちんと

した解は得られていない｡しかしⅣ-2についての考察は行われており､つぎのようになる[2]｡

p-1:P(S)-;sexp(-:82)･ (3･69)

β-2:P(S)-芸82exp(一三82)･ (3･70)

･-4･･P(S)-蒜 S4exp(-:S2)･ (3･71)

これらの分布をWigner分布 (wigner予想)という (これらの式の導出については付録 Cを参

潔)｡このWigner分布 (3･69)､(3･70)､(3.71)は確かにS-0でP(S)-0となり､複雑な量子系
が示すエネルギー準位の反発を再現している｡またその普遍性を再現している (この章の前書き

で紹介した図3.2を参照)0 Wigner分布はⅣ-2での結果であるが､β≪1､Ⅳ≫1で数値的によ
く一致することがわかっている[18,7]｡表3.1は参考文献 [7]からの引用で､Wigner分布がβ≪1

β Ⅳ-2 Ⅳ100
Ⅳ1(X)

Ⅳ=2

1 ;S ;s l･047･･･

2 芸S2 筈 S2 1･015-

･4 蒜 84 憲 84 0･995-

表 3･1:参考文献 [7】から引用｡最近接準位間隔分布p(S)が小さいSについて､N=2の場合と
Ⅳ100の場合でほぼ一致している｡

でN≫1のものとほぼ一致しているのがわかる.また最近E.Brezin&S.Hikami により､この章
で説明したランダム行列とは少し異なる､ある拡張されたランダム行列からS≪1で普遍的である

ことが示されている【19]｡したがって､Wigner分布は実際の複雑な量子系を特徴づける分布の条
件を満たしているといえる｡

4 ランダム行列理論の普遍な2-準位長距離相関関数

さきほどから述べているようにエネルギー準位の統計性を測る基本的な量は2-準位短距離相関

関数である｡ 複雑な量子系の場合､2-準位短距離相関関数はGauss型集団という一つのパラメー

ター調整をしただけの非常に簡単な確率分布から導かれる｡この2-準位短距離相関関数から記述

されるさまざまな統計量は､現実の量子系で測定されたエネルギー準位に適当な統計処理をおこ

なって得られた比較すべき統計量を再現する｡ランダム行列理論から得られる固有値の統計性が

このような実際の物理系で観測される固有値の統計性と一致する理由は､明らかにされていない｡

- 21-
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量子準位統計以外の分野でも現象の記述に次数の大きい複雑な行列があらわれるとき､それを

ランダム行列に置き換えることにより､その現象の特性を再現する場合がある｡例えば近年では､

メゾスコピック系で見られるコンダクタンスの普遍的なゆらぎ､QCDのカイラル対称性の破れ

[4]､2次元量子重力理論など広い範囲に適用され､盛んに研究が行われている[5]｡観測されたエ

ネルギー準位の密度分布にはさまざまな分布があり､Gauss型集団から導いたエネルギー準位密

度は ｢Wigner分布｣という一通りの分布しか再現せず､観測とは全く一致しない｡それにもかか

わらず､Gauss型の確率分布関数から導かれる2-準位短距離相関関数から計算される量は､いろ

いろな現象の特性を再現する｡この理由は明らかにされていない｡

以上のことを理論的に明らかにするその一つの研究方法として､ランダム行列理論自身の数学

的な研究による理解が行われている｡E.Br6zinらはGauss型ではなく非Gauss型の確率分布

p(H)dH-ie-"TrY'H'dH,

V(a,-主監H2h･
∬:Ⅳ×Ⅳエルミート行列,

から､エわレギー準位密度が次のようになることを導いた[20]｡

p(E)-三p(E)仔 =房,

p(E,-芸差損(2nn)(誓)nE2k-2n-2,
喜hf19h(2kk)(誓)A-1･

ここで､α､-αはエネルギー準位密度の端点である｡ この結果からエネルギー準位密度はたくさ

んのパラ■メーターにあらわに依っており､この立場でエネルギー準位密度には普遍性がないこと

を確認することができる｡

また最近になり､E.Br占zin皮A.Zeeは非 Gauss型の確率分布から計算した2-準位短距離相

関関数が Gauss型の確率分布から計算したものと関数形が一致することを数学的に証明した[6】｡

この立場で､Gauss型のランダム行列理論が実際の物理系での観測量をよく再現するということ

が理解できる.また彼らは同じ非Gauss型の確率分布から､r-El- E2-0(1)の2-準位相関関
敬 (これを2-準位長距離相関関数と呼ぶ)が

Y2(El,E2)
言671)~2N2汀2(E1-E,)2

a2IEIE2

(a2-E12)(a2-
(4.6)

のように αだけにしかよらない普遍的な関数形を持つことを示した｡ 彼らはこの 2-準位長距離

相関関数の重要性をランダム系の物理の観点から指摘した｡2-準位長距離相関関数は短距離準位

相関関数に比べて具体的な計算がLやすいため､様々な行列集団に対してランダム行列理論が

持つある普遍性を見ることができる｡彼らの仕事はランダム行列理論のこの意味での普遍類が

非常に広いことを指摘した点で重要であり､それ以来､彼らを始めとしてさまざまな行列集団

に対する 2-準位長距離相関関数の普遍性が､多くの研究者によって様々な方法で示されている

[21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32]｡

これらの論文の多くはユニタリ行列集団についてのみそれが示されているが､このうち特にC.

Itoi､C.W.∫.Beenakker[21,22]は､3つの行列集団に対して非Gauss型の確率分布から汎関数

- 22-
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方程式を解くことにより2-準位長距離相関関数の普遍性を示し､また1/ルー展開の任意の次数まで

の系統的な計算方法を示した｡しかし､この汎関数方程式の方法では途中､その解の解析性の仮

定がされている｡ そこで我々はこのことにより得られた結果を確かめるために､Gauss型の確率

分布からレプリカ法を用いて2-準位長距離相関関数 (2体連結Green関数)を計算し､関数形が

一致することを確認することができた[31】｡レプリカ法はAn derson局在やスピングラスなどでよ
く使われる方法であるが､2-準位短距離相関関数を計算するのは困難で､それが計算された例は

ない｡我々は2-準位長距離相関関数に対し､この方法を適用することができることを示した｡し

かも､3.2節で解説した ｢超対称性｣の方法よりもレプリカ法を用いたほうが比較的簡単に計算が

できる｡また､ダイアグラム展開法を用いて得られた2-準位長距離相関関数の関数形が､汎関数

方程式のものと一致することも確認できた[321｡
この章ではまず､非Gauss型の確率分布から汎関数方程式の方法を用いて2-準位長距離相関関

数を計算し､ある解析性のもとでその結果が普遍的であることを示す｡そして､確率分布をGauss

型にしたとき､2-準位長距離相関関数の関数形がレプリカ法とダイアグラム展開法のものと一致

することを示す｡

4.1 汎関数方程式の方法による2-準位長距離相関関数の普遍性

ランダム行列方に対する分配関数を次のように定義する｡

zlN,tg,･)]=e"2Fl"･{9,'''=/e-"TrY'H'dH,00
V(a)-,S警H3'･

任意の関数Q(H)に対する平均を

(Q(a))-;/Q(H)e-"TrV'H'dH･
によっで定義する｡Gre･en関数を

a(E)-

Gc(E1,...,El)-Nl-2

1体Green関数,

1

-H -ーEIZⅣ-a

のように表す｡ここで次の演算子を導入する｡

d 抑

両 ≡-,Sl読 去 .

(4.9)

(4･10)

:J体連結Green関数,(4.ll)

(4.12)

この演算子を自由エネルギーF-宗 lnZに作用することによりGreen関数は次のようにもあらわ
される｡

dF

a(E)-面 両 +去:1体Green関数,

Gc(El,･･･,El)-

いま分配関数(4.7)が

d

dV(El)･･･品 F:l(22)体連結Green関数･

H→ H+
BIN-HI

ー23-

(4.15)
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なる変換に対し､不変であることを要求すると次の汎関数方程式 (ループ方程式)が得られる｡

G(E)2一言fc芸 芸空 G(W,-去(言-1)aEG'E'+去 G(E,E)-0･ (4･16'

ここで汎関数方程式(4･16)は十分大きいNに対し､S個のカット(21,3'2),...,(22._1,22.)を持つ
とする｡また積分経路Cはこのβ一個のカットを囲むようにとる｡(4.16)式の左辺第3項はユニタ

リ行列集団 (β-2)のとき存在しない｡J体連結Green関数の1/〟-展開は

Gc(El,-･,EL,-真宗 Gg(El,･-,E,,･ (4･17,

で表される｡ここでタは種数を表し､方がⅣ×Ⅳエルミート行列 (β-2)の場合､種数は偶数
のみであるO任意の種数9に対し､Gg(E)､Gg(E,E)は次の漸化式を満たす｡

kGo(E)-0,

kGl(E)-(1-

2
万)aEGo(E),

9-1

iG9(E)-∑ G9-m(E)Gm(E)+
7n=1

+G9-2(E,E)･
(ト芸)aEGgl1(E)

ここで､kは任意の関数f(E)に対して次のように定義される｡

kf(E)=gfc芸 芸空 f(W'-2Go(E)I(E'･

(4.18)

(4.19)

我 が々計算したい量はエネルギー準位密度と2-準位長距牡相関関数であるが､(3.13)式と(3.39)

式より､Go(E)とGo(El,E2)を求めることが日的となる｡Go(E)に対する汎関数方程式は

誓G｡(E)2-V'(E)G｡(E)･Q(Eル)-0,

Q(E･V,-foの 芸 芸聖

で表されるOこれをGo(E)について解くと次のようになるo

Go(E)-吉(V'(Eト V'(E)2+2βQ(E･Y))･ (4･22)
いま､Go(E)が複素平面上でS個のカットを持つと仮定し､Go(E)が次のように書けたとするO

Go(E,-;(
V'(E)-M(E)

上式においてM(a)が解析関数であると仮定するとM(E)はつぎのように書ける｡

M(E)-fc曲芸 警 墓-fa諸
I V'(W)

W-E舟だ1(W-2i)I
上式を(4.23)式に代入するとき一個のカットを持つ1体Green関数が得られる0

Go(E)-一芸
dwV'(W)
2汀iw-E

-24 -
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Go(E)lまV'(W)にあらわによっていて､無限個のパラメーター91,92,- を含んでいる｡したがって
Go(E)から計算されるエネルギー準位密度は普遍的ではないことがわかるO端点Ch(A-1,.‥,2S)
はGo(E)の十分大きなN に対する振る舞いと化学ポテンシャルに村する次の条件により決まるo

dw wrV'(W)

2汀iJn餌 - Ja;)
6.U,

0-/≡:k'lp(E)dE-/C::h'lGEM(E)
S-1のとき､端点Il､3'2は(4.26)式のみで決まるo

次に､a-1の場合の2体Green関数を計算する.(4･14)式より

Go(El,E2)-一誌 plfcZ 芸篭

･pll;Ml'l'&
上式の右辺第2項のMl(1)､M2(1)は一般に

Mi'h'=fc
dw V'(W)

(E1-21)(E1-92)
(E2-81)(E21才2)

E1-才2

El一才1

2m'(W-1i)A w-2,1W-a,2'

で定義されるもので､Ml(1)血1/dV(E2)､Mil)血2/dV(E,)は

Ml(

Mi

1) d11 1

W(E2) (E2-才1)(E1-ll)(E1-12)'
1) ゐ 2 1

dV(E2)-(E2-才2) E1-llE1-22)'

であるOこれらを(4.28)式に代入すると2体連結Green関数が得られる｡

Go(El,E2) EIE2-(a!1+2!2)(El+E2)/2+C112
P(El-E2)2 (El-a:1)(E1-22)(E2-21)(E2-2:2)

β(El-E2)2'

(4.29)

(4.30)

(4･31)

Go(El,E2)は2つのパラメーター3!1,32のみを含んでいるOすなわち､どんな確率密度を持つ系
の2-準位長距離相関関数も2つのパラメ-ター調整で関数形を決定でき､その意味で2-準位長距

離相関関数は普遍的であるといえる｡また(4.31)式から(4･14)式を用いて3体連結Green関数は

次のように計算される｡

Go(El,E2,E3)
(22-31)

4P[(E1-21)(E2-21)(E3-21)(E1-82)(E,-∬2)(Es-C2)]3/2

(E1-12)(E2-12)(Eb-22L (E1-81)(E2-21)(E3-ll)
Ml(1) Mil)

- 2 5 -

]･ (4･32,
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この3体連結Green関数は2つのパラメーターMl(1)とM2(1)に依存しており､これから計算され

る3嘩 位長距離相関関数もこの2つのパラメーターMl(1)とMil)に依存する.さらに(4.14)式を
用いて4体､5体と高次の連結Green関数を計算するに従って､パラメーターの数は増えていく｡

これは高次の準位短距離相関関数を計算してもパラメーターの増えなかった前章の(3.56)式とは
性質が大きく異なっている｡

次にV(a)をGauss型

V(a)=聖2'
にすると､1体Green関数､2体連結Green関数はそれぞれ次のようになる｡

Go(E)-i(E-
Go(El,E2)- EIE2-2P

(E12-2β)(E22-2β) P(E1-E2)2'

(4･33)

この(4.35)式は(4.31)式でパラメーター92-1,91-93-94---0のような1つのパラメー
ター調整により得られる｡ また､1体Green関数の1/〟-オーダーは

Gl(E,-妄(1-g)(JE2-2β E2-2β㌔ ), (4･36,

となる｡

この章の前書きでも述べたようにこれらの結果は1体 Green関数の解に対する解析性の仮定

(4.23)と(4.24)を置いて得られたものである｡そこで次節以降では､これらの仮定から得られた

1体 Green関数､2体連結 Green関数､3体連結Green関数の解 (4.34)､(4.35)､(4.36)､(4.32)
がレプリカ法とダイアグラム展開法によるものと一致することを示すO非Gauss型の確率分布か

ら計算された関数形とGauss型の確率分布から計算された関数形が一致することにより､ある意

味でランダム行列理論の普遍性が理解される｡

4.2 レプリカ法によるGreem関数の計算

レプリカ法は3.2節で解説した ｢超対称性｣の方法において可換数のみを考え､それに内部自

由度を持たせたものを用いてGreen関数を計算する方法である｡したがって計算方法は ｢超対称

性｣の方法とよく似ている｡3.2節で各式をチェックできた者にとっては手を動かすことなく理解

できるだろう｡

3つのランダム行列に対する確率分布を

p(a)dH-去 exp(-;TrH2)dH,

と定義する｡ 任意の関数0(a)の平均を

(a(a))-/0(H)P(a)dH･
と定義する｡1体Green関数､2体Green関数､2体連結Green関数を

a(E)-
1_ 1

a(El,E2)-
1 1_ 1

-HN~~EゥIⅣ-a
Gc(El,E2)-a(El,E2)-G(El)a(E2),

-26-
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とあらわす｡3章と同様に1体Green関数をⅣ個の可換数を用いて次のように表わす｡

a.I,･(E)-
i/hgl砦sI,S3･eXp(-iSt"E-if,IN-a,S)
/真 空 exp(刺 (E-ie,IN-a,S) /'

)

sI-(S;,…,Sん), d2sh-a(Resh)a(Imsh)

この1体Green関数は次のように書きかえられる｡

G(E)-亮 i (lnZ)I

Z-/鼻d2sheXP(-iS"BINIH,S〉
ここで､互いに独立なまったく同じ系をn個考え､指標a,(a-1,...,n)で区別するo

sIIS→S(a)IIS(a)･

これよりn個すべての系をあわせた合成系は次のようになるo

zn-/aBlh*ld2sY'exp(-ia!lS'a'"BIN-H,S(a,)
この合成系は次の操作によりInZの形に戻る｡

Zn-I一十lnZ.
n n-+0

(4･42)

(4･45)

(4.46)

このよう.に､レプリカ法はn個の独立な系を考えて(Zn)をnの解析関数として求め､最後にnぅ0

とすることにより(lnZ)̀を計算する方法である.

4.2.1 GauSS型直交集団

まずはHがNxN実対称行列のときを考える.

1体Green関数

1体Green関数の生成関数を次のように定義する｡

W(E,≡(去/DQexp〈一言a!1靴 E-idIN-a,Qa))I
zs-/- p(一芸ail的a)･
¢:n個の内部自由度を持ったN成分実ベクトル

1体Green関数と生成関数の関係式は

G(E)-ii.-.(一志 )孟 W(E),

で与えられる｡

- 27 -
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生成関数Ⅳ(β)の計算をおこなう｡行列ガ についての平均をとると

W(E,-去/Dhxp(-iafltQaEINQa一纏 - 2), (4･49,

となる｡ ここでHubbard-Stratonovich変換

exp(一 志(押 ))-去/DQexp(一芸QabQba. 主神 Qab)･ (4･50)

zQ-/DQexp(-;TrQ2)･
Q:nxn実対称行列

を行い､¢積分を実行すると生成関数は次のようになる｡

W(E)-去/DQexpト 音Tr(Q2+lni(EIn-Q))〉･

(4.52)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価する｡鞍点方程式は

1

EZn-Q
-2(～,

Q一-uJn, u--芸(E2一府 ),

である｡ これを解くと

(4.51)

(4･52)

(4･53)

(4･54)

が得られるOつぎにQ-Qa･器 として (4･52)式に代人し､SQの2次まで展開するとつぎの
ようになる｡

W(E,～ e-Nn9(u-,(97i j)n'n'1'/4,

9(a)≡芸(打 lni(E一正))･

したがって､(4.48)式を用いて1体Green関数は

G(E)-E一府 +
1a-J扉こう

2N E212 +o(1/Ⅳ2) (4･57)

となる｡これは汎関数方程式の方法から導き出された結果と一致する0

2体連結Green関数

2体Green関数の生成関数を次のように定義する｡

W(El,E2)

-(読/DQlD42eXPL接a!l寵"Ea-ie,IN-H,可)･(4･58,
41,¢2:n個の内部自由度を持ったN成分実ベクトル

2体Green関数と生成関数の関係式は

G(El･E2)-ii.-.(-i )2& W(El,E2),

-28-
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で与えられる｡

生成関数W(El,E2)の計算をおこなうO 行列別 こついての平均をとると

W(El･E2)-豆志 /DW ¢2

･exp厘a!ltQZEaIN¢芸宣 t=1ail鵬鵬),
ここで､Hubbard-Stratonovich変換

exp(一志 鰯 拍卵B)-去fDQexp(一昔Q:bPQEaa･iQ:bP瑚 ),

Q-(3 ;:冒;;)
:2nx2n実対称行列

Qll,Q22:nxn実対称行列, Q21-Q12

を行い､41､¢2積分を実行すると生成関数は次のようになる.

W(El,E2)-去/DQexpト音Tr(Q2+lni(EIQ)))･

E-(El.In E,OIn)･
(4.62)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価する｡鞍点方程式はl

E-Q-2Q,

Q.-

V_

円1-1
r
Oん?
･ioa
nHrLL相川u 1
2

5
,

5
,

l
一2
1
一2

nJJu
n■-.nu

gl

哉

q

S
'

l
一2
1
一2

である｡ これを解くと

(4･60)

(4･61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

が得られるoつぎにQ-QB ･裳 として (4･62)式に代入し､6Qの2次まで展開するとつぎの
ようになる｡

W(El,E2)～ 去 e-"n9'u-'/D(SQll)expi-;(1-2u2-)Tr(6Qll)2〉

･e-"ng'V-'/D(SQ22)expi-;(1-2vM r(SQ22)2)
x/D(SQ12)exp(-(1I2u2-V2-)Tr(SQ12)2)

= e-Nng(u-)
1

9"(u_)

×

-W(El)W(E2)

)n'n'1'/4e-Nng(V-,(k )n'n'1'/4

1I2u_V_

9(2)≡妄(打 lni(ElC))･

-29-
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したがって､(4.59)式を用いて2体連結Green関数は

Gc(El,E2)-一芸 扇㌫ 1m(1-芸G(El)a(E2))･

となる｡ これは汎関数方程式の方法から導き出された結果と一致する0

(4.67)

4.2.2 Gauss型ユニタリ集団

次にHがNxNエルミート行列の場合を考える｡計算方法はGauss型直交集団の場合とほぼ

同じである｡

1体Green関数の生成関数を次のように定義する｡

W(E,≡(去/DQexp〈一言a;1拙 E - ie,INIH,Qa)), (4･68,

zQ-/Dkxp(一芸aflQatQa)･
¢:n個の内部自由度を持ったN成分複素ベクトル

1体Green関数と生成関数の関係式は

a(E)-!i.-.(一志 )孟 W(E), (4.69)

で与えられる｡

生成関数W(E)の計算をおこなう.行列馴 こついての平均をとり､Hubbard-Stratonovich変

換を行い､¢積分を実行すると生成関数は次のようになる｡

W(E)-去/DQexpト 音Tr(Q2+21ni(EIn-Q)))･

(4.70)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価する｡ 鞍点方程式は

l
EZn-Q-Q,

QB-W-In, ---喜(E2一府 ),

である｡これを解くと

(4･70)

(4.71)

(4･72)

が得られるOつぎにQ-Q･+-X として(4･70)式に代入し､6Qの2次まで展開するとつぎの
ようになる｡

W(E)～ exp(-Nng(W_))(毒 )n2′2,
9(a)=喜(C2･21ni(E-a))･

したがって､(4.69)式を用いて1体Green関数は

G(E)-妄(E一府 )+o(1/N2),

-30-
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となる｡Gauss型ユニタリ集団では1/Ⅳの項は消える｡ この結果は汎関数方程式の方法から導き

出された結果や､他の方法で得られた結果と一致する｡

2体連結Green関数

2体Green関数の生成関数を次のように走義する｡

W(El･E2,-(読 /DQID42eXP(一接 a!1- -ie,IN-a,QZ))･(4･76,

¢1,¢2:n個の内部自由度を持ったN成分複素ベクトル

2体Green関数と生成関数の関係式は

a(El,E2)=lim
n+0(一志 )2品 W(El･E2), (4･77)

で与えられる｡

生成関数W(El,E2)の計算をおこなう｡行列Hについての平均をとり､Hubbard-Stratonovich

変換を行い､¢1､¢2積分を実行すると生成関数は次のようになる｡

W(El･E2)-去/DQexp(-;Tr(Q2十2lmi(Er-Q))チ･ (4･78)

Q-
(

QllQ12

Q21 Q22):
2nx2nエルミート行列

Qll,Q22:nxnエルミート行列, Q21I=Q12

E-(El.In E,OIn)･
(4.78)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価する｡鞍点方程式は

1
E-Q
-Q,

QS-(Wlolnw20In),
L

I

1

2

g

E

lH川■川U

n川lHU

l
一2
1
一2

二

二

1

2

ひ

び

E12-4)-a(El),

E22-4)=G(E2),

(4.79)

(4･80)

である｡ これを解くと

が得られる｡ つぎにQ-QS･器 として(4･78)式に代入し､SQn2次まで展開するとつぎの
ようになる｡

W(El,E2)-W(El)W(E2)
1- wIW2)
n2

したがって､(4.77)式を用いて2体連結Green関数は

1 ∂2

Gc(El,E2)=一雨 両 面 ln(ト G(El)a(E2))･

となる｡ これは汎関数方程式の方法から導き出された結果と一致する0

- 31-
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4.2.3 GauSs型シンプレクティツク集団

ガが2Ⅳ×2Ⅳ シンプレクティツタ行列の場合を考える｡計算方法はGauss型直交集団､Gauss

型ユニタリ集団の場合とほぼ同じであるが､この場合各状態が2重に縮退していることを考慮し､

確率分布とGreen関数を次のように定義し直す｡

p(a)dH-去 exp(一芸TrH2)dH,

a(E)-(&Tr

a(El,E2)-

BIN-H
1 1_ 1

-H2N-ーE,IⅣ-a
Gc(El,E2)-a(El,E2)-a(El)a(E2)･

1体Greem関数

1体Green関数の生成関数を次のように定義する｡

W(E,≡(去/DhXpLia!1拙 E-ie,IN-H,可),
zs-/D*xp(-接 1両 a)･

¢:n個の内部自由度を持ったN成分複素ベクトル,

1体Green関数と生成関数の関係式は

G(E)-ii.-.(一志 )孟 W(E),

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4･87)

(4･88)

で与えられる｡

生成関数W(E)の計算をおこなう.行列Hについての平均をとり､Hubbard-Stratonovich変

換を行い､¢積分を実行すると生成関数は次のようになる｡

W(E)-去/DQ exp(一芸Tr(Q2.4lni(EI2n-Q))〉･

Q-(3 :: 3 :;)
:2nx2nシンプレクティツク行列

(4.90)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価する. 鞍点方程式は

EZ2n-Q
-Q,

Q･-wJ2n, W--芸(E21廊 ),

-32-
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が得られるo つぎにQ-QB頂 として (4･90)式に代入し､SQの2次まで展開するとつぎの
ようになる｡

W(E)～exp(-Nng(W_))(毒 )n21'n/2',
9(C)-去(打 4lni(E-a))･

したがって､(4.88)式を用いて1体Green関数は

a(E)-去(E一府 )-
1E一席 巧
4N E2-8 +o(1/Ⅳ2),

となる｡この結果は汎関数方程式の方法から導き出された結果と一致する.

2体連結Green関数

2体Green関数の生成関数を次のように定義する｡

W(El,E2)

('去ZQlZh

(4.94)

/- 2eXp〈-緩la!lQZf((Ea-ie,IN -a,舵))･(4･95,
¢1,¢2:n個の内部自由度を持ったN成分複素ベクトル

舷-(諾a;:;)･
2体Green関数と生成関数の関係式は

G(El,E2)-li.-.(一志 )2品 W(El･E2), (4･96)

で与えられる｡

生成関数W(El,E2)の計算をおこなう｡行列Hについての平均をとり､Ⅱubbard-Stratonovich

変換を行い､¢1､¢2積分を実行すると生成関数は次のようになる｡

W(El,E2)-去/DQexp(一芸Tr(Q2十4lni(E一°))〉･ (4･97)

Q-(冒::3:≡):4nx4nシンプレクティツク行列
Qll,Q22:2nx2nシンプレクティツク行列

Q21t-Q12

E-(El.I2n E,OI2n)･
(4.97)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価する｡鞍点方程式は

2

E-Q
-Q,

-33-
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である｡ これを解くと

Q･-(wl.I2㌦ ,OI2n)I
wl-;(El-

W2-;(E2-

E12-8)-2G(El),

E22-8)-2G(E2),

(4･99)

が得られるo つぎにQ-Q･頂 として(4･97)式に代入し､SQの2次まで展開するとつぎの
ようになる｡

W(El,E2)-W(El)W(E2)
1-喜wIW2)

n2

したがって､(4･96)式を用いて2体連結Green関数は

1 ∂2

Gc(El,E2)=一面 両 方面In(1-2G(El)a(E2))･
となる｡ これは汎関数方程式の方法から導き出された結果と一致する0

4.2.4 3体連結Green関数

計算方法は1体､2体のときと同じで､まず3体Green関数を次のように定義する0

a(El,E2,E3)-
1 1_ 1 1_ 1

E27N-HN~~E3ZN-H

(4･100)

(4.101)

)･ (4･102)

Gauss型シンプレクティツタ集団の場合､Nを2Nに変える｡このGreen関数の生成関数W(El,E2,E3)
を定義する｡ この生成関数と3体Green関数は

a(El,E2,E3)-li.-.(読 )3

∂3

aElaE 28 E 3
W(El,E2,E3), (4.103)

で関係づけられる.こ土でβ-1,2,4である｡ 生成関数W(El,E2,E3)は行列Qを用いて次のよ
うに書ける｡

W(El,E2,E3,-去/DQexp〈-& (Q2+β1- Q,,)･

E=

Q-

i

i

dial(EIIn,E2In,E3In) p-i,2
diag(EIZ2,"E272n,E3Z2n) p-4

3nx3n芙対称行列 β-1

3nx3nエルミート行列 β-2･

6nx6nシンプレクティツク行列 β-4

pp-〈… 芸≡三,2

(4.104)式のQ積分を鞍点法で近似的に評価すると､結果として3体連結Green関数

Gc(El,E2,E3)- -

F(zl,22,Z3)-

+

Ap 83
N4aElaE28E3

F(El,E2,E3)

X12 x23 X31 X12 1

｢高 ｢ 高 鳥 .｢高 ｢ 亮 ｢瓦
X12 x23 1 x23 X31 1

｢ 領完｢頂云r乃 忘 +｢ ぅ忘F j右手乃 忘,

- 34 -

(4･104)

(4･105)

(4･106)



量子系の準位統計理論とAnderson転移

xi,･-誓G(Ei)a(E,･),

〈…

入β-

β-1

β-2･

(4･107)

Ll/4 β-4

が得られる｡ これは汎関数方程式の方法から導き出された結果と一致する｡

4.3 ダイアグラム展開法によるGreen関数の計算

次にダイアグラム展開法による2-準位長距離相関関数 (2体連結Green関数)の計算をおこな

う｡Gauss型ユニタリ集団についてはすでにE.Brizin&A.Zeeによってその計算法は示されて
いる[24]｡
ランダム行列に対する確率分布を

p(a)dH-去 exp(一芸TrH2)dH,

と定義する｡任意の関数0(a)の平均を

(a(a))-/0(a)P(a)dH,
と定義する｡1体Green関数､2体Green関数､2体連結Green関数を

a(E)-

Gij(E)I

a(El,E2)-

EINIa

(妄Tr

BIN-H

Gc(El,E2)-a(El,E2)-a(El)a(E2),

とあらわす｡

4.3.1 Gauss型直交集団

まずはHがNxN実対称行列のときを考える｡

1体Green関数

1体Green関数をHのべきで展開する｡

Gi3･(E,-去n!.よ く(Hn,iJ･,･

(4.108)

(4.109)

(4･110)

P(a)dH, (4･111)

(4･114)

この(4.114)式の1体Green関数の1/N-展開をダイアグラム法を用いて行うoHに村する裸のプ
ロパゲ-タ-は次式で表される｡

(Hi,･Hhl)-左(6iES,･k･6ikS,･E)･ (4･115)

これに対応するダイアグラムを図4.1に表す｡1/Ⅳ一展開の初項に寄与するダイアグラムは図4･1(a)

-35-
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王 ユ

A 一 志 8118jk

(a)

i 1

= ≡
i A

(b)

去 81, 8,･k

図4.1:裸のプロパゲーターのダイアグラム(GOE)｡(a)向き付け可能な裸のプロパゲーター (b)
向き付け不可能な裸のプロパゲータ一

基 gn =-〔ト

% =-@ '!&
図4.2;gnの漸化式に相当するダイアグラム.

のプロパゲーターを持つダイアグラムで､図4.1(b)のプロパゲーターを持つダイアグラムは寄与

しない｡これより(4.114)の級数は

GiJl(E,-箸n!.gn(a )n (4･116,

となる｡ここでgnはn個の裸のプロパゲーターをもつ向き付け可能なダイアグラムの数で､次の

漸化式を満たすO

nll

gn'1-gn+∑ 9.n9n-m･, n>1,
m=0

90-1.

この漸化式の相当するダイアグラムを図4.2に示す｡

一方､1粒子既約な自己エネルギー

00
∑(E)≡E-a(E)-1-E∑sn7t=1
G(E)(E-≡(E))-1,

- 36-
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を導入する｡(4･114)式と(4･118)式の展開係数gnとsnの間には次の関係式が成り立つ.
n
∑sngn-m-0; n>1,m=0
so=-1.

上式から数学的帰納法により

A-1
sn-9n+1-∑9.ngn一m,

m=0

が得られる｡この(4･121)と(4･117)から展開係数gnとsnの関係は

sn-gn; n>1,

であることがわかる｡ これを(4･118)式に代入し､≡(E)について解くと

･(E)-妄G(E)-2(E-∑(E))'

E(E)-妄(E一席 巧),
となる｡ したがって1体Green関数

G(E)-E一府 ,

が得られる｡ この結果は汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

2体連結Greem関数

(4･120)

(4･121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

2体連結Green関数は参考文献[25]にしたがい､次のように展開して計算するのが便利である｡

Gc(El,E2,-宗墓 誌m!1n;I去 去 (TrH-TrHn,C･ (4･126)
まずはm=nとし､同じトレース内での縮約を無視することにする｡

竿.1
nitln2(EIE2)n (4･127)

(4.127)式において､1/N-展開の初項に寄与するn次オーダーのダイアグラムは図4.3に示される

ようなはしご型ダイアグラムである｡2体連結Green関数においては向き付け不可能なダイアグ

ラムも寄与する (図4.3(b)).このn次オーダーのダイアグラムは

(TrHnTrHn)-(;)n2n (4･128)

になると類推される｡ これより

宗 品 n!1芸 (義 )n-一芸 品 ln(1-義 ), (4･129,

が得られる｡

つぎにm-nの結果に加えて同じトレース内の縮約を含む場合を考えるOこれは裸のプロパ

ゲーターを､衣を着たプロパゲーターに置き換えることにより達成される｡

告 - Gi,･(E)I

これにより2体連結Green関数が得られる｡

Gc(El･E2)-一芸 品 ln(1-

a(El)a(E2)

この結果は汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

-37-
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itaL jIPI

Jl
t I

∴=~~二二二二二二二二=コ1
卜=二 1

∴二二二- 1

lzaa J'.a.

;;ご3a., :)か′j,; ;

ilCLL jILIL

(a)

.･,cX, j,β,
Z-2a2

fJCLJ

zIJαJ

i-_Iα〝_I

i..α..

i.α..

-'JaL J'JPz

(b)

図4.3:(a)n次の向き付け可能なダイアグラムとその縮約部分の定義o(b)n次の向き付け不可能

なダイアグラムとその縮約部分の定義｡GOEの場合､スピンに関する指標 (α1,β1,… )は無視さ
れる｡

4.3.2 Gauss型ユニタリ集団

次にガがⅣ×Ⅳエルミート行列のときを考える[24]｡

1体Green関数

1体Green関数を方のべきで展開する｡

Gi31(E,-去n!.よ く(Hn,i3･,･
H に対する裸のプロパゲーターは次式で表される.

くHi,･Hh,)-嘉 6iL6jh･

(4.132)

(4･133)

これに対応するダイアグラムは図4･1(a)でこの場合図4･1(b)は存在しない｡これより(4･132)の

級数は

Gi3･(E,-% n!.9n(; )n (4･134,

となる｡ここでgnはn個の裸のプロパゲーターをもつ向き付け可能なダイアグラムの数で､次の

漸化式を満たす｡

れ-1
9n'1-gn+∑ gmgn一仇; n>1,TTl=0
90-1.

- 38 -
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この漸化式の相当するダイアグラムを図4.2に示す｡

一万､1粒子既約な自己エネルギー

∑(E)≡E-a(E)-1=E
n!lSn(;)n,

G(E)(E-∑(E))-1,

を導入する｡(4.132)式と(4.136)式の展開係数gnとsnの間には次の関係式が成り立つ｡

n
∑sngn-m-0; n>1,
m=0
so=-1.

上式から数学的帰納法により

n-1
sn- gn+1-∑gmgn-m,

7n=0

が得られる｡ この(4.139)と(4.135)から展開係数gnとsnの関係は

sn-9n; n>1,

であることがわかる.これを(4.136)式に代入し､∑(E)について解くと

∑(E)-a(E)-
E-≡(E)'

･(E)-去(E一府 ),

となる｡ したがって1体Green関数

G(E)-去(E-Jii-j ),

が得られる｡この結果は汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

2体連結Green関数

2体連結Green関数を次のように展開する｡

(4･138)

(4･139)

(4･140)

(4･143)

Gc(El･E2,-品墓 誌m!ln!1去 轟 くTrH-TrHn,C･(4･144,
まずはm=nとし､同じトレース内での縮約を無視することにする｡

竿. 1
nfjln2(EIE 2)n (4.145)

(4.145)式において､1/N-展開の初項に寄与するn次オーダーのダイアグラムは図4･3(a)に示さ
れるようなはしご型ダイアグラムのみである｡ このn次オーダーのダイアグラムは

(TrHnTrHn)-n (4.146)

になると類推される｡これより

宗品 n!lS (義 )れ--宗品 .n(1-義 ), (4･147,

-39 -
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が得られる｡

つぎにm=nの結果に加えて同じトレース内の縮約を含む場合を考える｡ これは裸のプロパ

ゲーターを､衣を着たプロパゲーターに置き換えることにより達成される｡

箸 - Gi,･(E)･

これにより2体連結Green関数が得られる｡

∂2

Gc(El･E2)-一品 両 頭 ln(1Ia(El)a(E2))･

(4･148)

(4.149)

この結果は汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

4.3.3 Gauss型シンプレクティツク集田

最後に方が2Ⅳ×2Ⅳ シンプレクティツク行列の場合を考える｡計算方法はGauss型直交集団､

Gauss型ユニタリ集団の場合とほぼ同じであるが､この場合各状態が2重に縮退していることを

考慮し､確率分布とGreen関数を次のように定義し直す｡

p(a)dH-去 exp(一芸TrH2),

a(E)-
1_ 1

a(El,E2)-
1 1_ 1
-H2NllE,ZⅣ-a

1体Green関数

1体Green関数を方のべきで展開する｡

Gt,3･P(E,-去nf.去 ((Hn,T3P)･
Hに対する裸のプロパゲ-タ-は次式で表される｡

(Hl;･PHhT,E)-去(6itS,･h6ae60,十Sih6,I,AaP･,i),
AaP,7̀≡6aβSJY{ - 3a 6̀β7.

(4.150)

(4･151)

, (4･152)

(4.153)

これに対応するダイアグラムを図4.4に表す｡ダイアグラム自身の形はGOEのときと同じである

がスピンに関する指標がつく｡1/Ⅳ一展開の初項に寄与するダイアグラムはGOEのときと同じで

図4.4(a)のプロパゲーターを持つダイアグラムで､図4･4(b)のプロパゲーターを持つダイアグラ
ムは寄与しない｡これより(4.153)の級数は

GT,･P(E,-誓 n!.gn(孟)n (4･156,

となる｡ここでgnはn個の裸のプロパゲーターをもつ向き付け可能なダイアグラムの数で､次の

漸化式を満たす｡

n-1

gn+1-9n+∑9.n9n-.n; n>1,
771=0

90=1.

-40-
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王α ユE

ゴβ ky≡忘8118,･k8α岬
(a)

iα 1e

= ≡ 忘 8118,･kAa叩
3'β よγ

(b)

図 4.4:裸のプロパゲーターのダイアグラム(GSE)0(a)向き付け可能な裸のプロパゲーター(b)
向き付け不可能な裸のプロパゲーター

一万､1粒子既的な自己エネルギー

00

∑(E)…E-a(E)-1-E∑ sn
n=1

G(E)(E-∑(E))-1,

を導入する｡(4.153)式と(4.158)式の展開係数gnとsnの間には次の関係式が成り立つ｡

n
∑sngn-m-0; n>1,
m=0

80≡-1.

上式から■数学的帰納法により

n-I
sn-gn'1-∑ gmgn-.n,

m=0

が得られる｡ この(4.161)と(4.157)から展開係数gnとsnの関係は

sn-gn; n>1,

であることがわかる｡ これを(4.158)式に代入し､∑(E)について解くと

E(E)-2G(E)-
E-≡(E)'

E(E)-喜(E一節 ),

となる｡ したがって1体Green関数

G(E)-去(E一節 ),

が得られる｡ この結果は汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

2体連結 Green関数

-41-
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2体連結Green関数を次のように展開する｡

Gc(El･E2,-品 墓誌mfln;1去 轟 くTrH-TrHn〉CI
まずはm-nとし､同じトレース内での縮約を無視することにする｡

苦､ 1

急 n2(EIE2)n

(4.166)

(4.167)

(4･167)式において､1/N-展開の初項に寄与するn次オーダーのダイアグラムはGOEの場合と同

じで､図4.3に示されるようなはしご型ダイアグラムである｡このダイアグラムの計算において､

図4･3(b)のダイアグラムのテンソル部分は次のように計算される｡

(An)al叫 l･β1β-'1… ∑ Aαla2･βlβ2Aa2a3,β抽 ･-Act-an+1･β-β-+I (4.168)
a2,...,a."β2,...,βn

-2n-1Aalan+1,β1βn+lI

TrAn≡∑(An)叫 ββ-2n･
a,β

これより､n次オーダーのダイアグラムは

(TrHnTrHn)-(2n+TrAn)n-(2n)2n,

になると類推される｡これより

去 品 真 宗 (義 )れ--蒜 品 ln( 1-義 ) ,

(4･171)

(4･172)

が得られる｡

つぎにm-nの結果に加えて同じトレース内の縮約を含む場合を考える｡これは裸のプロパ

ゲーターを､衣を着たプロパゲーターに置き換えることにより達成される｡

誓 - a.;P(E)･
これにより2体連結Green関数が得られる｡

∂2

Gc(El･E2)-一品 面 薄亮ln(1-2G(El)a(E2))･

この結果は汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

4.3.4 3体連結 Green関数

計算方法は2体のときと同じで､3体連結Green関数を次のように定義する｡

Gc(El,E2,E3)-
1 ∂3

Ⅳ3aElaE28E3竿､エ ご､1
･∑∑∑nl-1n2-1ns-1

1 1

-HN

1 1_ 1

-HNmEqtⅣ-H

よ くTr(芸)nlTr(芸)れ2Tr(芸)つe
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図4.5:ml本､m2本､m3本のプロパゲータをもつ向き付け可能なダイアグラム｡(a)ml､m2､

m3が0でない場合の場合.(b)m1-0でm2とm3が 0でない場合.

Gauss型シンプレクティツタ集団の場合､Ⅳ を2Ⅳ に変える｡この3体連結Green関数の計算に

寄与するダイアグラムを図4.5､図4.6に示す｡このうちm3-0のダイアグラムに関しては頂点
補正が必要となる (図4.7)｡以上のダイアグラムから3体連結Green関数

Gc(El,E2,E3)--

F(zl,Z2,Z3)=

+

Ap 83
N48ElaE28E3

F(El,E2,E3)

X12 x23 X31 X12 1
｢乃訂 璃 ;蓋 +r 烹訂 巧 言‡二 転
X12 x23 1 x23 X31 1

｢亮 T二 転 r 乃 忘 + iT 亮 r 乃 忘 r 乃 忘 ,

xi,･-gG(Ei)a(E,･),
1
2
4

こ
こ
ニ

β
β
β4′/

4

1

1

′-1

し

こβヽ∧

が得られる｡ これは汎関数方程式の方法､レプリカ法で得られたものと一致する｡

-43-
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: I,i I =-,;

図4.6:ml本､m2本､m3本のプロパゲータをもつ向き付け不可能なダイアグラム.(a)ml､m2､

m3が0でない場合の場合｡(b),(C)and(d)m1-0でm2とm3が0でない場合.

(C)

図4.7:頂点補正を必要とするダイアグラム(n≧1)o
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4.4 ｢起対称性｣の方法とレプリカ法の違い

なぜレプリカ法で2-準位短距離相関関数が計算できないのか? ｢超対称性｣の方法とレプリ

カ法の大きな違いはその内部自由度にあるといえる｡｢超対称性｣の方法の場合､内部自由度は2
で自由度が少ないため､積分などを実行し尽くすことができ､2-準位短距離相関関数を計算する

ことができる.しかしレプリカ法の場合内部自由度はnで､nを勝手に少ない数にすることはで

きない｡このnは任意なのである｡ したがって､多自由度の積分を実行しないことには2-準位短

距離相関関数を求めることはできない｡それが技術上困難であるためレプリカ法で2-準位短距離

相関関数が計算された例がないのである｡

4.5 計算結果､この章までのまとめ

我々は1体Green関数､2体連結Green関数､3体連結Green関数をGauss型の確率分布か

ら､レプリカ法とダイアグラム展開法を用いて計算した｡いずれの結果も､解の解析性を仮定し

て計算した汎関数方程式の方法の結果[21,22]を再現することができた｡一般的な集団でも普遍

的な統計量 (関数)があり､そのような量はGauss型の確率分布から計算して､非Gauss型の確

率分布から計算したものと一致するということを示した｡これより､Gauss型の確率分布が実際

の物理系での (普遍的な)観測量をよく再現するということが､ランダム行列理論の数学的な研

究を通して理解できる｡しかもそれを2-準位短距離相関関数が計算できないことが知られている

レプリカ法とダイアグラム展開法を用いて､2-準位長距離相関関数 (2体連結Green関数)を計

算することにより確認することができた｡今後､ランダム行列理論自身が持つ普遍性をさらに深

く理解するためには､ランダム行列理論の数学的な研究を引き続き行い､さらに一般化された行

列模型における普遍的な量と非普遍的な量を調べる必要があると考える｡

ランダム行列理論､量子準位統計の数学的な研究は数学的な興味からだけではなく､いままで

議論してきたランダム行列理論が示す準位相関の普遍性はどのような物理系が示すエネルギー準

位の準位相関と一致するか､という物理的な興味からも非常に大切である｡実際､次の章で議論

する不規則電子系が示すエネルギー準位の準位相関はある条件のもとでランダム行列理論が示す

準位相関の普遍性と一致することがK.B.Efetovによって､量子準位統計の数学的な研究を行う

ことにより示されている[14]｡また､ある条件のもとではランダム行列理論が示す準位相関の普
遍性から確実にはずれることも事実として知られている｡

次章では不規則電子系が示すエネルギー準位の統計的性質について､現在までに知られている

結果を簡単に紹介する｡
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5 不規則電子系 (Andersom転移)が示すエネルギー準位の統計的性質

前章までは､量子系が示すエネルギー準位統計の示す普遍性について述べてきた｡この章では

具体的に､Anderson転移を示す不規則電子系を例にとり､その系で観測されるエネルギー準位の

統計的性質を見ることにする｡ この種の問題はランダム行列理論が示す準位相関の普遍性とある

条件で一致するため､前章までの議論と密接な関係を持つ｡しかし､ある条件のもとではランダ

ム行列理論で記述できない領域が現れるため､より深い考察が必要である｡ 特に､ある特殊な場

合においてエネルギー準位の統計性が Poisson統計にもwigner-Dyson統計にも従わない ｢中間

的な統計｣に従うことが数値計算により指摘されている【33]｡これは量子準位統計の観点から大

変興味深いことであり､もう一度広い視野から複雑な量子系が示すエネルギー準位の統計的性質

を見直すための格好の題材であると感じるので､Anderson転移を例にした｡

この章ではまずAnderson転移の簡単な説明をおこない､そして ｢中間的な統計｣についての

最近の結果を簡単に紹介する｡

5.1 Amderson局在､Amderson転移

金属や半導体中には多かれ少なかれ､不純物等による不規則なポテンシャルを含んでいる｡そ

の中を運動している電子の波動関数はBloch波ほどではないが､試料全体によく拡がっている｡し

かしポテンシャルの不規則性が大きくなると波動関数が干渉により空間的に局在してしまう｡ こ

の不規則性の増加に伴う波動関数の局在をAnderson局在といい､それにより生ずる金属一絶縁体

転移のことをAnderson転移という｡Anderson転移は系の詳細によらない普遍性を持っており､

金属相､特に波動関数の局在の前兆現象が見られる領域 (これを弱局在領域という)ではランダ

ム行列理論で記述できる[14】｡

1. (時間反転対称性があり散乱がスピンに依存しない場合)

直交普遍類0(〟), β-1

2. (時間反転対称性が破れている場合 (磁場がかかっている系))

ユニタリ普遍類 U(N), β-2

3.(時間反転対称性は満たされているが､スピン軌道相互作用でスピンに依存した散乱が存在

する場合)

シンプレクティツク普遍類Sp(N), β-4

Anderson転移付近の振る舞いは次の臨界指数によって特徴づけられる｡

i

q～(W-Wc)8,(n-nc)-,(EF-Ec)a
E～(W -Wc)-〟,(n-nc)-V,(EF-Ec)-v
e～(W -wc)'',(EF-Ec)'',(EF-Ec)'t

(5･1)

ここでU,E,Eはそれぞれ電気伝導度､局在長､誘電率､W,Wc,n,nc,EF,Ecはそれぞれ不規則性
の強さ､電子密度､Fermi エネルギーとその臨界値である.

Anderson転移は相転移の一種で､スピン系などほかの多くの相転移と同様にスケーリング則

が成り立つ[34].系の大きさがLで､温度T-0の無次元化された電気伝導度9(L)(これを無次
元コンダクタンスという)を次のように定義する｡

9(L)≡qLd-22打he2,(eは素電荷､dは次元)･
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ここで系の大きさをLからL'に変えたとき､9(L′)/9(L)は一般にW や n､EFなどにも依存す

るはずであるが､9(L)のみの関数で書けるという仮定をおく｡これを式の形で表すと､

諾 -I(9(L)I;),

β(9)-響 , (5･3)

ということになる｡このβ関数を9≫1と9≪1の極限で調べる｡9≫1ではUが系の大きさによら

ないはずなので､9- qLd~2｡ したがって､

P(9)～d-2･

9≪1では波動関数が指数的に減衰しているので､9-e-aL｡ したがって､

P(9)～lng.

(5･4)

(5･5)

β関数がなめらかな関数であるとするとその関数形は図5.1のようなものになる｡a-1,2に対し､

図5.1:関数β(9)の振る舞い｡dは次元｡

β(9)<0, Vg>0より､2次元以下では状態はすべて局在し､Anderson転移はd>2でしか起こ
らないことがわかる.d>2で臨界指数Z/と臨界指数の間の関係式は

I/=-
1

P'(gc)-

S-(d-2)Z,;, S/-2Z,･

(5.6)

(5.7)

で与えられる｡

Anderson転移の臨界指数はしたがって､(5.6)式よりβ関数を計算することにより求められ

る｡ そのβ関数の計算法として多くの研究者が扱っていた方法は､元の問題を非線形シグマ模型

に帰着させ､無次元コンダクタンスの逆数が十分小さいとし､d=2+e次元でE一展開するという

方法である (例えば[35,36,37,38])｡このときgc-0(e)で､計算の最後にf-1と置く｡参考

文献[38]によると､直交普遍類β-1に対するβ関数は5-ループまでで

p(9)-E9-292 - 12((3)95IqC(4)96･o(97)･
e-a-2,
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のように計算される｡これより臨界指数〝は

V-三一三m)e2+芸04)E3+o(e4),

となるoa-3でPad占近似等をうまく使うと

V-最 00 dte-thll一言榊 3十 品 04)14]

- 最 00dte叫
と 0.730.

1+名糖 l+普((3)t3

(5.9)

(5.10)

が得られるOこの結果はHarriS基準 [39]V≧2/d=0.66を満たす.
その一方で行われているのが数値計算である｡数値計算では3次元不規則電子系を記述するハ

ミルトニアンから数値スケーリング法を用いて臨界指数が求められている (詳しくは大槻 東巳､

河原林 透の記事 [40]を参照せよ)｡最近の数値計算によるd-3での臨界指数Z,の値を表5.1に
示す｡

class 〟 参考文献

orthogonal 1.60土0.06 【41]

unitary 1.43士0.06 [41】

表 5.1:数値計算によるd-3での臨界指数Vの値

実験はどうなっているのであろう?S.Katsumoto,F.Komori,N.San°良S.Kobayashiは
Alo.3GaoL.7AsにおけるAnderson転移点付近での電気伝導度の振る舞いを調べ､その臨界指数が

β-1､すなわち〝=1であるという結果を出した[43】｡その他の物質でも実験が行われているよ

うだが今のところ数億計算の結果とは一致していないようである (詳しくは[40】を参照せよ)｡し

かし現在のところAnderson転移点付近の議論に適していると思われているのは数値計算による

解析で､非線形シグマ模型の摂動計算はコンダクタンスの逆数が十分小さいとして展開している

がために3次元の転移点の議論には通さないとされている｡

5.2 2次元の非局在一局在転移とAndersom転移点直上での準位統計

波動関数の局在は準位統計にどのような影響を与えるか?Anderson転移前後の準位統計を調

べてみると､電子の波動関数が試料全体に拡がっている金属相の場合､各状態が空間的に十分に

重なっているので準位間の反発が強く､電子のエネルギー準位の統計性はWigneトDyson統計に

従うであろう｡一方､局在状態どうLには､ほとんど重なりはないので､電子のエネルギー準位

の統計性はPoisson統計に従うことが予想される｡したがってAnderson転移前後ではエネルギー

準位の統計性が変わることが予想される｡ここで注意しなければならないことは､これは決して

wigner-Dyson統計からPoisson統計へのクロスオーバーではないということである｡前節で述べ

たようにAnderson転移は相転移の一種であり､熱力学的極限で電子のエネルギー準位統計が転

移点直上一点を残して､全てWigner-Dyson統計かまたはPoisson統計のどちらかにスケールさ

れる｡
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準位統計の立場から臨界指数は､Anderson転移前後での統計性の移り変わりを最近接準位間

隔分布p(S)のBrody補間式

p(8,-は :慧 霊 ;a' :≡:≦1, (5･11,
Aa,Ba:定数

にフイットし､パラメーターαに対する有限サイズスケーリング解析をすることにより求められ

る (詳しくは【40】を見よ)｡例として最低Landau準位にあるような強磁場中の2次元不規則電

子系を考える｡ この系は整数量子Hall効果を示す系として大変興味深い｡このような2次元系で

は前節で述べたようにAnderson転移は起こらないが､Landauバンドの中央だけで波動関数の非

局在化が生じている｡ この有限サイズスケーリングの解析により､現在のところ量子Hall系 (2

次元ユニタリ系)の臨界指数〝は2.4程度であると見積もられている｡また､2次元シンプレク

ティツク系でも局在一非局在転移が生ずることが知られている｡ この系での数値計算による臨界指

数〝の値は､考える模型､解析方法等に依存しており､値がばらついているのが現状である (詳

しくは水口啓氏の博士論文[44]を参照せよ)0

先程述べたようにAnderson転移付近の準位統計は転移点直上一点を残して､全てWigner-

Dyson統計かまたはPoisson統計のどちらかにスケールされる｡それでは転移点直上ではどのよ

うな統計性に従っているであろうか?

Anderson転移点上での準位統計はB.L.Al'tshuler,Ⅰ.Kh.Zbarekeshev,S.A.Kotochigova

&B.Ⅰ.Shklovskirによってはじめて議論された[45]｡彼らは数値計算により∑2統計量が

∑2(L)とXL, 0<x<1, (5.12)

に従うであろうという予想をした｡またB.I.Shklovskii,B.Shapiro,B.氏.Sears,P.Lan briandes
&H.B.Shoreは数値計算により転移点上で普遍的な準位統計が存在し､最近接準位間隔分布p(S)
が小さいβではWigner-Dyson統計のように振る舞い､大きいβでPoisson統計のように振る舞

うことを示した[33】｡ざらにⅤ.E.Kravtsov,Ⅰ.V.Lerner,B.L.Altshuler良A.G.Aronovは拡
散プロパゲーターに対するスケーリング仮説を置き､摂動論を用いて2-準位相関関数を求め､和

則が

Y2(r)∝r~2+7,,≫1,

7-ト td<1,

I:Y2(r)dr-0･

(5.13)

(5･14)

となることを示した｡そして∑2統計量が

∑2(L)-晋LT,ado:定数 β-1,2,4･

であると結論し､ち.L.Al'tshulerらの予想(5.12)を否定した[46】｡これを皮切りにAnderson転
移点直上での準位統計の詳しい解析がさまざまな面から行われている (例えば [47,48,49,50])0

これはまだまだ現在進行中のことで､結論は確定されていない｡しかし最近の論文によれば∑2統

計量の振る舞いはB･L･Al'tshulerらの予想(5･12)の方が正しいであろうと思われる (次節で紹介
する)0

またAnderson転移が起こらない2次元でも中間的な状態の存在がA.W.W.I.udwig,M.P.

A.Fisher,氏.Shanker&G.Grinsteinにより指摘されている[51]｡彼らは2次元格子上に乱れ
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のあるDiracFermionを構成し､系統的な理論的取り扱いからそれを指摘した｡Y.Morita&Y.

HatsugaiはA.W.W.Ludwigらの模型からThouless数や最近接準位間隔分布などを数値計算で

計算し､中間的な準位統計の存在を確認した [52]｡このように2次元においてもその存在は確認

されているが､中間的な準位統計について強い結果はまだ得られてなく､現在もさまざまな解析

が行われている｡

次節ではB.L.Al'tshulerらの予想 (5.12)を支持する論文 [48,49,50】の紹介をする｡

5.3 J.T.Chalkerらの結果

∫.T.Chalkerらの論文 [48,49,50]によると∑2統計量 (2.25)の振る舞いを決める鍵となる統

計量はSpect7Vlformfactor(2.21)である.ここでは∑2統計量､2-準位相関関数､Spectrtdfo7n
factorを次のように定義し直すⅠ｡

E2(N)-/_"N(N-r)Y2(r)dr･

Y2(r)-きくp(E･rA)p(E)ト 1･
K(i)-蔦e-ire/tHY2(r)dr･
A-& , p-(p(E)), tH≡芸 ･･Heisenberg時間

ここで前章まで用いられていたくn(L))-L(≫1)をN(≫1)に置き換え､系の大きさLとの混同

をさけた｡(5.15)をNで微分すると

響 -/_"iy2(r)dr, (5･18)

が得られる｡これに関する極限操作の順番を間違えると∑2統計量の振る舞いは大きく異なる｡まず

はNと転移点付近での状態数Ncと系の大きさLが有限のときの仝状態数.Vの間にはN<Nc≪.V
なる関係があることに注意する｡すなわち､系の大きさが有限のままではN1∞ にとることがで
きない｡したがって､極限操作はLJ∞ が先で､そのあとにNJ∞ とすることができる｡これに

より和則は

rJ2(r)dr-x, (0<x<1) (5･19)

となり､B.L.Al'tshulerらが予想したように∑2(1g)とXNとなる｡文献[46]で和則が(5.14)となっ

てしまったのは､まず先にN一∞ としたあとにLJ∞ としたためで､したがってdE2(斤)/dlgぅ0

で線形項は消えるという結論になってしまったのである【48]｡

xとSpect7Ⅶlfo7mfactorは次のように関係づけられる｡

x-Nil-J i-W響 -/_NJ 2(r)dr=tlL-oK(i)･ (5･20)

∑2統計量は転移点直上で∑2(舟)-xNに対し､Wigner-Dyson統計では∑2(N)～lnN,
(N≫1)､Poisson統計では∑2(N)-N,(N≫1)で与えられるので､xで見ればWigner-Dyson統
計はK-0に相当し､Poisson統計はx-1に相当することは明らかである.上式より､あとは

iここでの統計量の定義はこの分野での慣習が異なるため､2.1節で導入したものとは少し異なっている｡混同する
と間違った結果を導くことがあるので注意せよ｡
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転移点直上でK(i)がどうなるかを調べればよいのであるが､それをするためにはエわ レギー準位
統計をランダム行列理論ではなく､もっと違う角度から眺めてみる必要がある｡ ある意味それを

おこなったのが参考文献[49]である｡

不規則電子系の-ミルト-アン軌 -藍 +U(r)の固有値の統計性を一般的に調べるために
仮想時間入,Tを導入し､ハミルトニアンを

H(A)-Ho+AW(r), (5･21)

H(,)-HoI/:V(,l･r)dTI (5･22)

とパラメーター化する｡ここでU(r)､W(r)､V(T,r)はGauss型ホワイトノイズポテンシャルで

(U(r)U(r'))-&6(r-r')I
(W(r)W(r'))=V2LdS(r-r/).
(V(',r)V(T',r'))- V2LdS(T-T')6(r-r/).

(…):集団 (不純物)平均,

V:定数, tet:平均弾性散乱時間

である｡人と丁の間の関係は入2=丁で与えられる｡パラメーター化に伴い､エネルギー準位密度､

2-準位相関関数､Spectralfomnfactorを次のように再定義する｡

p(E,A)-去∑6(E-En(A)),n

Y2(r･隼 &(p(E･rA･～p(E,0)"

K(t･入)-蔦 e-i･t/tHY2(r,A)dr･

ここで(5.27)式において△は平均準位間隔△-(pLd)-1である｡また､En(入)はSchradinger方
程式H(A)やn(T,r)-En(T)やn(T,r)の固有値で車n(T,r)はその固有関数である.TIT+6Tに対す

る固有値の変化6En(T)≡En(T+ST)-En(T)を摂動論を用いて2次まで計算し､W(r)について
平均をとると次のようになる｡

cnm(T)

､V~n､'"W-､V''vmlnEn(TトEm(T)'
(SEn(T)SEm(T))W-(ST)2V2cn.A(T),

cn-(,)-Ld/ddrJOn(T･r)l214-(T,r)l2･

(SEn(,))W-(ST)V2∑

ここでH.に関する平均を(5.31)式に対してとり､エネルギー準位の差W-En-Emのみに依存
する関数に置き換える｡

(cnm(T))a.≡C(LJ)･

C(LJ)のFourier変換を次のように定義する.

(5･32)

C(i,-(嘉芋 cn･n･t(,,e-i'E n･Z-En't/A) -/A c(W,e-i-P (5･33,
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ここで∑ は仝エネルギー準位 (Femiエネルギーまで)についての和である.このC(i)6ま拡散
∫

運動する電子の再帰確率と関係づけられる｡i-0で原点付近V.～ld(I:平均自由行程)に占めら
れている波束を次のように表す｡

V(r,i)-ノ拓∑ 搬(0)やn(r)e-iEnt/A
n≦JV

ここで.Vはエネルギ一幅Eo-1/pVo≪EF内にある準位数をあらわす｡これより再帰確率p(i)-
(lV(r-0,i)l2)H.は次のように表される｡

p(i,-去(,pNCn7n･,e-i'En-E-'t'h)･ (5･34)

(5･33)式と(5･34)式はよく似ているが和のとり方が異なっている.ここで(5.33)式を考える｡lの

和について2つのエわ レギー準位の差が 卜臥 -En+LL≧Eoのとき､事実上､準位相関がなくなる｡

よって､W≧EoでC(u)-1となり､C(i)はt～0で 6-型の関数を含むことになる｡ しかし､この

6-型関数のことについて今はあまり考えないことにすると､p(i)とC(i)の間の関係は次のように
あらわされる｡

p(i)-27rhpC(i), t>0;

L:C(i,)dtl三 十去 /.1p(i/)dt,･
エネルギー準位密度のFourier変換を導入する｡

n(t･入)-Ld/_:仰 )e叫 -写e~iEn'Wh (5.37)

ここで (花(i,A)7e(t',A)).はパラメータ一入によらず､(78(i,A)78(t',A))-(7%(i,0)7a(t',0))である

とする. いま､人を十分小さいとして78(i,A)を展開すると､入2の項について次の形が得られる｡

2(7t(i,0)7t(t′,0))+(i(i,o)78(i/,0))+(78(i,0)i(i/,o))-0. (5.38)

k(t･o)--芸写Ene-1'E-tP,i(i,o)--書写(E'n-芸血2)e~t'E-i/a,(5･39)
良 -(nlWln), En-∑

771≠n
(nLWlm)[2
En-E,,1

(5.38)式について詳しく調べる｡ まず初項 (7i(i)7i(t'))はW(r)について平均をとると

(血E;+')w-v2cn.n.1より,

･h(i,i(i,,,-誓 6(榊 ,,(嘉 写cn･n･,e-i'En-E-'t/A)-誓幾 (5･40,

となる｡ 第2項はまずW(r)について平均をとると､(兎(i)78(i/))W-78(t')(兎(i))W となる｡ こ

こで(En)Wは

(En)W-V2Ld∑
l≠0

- 52 -

Cn,n+I
En-En+ll

(5･41)



量子系の準位統計理論とAnderson転移

であるが､cn,n+llcn,n.I(1-ei(En-En･Z)t/A)とすると､(兎(i))Wは次のようになる.

(78(i))W--
itv2
h

tv2
h2
;(=

1_ei(En-En+J)i/A

En-En+l

it

cn7n+l-盲cn･n

吉 e-iEnt/Ai:dt"ei'En-En･･'t"'hcn7n ･ l･

e-lent/hI

(5･42)

したがって､さらにHoについて平均をとると第2項は次のようになる｡

(兎(i)7a(t'))w

ニー争(川,,Ltdt"(冨cn･n･tei'En-En･Z't"/he-i'En-En･.サ

ニー去 憲 /.tat"(Ecn･n･lei'E--En･Z't''/he-i'En-En･- 'サ (5･43,

そして第3項目であるが､これはただtとt'を交換しただけで､上式と同じ結果が得られる｡ L

たがって-,これらを(5･38)式に代入して,

tp(i,≡Q(i,-/:dl,(吉 cn･n･Lei'En-En..'"he-i'En-En･-'"A) (5･44,

が得られる｡

最後にQ(i)がどうなるかを調べる.t〝ニト t/とお くとQ(i)は次のように分解できる｡

Q(t,-/:dt"/ddr(E裾 r,,21･n･,(r,.2ei'En･･-En't"/hei'E-･--En･Z'サ
-2/:dl"(韓 cn･n･,e-i'En-En･.'t"'h)(; e-i'En-En･-'t'h)･

ここで､Y2(r)-A(∑ 6(r△-En-En+m))より､SzNdralformfactorは
771

K(i,-(妄 e-i'En-En･-,牛憲6(i,,
と表されるが,第2項の∂一関数は無視することにする｡そして,

2/:dt"(去写 cn･n･te-i'En-En･Z't"/a)-2I:p(i",dt〟-4打hpL:a(i,,dt,,
より､

K(i)-(義) lp(i)

1+(打hp)-1I.Lp(t')dt''

(5.45)

(5･46)

が得られる｡

(5･46)式に具体的な再帰確率p(i)を代入することによりxを評価する[50]｡Anderson転移点
上で､波動関数は多重フラクタル構造を持つことが知られている｡もしこの多重フラクタル性を

無視し､系の中の電子がBrown 運動をしているとすると､再帰確率はp(i)～(Dt)~d/2-hp/tであ
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らわされる｡ここでβは拡散定数で､普通のBrown運動ではβ=const.であるが転移点上では

その異常な振る舞いから､拡散定数はD-D(i)～t~1+2/dのように時間依存性を持つ｡このp(i)

を式(5.46)に代入するとK(i)-0が得られ､x-oとなるOしたがって､系の中の電子がBrown
運動しているとすると金属相のものと同じになってしまう｡では､多重フラクタル性を考慮する

とどうなるであろうか?これにより再帰確率は

p(i)～V.-ワ′d(字)トワ′d, 甲≡d-D2･ (5･47)

であらわされる｡ここで82はフラクタル次元である｡これを式(5･46)に代入するとK(i)-,1/2d
となり､したがって､

x-芸, (5･48)

が得られる｡ この結果はd=2でダイアグラム計算や､繰り込み群などの計算結果と一致する｡

このxは数値計算でフラクタル次元を計算することにより評価されている｡ 例えば3次元の

Anderson模型に対して､D2-1.7土0.2と評価されている｡これよりx-0.22土0.03が得られる｡

また2次元の量子Hal1系ではx～0.1のようにとても小さいと評価されている｡

6 まとめ､今後の課題

我々は1体Green関数､2体連結Green関数､3体連結Green関数をGauss型の確率分布か

ら､レプリカ法とダイアグラム展開法を用いて計算した｡ いずれの結果も､解の解析性を仮定し

て計算した汎関数方程式の方法の結果[21,22]を再現することができた｡それは4.5節で述べた通

りである｡ しかし､我々が計算した2-準位長距離相関関数は81-82で発散するため実際の物理

系でどのように適用されるかはまだわかっていない｡2-準位長距離相関関数が実際の物理系でど

う観測されるかは今後の課題である｡

さらに今後､筆者が最も研究していきたいことは､第5章で紹介したAnderson転移点上での

エネルギー準位統計の理論的な解析である｡ 最近､行列模型を拡張し､その拡張された行列模型

に対する数学的な研究を行うことにより､Anderson転移点上での準位統計を理解する試みが少し

ずつ行われている[53]｡4.5節でも述べたように､ランダム行列理論の数学的な研究はAnderson

転移点直上での準位統計を理解するためにも非常に大切である｡今後､筆者もランダム行列理論

の数学的な研究をすることにより､Anderson転移点上での準位統計の理解を目指す｡また､∫.T.

Chalker達の研究を手本にして､ランダム行列理論とは異なる視点からエわレギー準位統計の考察

をおこない､エわレギー準位統計の完全な理解を目指す｡
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うございました｡また､日本大学理工学部物理学教室のみなさまに感謝いたします｡
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A ∑2統計量の導出

=2(L)≡((n (L)-L)2)- (n(L)2) -L2･

n(L,-引 .L6(- i,dl･

(n(L)2)を計算すると次のようになる｡

(n(L,2)-墓,引Ldwl/.Ldw2/dZ:1dc2･･･dcN6(wl-3i)6(W2-2!)･)
×PN(a:1,2:2,･･･,2!N),

-封 Ldwl/.Ldw2/dcldc2･-ゐN6(wl-Ci,6(W2-23･'

×PN(cl,C2,･･･,CN)

･引.Ldwl/.Ldw2/dZ!lda!2-dcNS(wl-a,i)6(W2I2:i)
×PN(2:1,2,2,･-,印),

-/.Ldwl/.Ldw2R2(-1･W2)IL･
上式より

･2(L)-LLdwIL.Ldw2R2(wl,-2)-L(L-1)･
(A.3)の右辺第一項について､変数wlとW2を

(rc==wi2(W-1W.lw2,,

と変換すると,次のようになる｡

/.Ldwl/.Ld-2R2(wl,W2,-/_OLdr/_L;idlR2(r,I/.Ldr/EL-妄dcR2(r,,
-/_oL(L･r)R2(r)drI/oL(L-r)R2(r)dr,
- 2/oL(L-r)R2(r)dr･
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ここで､r→ -rに対してR2(-r)-R2(r)であることを用いた｡R2(r)-1-Y2(r)より

L.Lawl/.Ldw2R2(wl･W2)-L2-2/oL(L-r)Y2(r)dr･

よって

･ 2(L)-L- 2f (L- r)Y2(r)dr･

また

Y2(r)-/_:K(i)e-i2-tat,
を用いると,

･2(L)-L-2rJ IK(i)I.Ldr(L-r)e-i2qrt,
-L-2LrJ tK(i)

上式の右辺第三項目について､

より

e-i2qLt- 1

-i2打l･21_:dtK(i)/.Ldrre-i2-i

Le-i2･7'Lt e-i2qLt - 1

drre-i2mt=JLJt= _
-i2汀t (i27rt)2 '

e-i2qLt_1

~ ~J-∞山､V' (i27rt)2

-L-2/.00 K(i)等 dt･

E2(L)-L-2J三K(i) dl,

ここ で,

L-2/.00謡 dt･
より

E2(L,-2/.加等 [トK(t,]dt･
よって,

･2(L)=((n(L)-L)2) - L-2/.L(L-r)Y2(r)dr,

- 2/.W車諾 【1-K(i,]dt･
ち △3統計量の導出

A3(L,- (T,iBP拍 N(2,-AI-B,2dC)･

I(̂･B, ≡ 呈/i
lN(2,)-Az,-B]2血.
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I(A,B)
1

i

1L

i

/ilN(a)-A2-B]2d2,
/_%%(N2(折 A282･B2-2AIN(a,-2BN(可 dCl

∫(A,β)を最小にするAとβは次のように決まる｡

∂∫(A,β)
∂A 誓 上

皇 2

232dC一言主
2 ー2/三 CN(I)血 -0･

A-芸か (I,dC･

讐 ㌍ -2B一言/iN(a,ゐ -0･

B-i/i%N(a,dc･
これより､

i
･3(L,-主/i%(N2(2,)dc一芸烏dcrfdy(cyN(a,N(y,,
一芸/_%%ゐ/idy(N(I,N(y,,･

N(2')を次のように表す.

･(小 童エ ∂(- i,dw～墓長6(- i,dw･

ここでL≫1とする｡これより(N(a)N(y))は次のように表される.

｡Ⅳ 〟

(N(I)N(y))-∑∑i-13'-1/+ 1/_y%dw2/ゐldc2･-dCN6(wl-2i)6(W2-23･)
×PN(ll,C2,･･･,&N),

-針 3%d-1/_y%dw2/ゐld12･-dcN3'wl-Ci'6'W2I13･'
×PN(ll,C2, - ,CN),
〟

+∑上 血l
F %awl/_yfdw2/dcld12･-dlN6(wl-1i)6(W2-1i)i=1
×PN(cl,C2, - ,才N),

-F%dwl/_yfdw2(6(wl-W2)I1lY2(wl-W2))･
ここで任意の関数f(W)に対して次の3つの公式 (詳しくは参考文献【3]を参照せよ)
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y.α
主2
主2

日川
場
ゐ
主2
主2

日
川場
tH"■hu
l /_Dfawl/_y%a-2f(W1--2)
-il(L-u)2(2L･u)I(u)du･L

2)･rfdlFfdwIFfdw2f(wl-W2)

-2f(L-u)2f(u)du･

3,･烏ゐ/_%%dyF%awl/_y%dw2Cyf(wl-W2,
-;/.L(L-u)3(L2I3Lu･u2)I(u)du･

を用いると△3統計量は次のようになる｡

･3(L,-主/_%%ゐF%d-IF%dw2{6(-i-W2,+1-Y2(-1-W2,}
L

一芸/_!%dcr%dyFfi-1/_y%a-2Cy{6(-1--2,.-Y2(-1- -2,}
yd
主2
主2

円
川場S
Id
主2
主rl=川嶋上が1

15L4

1
15L4

∫

℡
L一言dwILy%dw2(6(wl-W2)I1-Y2(-1-W2))I

/.L(L-r)3(2L2-9Lr-3r2)(6(r)I1-Y2(r))dr,

/.L(L-r)3(2L2I9Lr-3r2)(;6(r)-Y2(r))dr･L1
15 15L4

A I.L

よって､

/.L(L- r)3(2L2I9Lr-3r2)Y2(r)dr･

(L3-2L2,+,3)∑2(,)dr.

･3(L)-芸/oL(L3-2L2r･r3)E2(r)dr･

孟一品 /.L(L-r)3(2L2-9Lr-3r3)Y2(r)dr.

C 最近接準位間隔分布p(S)(Wigner分布)の導出

Ⅳ-2で(3.8)式は､

p2(El,E2)-妄exp(-

-妄exp仁

E12+E22
4V2
E12+ E22
4tJ2

である｡ ここでEl､E2をつぎのように変換する｡
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〈;
-(E2-El)/2V
=(E2+El)/2V

これより,

/dEldE2P2(El,E2)-妄2V2(2V)β/_:ゐrJylclβexp(-響 ),
-妄海 (2V)β+2/rIPexp(一言)血,

となる｡ ここで,

/r IPex｡(守)-蕊 ,

より,

/dEldE2P2(El･E2)-妄(2V)β+22β′2r(妄扉 呈 )-1,

Z-(2V)β･22P/2r(妄)r(pill)･

となるO ここでさらに変数2!､yを

(;:-;//2vv: 'S'0'7
のように変換し､P2(S,E,β)をつぎのように定義する.

/dEldE2P2(ElfE2)-/dsdBp2(S･E,p)7
p2(S･E,p)-妄2sPexp(憲)exp仁芸)･

(C.7)式を用いて平均準位間隔△を計算するとつぎのようになる｡

･-妄エexp(一芸)dE/_:S･2sPexp(憲)ds,
=23/2Vr(1十β/2)

r(iy)

ここで△-1と置き､(C.7)式をEについて積分したものをP(S)とあらわすと､

p(8)-妄J5=(2V)sPexp(憲),
2[r(1+β/2)]1十β

が得られる｡ したがって､

r(1+β/2)
r(# )

β-1:P(S)-芸sexp(学 )･
β-2:P(S)-芸82exp(一三S2)･
p-4:P(S)-S s4exp(-; 82)･
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