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量子非平衡定常ダイナミクスに対する計算物理的アプローチ

東京大学大学院工学系研究科物理工学専攻 湯川諭1

1 はじめに

熟平衡化過程と外力による非平衡化過程が競合しているような状況はきわめて頻繁に起こりえま

す｡また状況によっては､そのような競合下でのみ存在するような現象もたくさんあるでしょう｡こ

こでは､量子系におけるそのような競合状態に存在する物理現象を調べるための手法について考え

ましょう｡それらは､たとえば線形応答理論､散逸の効果を取り込んだ経路積分､熱浴変数を消去

したLiouville方程式などがあります｡これらの理論は互いに相補的であり､適用できる領域があり

ます｡例えば､線形応答理論は熱平衡状態からのずれが小さいときには現象をよく記述するでしょ

うし､経路積分を用いた方法は古典的な状況に近ければ取り扱いやすいでしょう.

注目している現象が熱平衡状態､古典的状況から非常に牡れたところで起き､また時間に依存し

たような外場が存在しているときは､熱浴変数を消去したLiouville方程式を使えば､解析的には姓

しいかもしれませんが､数値的には取り扱えるでしょう｡このサブゼミの主題は ｢計算物理｣とい

う事ですから､熱浴変数を消去したLiouville方程式を数値的に取り扱うことにします｡内容として

は､まず始めに計算すべき方程式を射影演算子法を用いて導出します｡この方程式が導出されれば､

あとは数値積分すればとりあえず何か計算結果が出ます｡次に､その連立一次微分方程式が与える

定常状態を考えましょう｡特に､周期外力に対する定常状態を求める方法を解説します｡敢後に､具

体的な応用例として ｢量子ラチェット系｣に適用した結果を示します0

2 射影演算子法

射影演算子法によって､基本となる方程式を導出しましょう｡始めに二三の定義をしておきます｡

まず､時間に依存した孤立系のハミルトニアンをH(t)としましょう｡この系は､時間に依存した外

力が働いている注目している系､熱浴を表す自由度が大きな系､それら二つの系の間の相互作用を

担う系と三つに分ける事ができます｡それらのハミルトニアンを順に､Hst,S(t)､HB､Hintと書き

ましょう｡全系の密度行列 cr(t)は次のようなLiouville方程式にしたがって時間発展します0

acr(t)
at --ilH(t),J(t)] (1)

三つのそれぞれのハミルトニアンに対応するLiouville演算子をiL:stJs(t)≡-(i/fL)lHst,S(t), 】､

仏nt≡-(i/fL)【Htnt, ]､iLB≡-(i/a)lHB, 】と定義して､さらに全系の時間発展を記述する
Liouville演算子をiL:(t)≡i(I:sys(t)+i:int十L:ち)としましょうOこのとき式 (1)は

acr(t)
1｢ -iL:(t)U(t)-i(i:sgs(t)+i:int十L:B)U(t)

となります｡注目している系の密度行列をp(t)と書いて､

(2)

p(t)≡TtBlu(t)],

というように､熱浴の自由度を消去した形で定義しましょう(nBは熱浴の自由度に対してトレース
を取ることを表しています｡これによってp(t)は注目している系のヒルベルト空間にのみ作用する
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事になります)｡また､熟浴は逆温度 βでの熱平衡状態にあると仮定します｡このとき､熱浴の密度

行列pBは

PB=
expト βHB) 1

=･T e
nBeXp(-βHB) ZB

-βHB

となります｡ZBは熱浴の分配関数です｡

さて､射影演算子PとQの作用を､全系のヒルベルト空間に作用する演算子fを通じて

Pf≡TtBlf]⑳pB, Q≡1-P

と定義しましょう｡ここでn B[f]という部分は注目している系のヒルベルト空間に作用する事にな

ります｡この射影演算子をつかえば､全系の密度行列と注目している系の密度行列に

7)cr(t)-p(t)@pB

という関係が成り立っている事がわかります｡さらに､熱浴が熟平衡状態にあるならば､

7)2-7), Q2-a, PQ-0, Q7'-0, ア 十 Q-1, PL:sgs(t)-i:st,S(t)γ,

7)LB-0,LB7)-0, QLsUS(t)-LsUS(t)Q, QLB-LB

(3)

などの関係式が成立します｡話を簡単にするために相互作用をあらわすLiouville演算子に7)i:int7)-0

という制限をつけておきましょうO これはハミルトニアンで書けばTrB[HintPB】-0と同等です｡

注目している系の密度行列が満たす方程式を求めましょう｡式 (2)を射影演算子を用いて二つに
分解すると

∂7)U(t)
∂t
aQcr(t)
at

-アtL:(t)Pop(t)+アtL:(t)Qcr(t),

-gil:(t)PcT(t)+QtL:(t)Qcr(t)

となります｡この下の方程式の-股解は､初期時刻toと時間順序積をあらわすT を用いて

- )-Texp(I.t｡gil(t,,dt′〉Qu(to)･I.t.TexpU;gil(t′)dt,)gil(T,Pg(T,dT
と書けます｡これを上の方程式に代入して､さらに密度行列の初期値を U(to)-p(to)⑳pBと仮定
すると,

等 1-ア- アUh,･Pi川 J.tJ exp(I;Qi- dt,)Q- ア巾 )dT

という方程式が得られます｡射影演算子の作用を関係式 (4)を用いて展開すると､方程式は

∂p(t)
at-tL:s甘S(t)p(t)

InB(iLtntI.to,exp〈J;(iLsgs(t′)･iLB･iQLint)dt′〉QiLintP(て)pB) (6,
となります｡この右辺の第一項は熱浴が存在していないときの密度行列の時間発展と同じですから､

第二項が熱浴との相互作用による影響を表しています｡今後この第二項を散逸項と呼び､式の中で

は(DT)と書く事にします｡

今までの取り扱いは､相互作用と初期値に制限がついていましたが厳密なものです｡ここからは熱

浴との結合が弱い場合を考えましょう(強い極限を考えると量子Langevin方程式が得られますが､それ
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はここでは取り扱いません)o弱結合を考えるために､相互作用のLiouville演算子をii:int一ieL:tnt

というようにパラメーターCを使って書き直しましょう｡あとで｡について展開します｡この時､散
逸項は

･DT)-TrB(ie2Lintltt.dTTexp〈JTt(iLsgs(t′,･iLB･ieQLtnt)dt/チQtLi-tP(て)pB)

となりますo 初期時刻をt0-0､また相互作用ハミルトニアンはHint-∑iH'I⑳乙jというよう
に､注目している系のヒルベルト空間に作用する部分､H'Iと熟浴のヒルベルト空間に作用している
部分乙うに分割できるとします｡次のような時間順序に並んだ演算子,

テ(t,T)-テexp(-iJTtHsgs(t′)dt′), デ恒 )-デ exp(去ITtHsvs(t′)dt′)
を定義し(チ,デ十はそれぞれ時間順序が右から左､左から右に並んでいる事を表します)､とうのハ
イゼンベルグ表示を

紬≡exp(去HBt)i,'exp(-去HBt)
とします｡また､任意の演算子Aに対し

A=t,T≡テ(t,T)AデI(t,T)

と書けば,散逸項はeの二次までで

･DT- S nB([与 H中 辛 Ht:t･Ttt(lt-て)),P(T):t･TpB･,)
と書けます｡積分変数の変換で｣t-Sを行い､トレースを実行すると

(7)

(8)

･DT,～i lotds∑ (【H,i岬 t-sp(t-S,･･t･t-S]町 Sト 【H,i･p(t-S):t･t-sHt:t,t-S]otjトS,)j,t

となります.ここでOit(S)は､演算子E,i(S)ととt(0)の相関関数であり､

o"(S)≡nB(pBeiHBS'hとje-iHBS'htt)

と定義されます｡

さて私たちはCが小さいと仮定したのですから､密度行列の時間発展方程式の形から､p(t)に対

する散逸項の影響の特徴的な時間が長くなる事が分かります｡また､十分に熱浴の大きさを大きく

すると相関関数Oit(S)の振舞いがデルタ閑数的になり､非常に早くゼロに収束する事が予想されま

す｡さらに時間に依存している外場の時間変化がゆっくりである事を仮定すれば､散逸項の積分で

1.チ(t,ト s)p(ト s)デI(t,ト s)一P(t)

2･テexp上皇JTtHsgs(t,)dt′〉-exp〈--iHsgs(t,JTtdt,〉
3･デexp〈拒 sgs(t′)dt′〉-exp〈-iHsys(t,ITtdt,)
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4･fds-『ds
というような近似を行うことができます｡この近似を便うと散逸項は

･DT)ニーSI.mdsE(lH,i,exp仁 去Hsgs(t,S〉Htexp(轟 (t,S)p(t,鶴 (S)

-lHi･p(t,exp仁 主Hsgs(t)S)Htexp〈去Hsgs(t,S),輔-S))
と書けます｡さらに相関関数の¢㌫(S)-¢tj(-S)という性質を使えば､

･DT,--錨 ds吉(lH,i･lexp仁 iHsgs(t中 exp〈-iHsgs(t)S),p(t)】】- (S)
･帖exp(一去H sgs(t,S)Htexp〈去Hsgs(t)S),p(t,,I,iI-Ot"S,)

というように書き換える事ができます｡K:(t)jt,Q(t)jtという二つの演算子を

K(t)it-I.ndsexp〈亮 Hsgs(t,S)Htexp(去- (t)S〉ReOjt(S),

g(t,5t-I.Wdscx p 仁 去H s-(t)S)H向 く去H LqULJt,S)In10 5" S,
と定義すると､最終的に密度行列p(t)に対する時間発展方程式は､弱結合の下で

∂p(t)
at
一志【Hsgs(t),p(t)ト細 【H,i,lK(t,- (t)】】+帖 g(t)- (t"･･)

となります｡

もし相互作用が完全に直積の形で書けるならば､すなわちHt," -HI⑳E,ならば方程式はさらに

簡単になり､

警 -一芸【Hsgs(t,,p(t)ト g (lHI-【K(t,･p(t,,･十も【HI,【g(t,,P(t,,･･)

となり､積分に含まれる二つの演算子は

K(t,-I.wdsexp(一芸Hsgs(t,S)HIeXp nS◎eR
lH
u
H
u
St′tS汀hS

H
･･-
一九

円

U

(10)

g(t)-I.ndsexp仁 志Hsgs(t)S)HIeXp〈去Hs-(t,S)lm ¢(S,

となります｡

3 周期的定常状態

この前のセクションで､時間に依存した外場がかかっている系の密度行列の熟浴による影響を考

慮した時間発展方程式を求めました｡もし時間に依存した外場が周期的に変動していたら時間発展

はどのようになるでしょうか｡古典的な振動子にエネルギーの散逸をつけて､外から強制的に周期

力を加える場合を考えると､量子系においても外力の周期と同じ周期をもつ定常的な時間発展を示
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すはずです｡もしそのような周期的な時間発展を示す密度行列が存在したら､その密度行列はどの

ようにして計算する事ができるのでしょう｡ここでは､そのような密度行列の求め方を考えます｡

密度行列の時間発展方程式は線形の方程式ですから､次のように書き直す事ができます｡

aplt)
∂t
-Ju(t)pit), (ll)

ここで plt)∈CN2はベクトル表示した密度行列であり､Nはハミルトニアンの次元です｡ また

Ju(t)∈C"2⑳"之は行列表示した散逸の効果を含むLiouvillc演算子ですO-棚 裾こ,u(t)は非対称
複素行列です｡式 (ll)の形式解は､

plt,-D(t,to)plto), ただし か(t,to)≡テ expJttoJu(t,,dt, (12)

と表すことができます｡

時間に依存した外場が周期的な場合を考えてみましょう｡周期をTとするとJu(t)-Ju(t十T)
が成立します｡この一周期分に対応する時間発展演算子をDとすると､

D≡D(to-to+T)-テexplTJu(t,)dt′ (13)

となります｡外力周期と同じ周期をもつ周期的な密度行列が存在すると言う事は､Dに最大固有値1

をもつ固有ベクトルが存在するという事に他なりません｡すなわち､周期的に定常な密度行列ベク

トル p-Sは

p-S-Dp-S (14)

を満たします｡

よって周期的な定常状態が存在するならば､一周期時間発展演算子の最大固有値 1に属する固有

ベクトルを求めれば､それが周期的な定常状態に対応します｡あとはそのベクトルを求めればいい

のですが､今の場合Dが非対称行列のため単なる対角化では求まりません｡そこで次のような手順

を踏みます｡まずDのSchur分解を考えます｡このときDを

Du=uT (15)

と分解できます｡u∈CNZ⑳N之はユニタリ行列､T∈CNZ⑳N之は対角成分が Dの固有値である複

素上三角行列です｡Uの列ベクトルをu- lu1,... ,uN2】と書き､複素上三角行列を

＼〕

●

'一

･

N

'

<

･.

0

(16)

と書けば､それぞれの uiは固有値 入tに属するSchurベクトルです｡今の場合最大固有値が 1です

から､複素上三角行列は

･-(Ⅰ."言))
というように､最大固有値の縮退度 M としてM xMの単位行列 IM ､M x(N2-帆)の複素行

列 A､(N2-帆)×(N2-帆)の複素上三角行列丁(1)を用いで分解できます｡縮退度 M は系の対

称性から決まります｡Schurベクトルは直交してますから､1番目からM番目のSchurベクトルが
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最大固有値 1に属する部分空間を張ることになります｡つまり周期的定常状態は1番目からM番目

のSchurベクトルの線形結合で書けるということです｡密度行列の初期状態はSchurベクトルの直

交性から

Nヱ
plo)-∑ aiuti=1

(17)

と分解できます｡対称行列ならば､この初期状態で最大固有値 1に属するSchurベクトルの成分の

みを考えればいいのですが､今は非対称行列ですからもう少し計算がいります｡

次のような行列 Zとその逆行列 Z~1

Z-(Iou Iニ ),Z-.-(Ⅰ.M INIX_帆) (18,
を考えましょう｡IM とINLMは添え字の次元を持つ単位行列､Xは次の条件を満たす複素行列で

す｡もしXが

-x+A+XT(1)-o (19)

という行列方程式を満たすとき(これはSylvester方程式と呼ばれています)､複素上三角行列Tは

Z,Z~1を使って､

zl z-(Io" T?.,)
というようにブロック対角化されます｡また

D-um I , T-Z[IM⑳T(l)】Z~1

ですから､時間発展演算子は

D=uZlIM⑳T(1)]Z11uI

と書く事ができます.さらに､Tt周期分の時間発展演算子は､行列Q-uZを使って

DTt-Q【IM⑳(T(1))Tt]Q-1

(20)

(21)

(22)

(23)

となり､複素上三角行列T(1)の対角成分の絶対値は1より小さいですから､Tt｣ ∞ の極限で(T(l))n
はゼロ行列になります｡したがって､_周期的な定常状態は

p-S- tim Dnp10)-QlIM◎O]Q~1p10)-u11一∞

＼
｣

つ▲

Hli_
d

･･･
Zd

′
LF

飢
u

X
o

M

o

I
層

相川U

と書けます｡Xの行ベクトルをX=t(tX-1,tX-2,… ,tX-帆)とし､ベクトルcL～をcL-±t(ctM+1,CM.2,- ,CLNヱ)
と定義すると､

ctl+tX-1･a-
cL2+tX-2ICL-

p-S-uctM+tX-帆Iu-
0

･･･
0

帆

-∑ (C3+tX-ラ･弼5-1
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と書く事ができます｡もし行列Juが対称ならば､行列Dも対称となり､Sylvester方程式 (19)の

解がゼロ行列になりますoその時は､定常状態は∑,Y=.G両 となります0

4 量子ラチェット系への応用

ここでは量子ラチェット系に適用した結果を紹介します｡ラチェット系とは､空間反転対称性を

局所的に破っているようなポテンシャル (非対称周期ポテンシャル)が存在している粒子系であり､

全体的に見ると平均してポテンシャルの勾配はありません｡そのような系が熱浴に接しているとき､

粒子は局所的なポテ.ンシャルの勾配に応じた熱平衡状態になっているだけで､古典的には速度分布

はマクスウェル分布をしています｡この時､正味の粒子の流れは存在しません｡同じように量子系

でも正味の流れは存在しません｡しかし､このような系にさらに外力を加えると､たとえその外力

が方向性を持っていなくとも､粒子の正味の流れが発生するという事が知られています｡このよう

な流れは､外力による非平衡化と熱浴による熱平衡化の競合から発生します｡

量子系でそのような競合状態にカレントが発生するかどうか調べてみましょう｡まずハミルトニ

アンを定義します｡ここでは､計算の手間を省くために次のようなものとしましょう｡

H(t)-Hsgs(t)+eHint+HB,

Hsgs(t)-∑ (ln)(n+1トロn)(Tt一川+∑ (Vnm｡dL一㌦(t))tTl)佃iil ill

H i,､t-eHI⑳と,

HB-∑fLWα
α (ctaaa･主)

H(t)は全系のハミルトニアンであり､Hsgs(t)は非対称周期ポテンシャルVTtm｡dLを持つラチェッ

ト系です｡エネルギーの単位を1にとっています｡HBは調和振動子の集団として記述されている熱

浴です｡相互作用を

HI-∑ (In)(n+ll+lTt)(n-1E),
Tt

と-∑(aa+症)
α

とします｡この形はあまり物理的ではないのですが､現象の本質はこれで捕らえる事ができます｡外

力として周期Tでポテンシャルが対称的にオンオフされるような物を考えましょう｡式で書けば

fn(t)-VTtm.aNe)(T/2ItmOdT)

となります｡熱浴のモードの分布のモデルとして､分布関数 1(W)-TIWeXp(一入W)というモデルを

取ると､モードの和がこの分布関数を使った積分に置き換わります｡この時､散逸の効果を表す演

寡子 K(t),g(t)は､指数積分の級数として解析的に計算する事ができます｡

ラチェット系で興味のあるのはカレントの期待値ですから､カレント演算子を定義しましょう｡

密度行列のサイト表示の対角成分の時間変化から局所的なカレントを定義する事ができます｡それ

は演算子として

了n(t)≡rn･宕(-乱 K(t)】硝 ･g(t)]･) (27)

となります｡7Pnは相互作用がないときのカレント演算子であり､7Pn≡(i/a)(In - 1)(nl-ln)(Tt-1i)
です｡実際には､上のカレント演算子のすべてのサイトで和をとったものを全カレント演算子として

-498-



｢第43回 物性若手夏の学校｣

定義し､密度行列との積のトレースで期待値を計算します｡非対称周期ポテンシャルが小さいとし

て､線形応答理論を適用すると､全カレント演算子は非摂動ハミルトニアンの保存量ですから､線

形応答の範囲内でカレントは存在しません｡したがって､もしカレントが存在すればそれは非線形

効果で現れた事になります｡

実際の計算結果を一つだけ示します(Figure1)｡カレントの時系列を計算すると､密度行列は周

期的な定常状態に(初期状態にほとんど依存なく)収束します｡その収束した周期的な状態でカレン

トを計算した結果をプロットしました｡横軸に熱浴の逆温度､縦軸に一周期あたりのカレント(に比

例する量)をとっています｡それぞれのプロットの中に書いてあるのは外力の周期です｡どのような

周期に対しても､カレントは高温でゼロ､低温で有限の億を取っている事がわかります｡高温でゼロ

になるのは､ポテンシャルの非対称性が見えなくなるからです｡カレントの低温での振舞いは温度

に比例します｡カレントが低温で有限に残り､さらにその向きが周期によって違うというのは､古

典系では見られなかった結果です｡また､特定の周期によっては､熱浴の温度によってカレントの

向きが逆転する現象も見られます｡さらに現象を調べた結果､このカレントの発生には､量子力学

的なエネルギー固有値から決まる振動数と外力周期による共鳴が本質的であることがわかりました｡

5 さいごに

ここまでで､ある系のハミルトニアンと､熱浴のハミルトニアン､それらの間の相互作用ハミルト

ニアンが与えられていれば､その定常状態を何とか求める事ができるようになったでしょう(なって

ないかもしれませんが)｡サブゼミの主題である ｢計算物理｣という観点から見れば､私自身職人芸

的プログラミングをしない所為なのですが､少し醒れた話になってしまったかもしれません｡その

点はご了泰ください｡最後に､このような話を話す機会を与えて下さいました夏の学校準備局の皆

様､サブゼミ担当の宮島司さんどうもありがとうございました｡
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Figure1:カレントの温度､外力周期依存性
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