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セルオートマトンの漸近挙動

行木 孝夫

セルオートマトンとは空間 ･時間 ･状態の全てが離散値をとる力学系である｡1950年代に自己

組織系のモデルとしてノイマンによって導入され､1980年代にはウォルフラムらによって力学系

的な視点からその挙動の分類が提唱された｡近年は離散化した保存系のモデルとしても注目され

ている｡

力学系としてセルオートマトンの挙動を見ると､アトラクタへ落ち込むまでの遷移的な状態に

多様性が見られるようである｡私はこれをエルゴ-ド理論の観点から解析している｡

状態空間として､有限集合 Aの無限直積空間X=AZD をとる｡ 連続写像 T:Xー Xが次を

満たす時､セルオートマトン(CA)とよぶことにする｡

A⊂ZDを与えられた有限格子､fをAからAへの写像とする｡ 任意のx∈X につ

いて一様に(TX)i-I(xi+i;j∈A)となる｡

すなわち､CAは空間的に一様な規則 Jで時間発展を決める格子上の力学系である｡ 一次元系

D-1でA-iO,1)とLITを(,I)i- Xi-1+xi+lmOd2とすれば､簡単な例となるo

xo-AZとおき､xn-∩芸=1Tkxoを考えよう.xnはランダムな初期配置からTのnステッ

プ作用後に許容される配置の全体であり､各nについてシフト不変集合となる.

エントロピーの時間発展を､l/-P｡'-1として hp- huで定義する｡ つまり､エントロピー

は格子上の確率測度の時間発展を反映するものと考える｡このとき､エントロピーの時間発展 (減

少皮)について､

hiL(Xn+1,g)≦hu(Xn,0-)+
⊥

hddu.

ここで､d(W)-#fl-wT(W)は単語Wの多重度といい､flwl(W)6まWを像にもつ単語の全体を表す｡

d(W)の指数関数的な発散のレートは次の極限であり､

hd(y)-nli-J ogd(wn(y)) (1)

これはU-a.C.で存在する｡ また､確率測度として配位空間の平衡状態を与えるGibbs測度をと

れば､この不等式の等号が成立する｡

この結果はシフトの測度論的エントロピーという熱力学的な量のの時間変化が局所的

な規則 Jによって決まることを示している｡

また､別の熱力学的な量である位相圧力 (自由エネルギー)P(V,Xn)については不変集合を適

切に定義するとその安定性に依存して収束のrateが決まることがわかっている｡ 現在､それぞれ

o(e-nc),o(e-vac),o(n-1C)(Cは定数)という挙動を示す例が構成できている｡
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このrateが遅いほど､数値実験で見ることのできる軌道は複雑な構造が長 く碓持されるように

観測される｡ その時間は上記のrateによって決まるものであるから､Jという局所的な規則が不

変集合の安定性という幾何的な量を通じて自由エネルギーの時間変化を定めているといえる｡

1 準備

有限集合Aの無限直積空間X=AZDをとる｡連続写像T:Xー Xが次を満たす時､セルオー

トマトン(CA)とよぶ｡

定義 1.1A⊂ZDを与えられた有限格子､fをAからAへの写像とする｡ 任意のx∈Xについ

て一様に(TX)i-I(xi+i;i∈A)となる.

すなわち､CAは空間的に-様な規則 fで時間発展を決める格子上の力学系である｡一次元系

D-1でA-(0,1)とL Tを(TX)i- Kill+ xi+1mOd2とすれば､簡単な例となる. コンウェ

イの LIFEをはじめ､個々の規則については様々なものが提唱され､研究されてきた｡ 系統的な

数値実験としてはウォルフラムが有名である｡

以下ではCAの挙動を格子上の平行移動 (シフト)と関連付けて調べる手段を紹介する｡ 定義 1.1

はCAの直接的な定義であるが､次の定義はこれと同値である｡

定義 1.2AZD上の連続写像 Tが各方向のシフトC'i,(i-1,･･･,D)と可換となるとき､cAと

よぶ｡

シフトとの可換性を利用することで､数値実験で見られる挙動の性質をエルゴ-ド理論の立場か

ら捉えることができる｡ 今後は全て一次元格子上で考える｡

2 シフトの熱力学的量とCAのダイナミクス

2.1 エントロピーの減少率

xo-AZとおき､xn-∩芸=1Tkxoを考えよう｡xnはランダムな初期配置からT のnステッ

プ作用後に許容される配置の全体であり､各nについてシフト不変集合となる｡

エントロピーの時間発展を､I/-FL｡T-1としてhp- huで定義するOつまり､エントロピーは

格子上の確率測度の時間発展を反映するものと考えるO まず､エントロピーの定義をあたえよう｡

定義 2.1pをシフト不変集合x⊂xo上のシフト不変確率測度とする｡ エントロピーhpは

nli-; 三 ∑ plal,-,an]logplal,-,an]
al,･･･,an∈A

と定義する.ここで､とal,･･･,an]-'(x-(xi)i∈Z∈AZ;3:1-al,･.I,Xn-an)であり､iLla_n,-,an]

は単語a_n,- ,anの出現確率を表す｡
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このとき､エントロピーの時間発展 (減少度)について､

hp(Xn+1,C,)≦hv(Xn,cr)+
/xn

hddL,.

ここで､d(W)-#瑞 (W)は単語Wの多重度といい､flwf(W)はWを像にもつ単語の全体を表すo

a(W)の指数関数的な発散のレートは次の極限であり､

hd(y)=lim 土logd(wn(y)) (2)
nー∞n

これはU-a.C.で存在する. また､確率測度として配位空間の平衡状態を与えるGibbs測度をと

れば､この不等式の等号が成立する.AZ上のGibbs測度とは､AZ上の連続関数U(I)を決めた

時にP,C1,C2>0として

C1≦ p(lxo･-xm-1】)

exp(一mp-∑㌫ 1U(Jix))

≦ C2

となるものである｡ ここで (gx)i- Xj+1は平行移動を表す写像であり､Gibbs測度はポテンシャ

ル関数 Uによる歪みのもとで-様な単語の出現確率を表している｡

以上はシフトの測度論的エントロピーの時間変化に関する議論であり､個別の規則 Jに関わら

ず成立するものであった｡

2.2 不変集合 とワードエン トロピーの減少率

もう少し規則に条件をつけて議論を続ける｡ 次の条件を満たすシフト不変かつ丁不変集合yを

単に不変集合と画 王う｡

1.yに丁を制限すると恒等写像になると仮定する｡

2.x∈Yに対して任意の有限な摂動7を加えても､有限の Nが存在してTn7X∈Y となる｡

3.上の摂動の幅をW(73)とすると､W(TX)>W(TTX)

不変集合の安定性を示す指標を定義しよう｡

定義 2.2rを有限摂動全体とし､r,rl,r2を以下で定義する｡

r(n,x)-7∈r,T(lTnr)=n(N;TN(γE)EY)

rl(n) -Supr(n,X)
37∈Y

r2(n)=li普r(n ,x)

シフトのワ-ドエントロピ-

h(X)-nli-u 三log#W(X,n)
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について､rl(n)とr2(n)とが高々定数倍しか異ならない場合､h(Xn)- h(X∞)はOに収束する

が､その収束のrateは不変集合の安定性γによって決まると思われる｡

現在､それぞれ 0(e-nC),o(e-V7tC),o(n-1C)(Cは定数)という挙動を示す例が構成できて

いる｡これは､Vを有限座標のみに依存する関数とした場合に､ワードエントロピーのかわりに

位相圧力 (自由エネルギー)P(V,Xn)をとっても成 り立っている｡

このrateが遅いほど､数値実験で見ることのできる軌道は複雑な構造が長く維持されるように

観測される｡ つまり､局在化した軌道が長 く維持されるので､ウォルフラムの提唱したクラス4

の一面をとりだしていると予想している｡
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