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森公式における解析解

森公式 [1】とは､po≡[(0,AI)(A,AI)~1】Aで定義される射影演算子 Pを用いて､運動

方程式 (今は､Heisenberg方程式)を統計力学の礎である generalizedLangevin方程式

(GLE)に変形する変換公式であるが､変換後のGLEをそう呼んでいる｡演算子A(i)-

eiHt/hAe-iHt/A,A-A(0)に対する森公式は次の通り｡

孟A(i)-ilH,A(i)]-≡iLA(i)- -/.tpA(i-β)A(S)ds+fA(i) (1)
但し､今は内積にカノニカル相関(B(i),C)≡β-1I.P(B(i-ihA)C)d入-(B(i))(CI)をとる｡

系に内在した揺らぎん(i)≡ e(トP)iLtfA,fA-A≡iLAがHeisenberg方程式とは異なる時

間発展をするため､fA(i)の記憶関数pA(i)-(fA(i),fi)(A,AI)-1-(27Ti)-1JdzeztgA(I)

については森による連分数解 [2]が知られていた｡

申A(I)-

I+-･

静的な量 △ n≡(fn,fl)(fn_1,jLl)-1は､fo-A､△｡-0として､隣接三項間漸化式

fn+1- iLfn+△nfn_1[3]を用いて表現できる｡

一方､(2)と等価なclosed-form解 [4,5]が､松原振動数をwn-2n7TTとする温度グリー

ン関数xA(iLJn)-Vl1/oPdTeiwnT(-)くT,AI(T)A(0))を解析接続して得られる､遅延応答関

数xAA(W+)≡XIAA(W')+ix'iA(W+)を用いて次のように与えられる｡

申A(-iLJ十)-
-4,AトiLJ十)

1 -車A(-iw')iw+
,山上iw十)--lw]-1XAA(W'ii-W.X･4A(0+) (3)

但し､W+_-lime一｡+(W+ie),【W]≡β(A,AI)/V ニ ーxIA(0'),Vは系の体積である｡

くfA(i))-0を満たす､揺らぎの内積で表現できている記憶関数は､一般化された揺動散逸

定理を記述しており､線形応答理論に基づく緩和関数≡(i)-(A(i),AI)(A,AI)11と次の関

係をもつ｡

=A(I)-
I+牢A(I)
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連分数解 (2)の応用 :高温極限におけるS-1/2交替鎖の動力学

緩和関数 ≡(tHまT-∞ において自己相関関数 (A(i)AI)-Tr(1A(i)Al)/Tr(1)に収束す

る｡S-1/2交替鎖における､ある格子点Jにあるspin-pairのZ成分､A-S,1,1十S,7,2の自
己相関関数を計算する｡系のハミルトニアンを

H - ∑Si,1Si,2 I α∑SiTl,2Si,1 (5)
I I

と書く｡添字1,2は格子点にある左右のスピンを表わす｡先の漸化式を用いると､T-∞

ではαの奇数次の寄与はなく､△1-α2/2,△2-1+α2/2,△3-(3/4)(4+3α2)/(2+α2)で
ある｡

(A) α2≪ 1の時,

･4-芸+芸 α2,△5-1+芸 α2,△6-等 α2, △ 7-芸 ,△n≧8-0(1) (6)

0.02 0.04 0.06 0.08 0.5 1 1.5 2

/
≡A(-iw+)asafunctionofwatT-∞for回 -0.05

_/
となり､(4)を用いて≡A(-iw+)には､上図に示す通り､原点中心の散乱peak上に､ILJfと

桓/2l,1,2が中心の散乱peakが出現する｡これは､α-Oで(5)の保存量であったAによ

る≡iトiw')-6(W)がαの増加で幅をもつと同時に､(△n)における△6の急激な落ち込み

が3つのpeaksを生んだと解析できる｡(局 を見れば､格子点jが仮想的に得たエネルギー

が､2格子点(仁 1,i),(i,i+1)､3格子点(仁 2,i-1,i),(i-1,i,i+1),(i,i+1,i+2)

内におけるsingleordoublesinglet-tripletの励起に費やされていることが理解できる｡半

値幅 ～-]αLは△n≧8-△7の近似により生じるo

(B) α2≫ 1の時には,

･4- 言α2.等 △ n≧5-0(α2) (7)

となり､≡iトiLJ十)には､回 叫 Ialが中心の散乱 peak(半値幅 可 1/αlは △n≧5-△4

の近似により生じる｡)が同程度の強度で出現する｡

(A)､(B)共に､(△n)の振る舞いに､ある次数 ll(A)でl-6,(B)でl-3】で一時的

な鋭い減少が見られる｡こうした△∫-o様の傾向が､-様なスピン鎖にない､交替鎖の

特徴であり､上述のHeisenberg模型に限らず､XY模型やIsing模型でも､A-S,1,1+S,1,2

の動力学に見出される｡
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closcd-form 解 (3)の応用 :T=0の2-バンド電子系における電流演算子の量子揺らぎ

(1)中の揺らぎん(i)の性質を調べるために､(3)の記憶関数を計算するo相互作用のない2-

バンド電子系における､正電荷をCとした電流演算子 J-(e/A)∑kql∇kt(k)pLdkq+h.C.]
の運動を追う｡銅と酸素が作る模型は

H-ed∑ dlqdiq+ep∑ pLpkq+NL-1/2∑(e-ik'Rit(k)pLdiq+h･C･) (8)iq kq ikq

で表わされ､plkq及びdfq-NL-1/2∑ke-ik･RidとUは02pq結合軌道､cu3dx2_y｡のワニエ

軌道におけるホールの生成演算子､i(k)≡[W(k)]1/2は格子間隔a､最隣接遷移積分tdpを用

いて書ける｡0及びcuの化学ポテンシャルから測定したエネルギーレベルがep､edで､バ

ンドギャップは △≡ep-edであるo対角化された(8)､H-∑kq7=土ET(k)aとqTakq,は､分

散 ET(k)≡(1/2)[ep+ed+TJA2+4W(k)]を持ち､△7(k)-[(E,(k)-Ed)2+W(k)]1/2

として､克 ,-[(ET(kト ed)/△7(k)]ptq+lt(k)/△7(k)]dとUである｡したがって､(3)に必
要な非保存成分はバンド間成分のみで記述できる｡

j-jinter-錆 F(k)lE･(k)-E-(k)](i-aL akq-+h･C･) (9)

但し､F(k)-(1/2)∑叩=土[△n(k)/△-叩(k)]∇kEn(k)である｡

T-0で化学ポテンシャルが E_(k)内にあるとき､系の特徴的なエネルギーは LJ_≡

E+(kF)-ed+epとW+≡Eiop-Etot- [△2+4wd]1/2間にある｡但し､dを系の次元

として､wd≡(2tdp)2dである｡d-2でt(k)-2tdpal(kx2+ky2)/27r]1/2の模型をとると､

h=e=a=1の単位系で､T=0における記憶関数は次式で与えられる｡

pJ(i)-芸/:' dw coswl△2
4WJW2W2

[4W2PJ(LJ)]2+A4
0(回) (10)

ここで､4W2PJ(W)≡4WJW2u-(△2/7T)F(LJ)･WJW2≡2Eped/7TLJ-+(△2/27r)(W二llLJ+-1)､

F(LJ)≡logL(W十-W)(W_+W)/(LU++W)("｣-W)I､そして､0(LLJl)≡0(Iwl-W_)0(W+一回)

である｡(10)の数値計算 [5】は､特徴的時間がto≡LJI1で､i5toではpA(i)-PA(0+)∝-t2.

i>>t｡ではt~1の包絡線を示している｡(9)のバンド間遷移は外場による励起ではなく､自

発的は遷移をあらわし､スペクトルは(10)の0(回)によって制限される｡したがって､こ

の揺らぎは白色の Langevinforceとは異なり､記憶関数が時間のべきで特徴付けられる､

自発的に強く色づいた揺らぎであると結論できる｡同様の振る舞いは成分別の粒子数演算

子Nd-∑kqdtkqdkq,Np-∑kqPtkqPkqに対する揺らぎついても見出されているo
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