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1 流体系と統計力学

複雑な定常状態にある流体系の構造を､統計力学的な手法で調べようとす

る試みは古 くから続けられている｡ しかし､今のところ､大きな成功をおさ

めているとはいい難い｡なぜだろうか?

例えば､ナビエストークス乱流を扱う時には､一様等方な系に発達 したど

の方向にも並進対称な乱流場を対象とする｡ 一方､流体系にとって境界条件

は､移流非線形項とともに重要な要素である｡ このため､一様等方な状況か

らのアナロジーだけでは捉え切れない部分があるのではないだろうか?それ

ならば､一般の形の領域についての統計理論を構成してみればうまくゆくの

ではないだろうか?実はこれまで､一般の領域での流体の統計理論を構成す

るために必要な状態空間 (位相空間)が見つからなかったために､これは試

みられてこなかった｡

筆者は､吉田善幸 (東大工)､RicllardJordall(Michigall大数学)ととも

に､一般の領域でのある種の流体の運動を統計力学的に扱うことのできる状

態空間を発見し､自己組織化 したプラズマの構造など-の応用を試みた｡以

下で簡単に紹介しよう｡ 詳細､実際の応用については､参考文献 抑 【2】を参

照されたい.0

2 流体系の状態空間と不変測度

ある定常状態の統計理論を構成するためには､力学的な性質として

●系の状態の集合である状態空間

●系の運動方程式の不変測度

●定常状態を特徴付ける保存量 ･状態量

が必要となる｡ 保存量 ･状態量は､注目する状態の巨視的な性質から選ぶ必

要がある｡ ここでは､状態空間と不変測度とを扱 う｡

流体系の運動状態は､ベクトル場によって指定される｡ 領域に閉じ込めら

れた湧き出しのないベクトル場は､ベクトル演算子ローテーション(rot,)の固

有ベクトル場で展開すると便利である｡ つまり､考えている領域を57として､

f?の中で rof,p-iニスip-i, divp-i-0, f2の表面で p-i･元-0 (1)
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なる rntの固有ベクトル場を考える｡ このような固有関数は連続個ではなく

可算個であることがわかる｡ 0に閉じ込められた湧き出しのないベクトル場

ウは､卯 こよってウニ∑iCip-iと展開できることが示されている｡ 卯 ま､L2

内積で正規直交完全系をなすようにとれる｡

オイラー方程式に従う非粘性非圧縮の流体の速度場を¢とし､系内に湧き

出しがないとする｡ この時､ウニ∑iCip-iと展開できる｡ さらに､この展開係

数のルベーグ測度 dJu-nidciが､オイラー方程式∂t,¢+(¢･grad)¢-
p- gradpの不変速度であることがわかる｡

また､理想電磁流体の磁場をB-､流れの速度場を¢とすると､i-∑ ibip-i､

ウニ∑iC滴 と展開できる｡ さらに､この展開係数のルベーグ測度dJu-ni

dbin idciが､理想 MHD方程式

- -◆
∂tB--rot(VxB),∂+,¢+(¢･grad)V=(rot,B-)×B-一gradp (2)

の不変測度であることがわかる｡

3 自己組織化 したプラズマの統計力学

プラズマを領域Oに閉じ込め､適当な初期状態から放置する｡ すると､プ

ラズマは自己組織化 しゆく｡ 電気抵抗が小さいプラズマの場合､初期条件か

らまず急激な緩和 し､その後 しばらく定常状態に留まる｡ この定常状態がど

ういう構造を記述する統計力学を考えよう｡ 全節 (2)の理想 MHD方程式を

運動方程式として使 う｡

粒子の流れが磁場と比べて軽視できるようなプラズマの場合 (太陽コロナ

や宇宙論的なプラズマ)､流れウを無視 して磁場B-のみを扱ってよいだろう｡

巨視的な保存量として､磁場のエネルギーE-JnB2dx-と磁場のヘリシティ

H-JnB-･A-dxTを扱う｡ ここで､Alまベクトルポテンシャルである｡ 全節の

相空間､不変測度を使って統計分布を作ろう｡ 磁場Bを､rot,の固有ベクトル

場で展開してこ i/

B--∑cip-i+∑ a,.A-Jj (3)
t j=1

-●
と書 く｡ ここで､A,jlま固有値入-0となる固有ベクトル場､すなわち､コホ

モロジー場である｡ i,は領域Oの第-ベッチ数を表す｡和 ま､固有値が0でな
-

い固有ベクトル場である｡ rot9-i-hjなるベクトル場9-Jをつかって､B-のベ

クトルポテンシャルは､

Jノ

Aに ∑ 岩糾 ∑ 痛 (4)
i ～ j=1

と書き表される｡ ここで､鋸 ま¢it直交 しているとは限らないことに注意さ

れたいo内積△i.,･-(¢i,9-,I)は､コホモロジーと各モードをヘリシティーを
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通 して結び付ける係数の役割を果たす｡Li-∑.:;=1FjAi.jを､コホモロジー

係数と呼ぶ｡また､力学変数はci､Fjであるが､項 ま運動方程式と境界条件

とから不変であることがわかる｡ エれ レギー､ヘ リシティーは､

E-∑cZ+∑珠 方-∑宕+∑LjFj (5,i j ･i∫i
と書き表される｡

統計分布を作るに際して､エントロピーを選択する必要がある｡ プラズマ

の場合､部分系の統計的記述がどの程度可能か明らかではないため､一般に

はレニエントロピーを使 う必要がある｡ が､ここでは簡単のため､シャノン

エントロピーを仮定する｡ すると､分布は

expトβ(E-1H)]d･u-IIpi(ci)dciPi(ci)-I

となる｡ ここで､

ct'-
lAiLi

2(li-A)

expl-p(1-;)(ci-C'i')2],
(6)

(7)

とした｡この分布関数から､領域の種数が 1以上でコホモロジー磁場がある

場合､各モードは0ではない平均値

<ci>-CTをとることがわかる｡

この古典統計では､黒体輯射の場合のレ-リー ･ジーンズの発散 (紫外発

敬)と同様の発散があり､エネルギーやヘリシティは収束 しない｡何らかの

方法でこの発散を除 く必要がある｡

係数 ciを量子化することにより収束させることが考えられる【1】｡ ciがボ

ゾンとなるとし､線形分散を仮定するとして得られるボーズアインシュタイ

ン統計から､エネルギー､ヘリシティ､およびヘリシティのゆらぎの空間波

数 た依存性が､それぞれ､1/k2,1/k2,1/た1 と予想される

また､ミクロカノニカルアンサンブルとして収束させることもできる【21｡
この場合は､流れ場¢も含めて理想 MHD方程式を扱うことが可能である｡ す

ると､系の仝エネルギーは､流れ場の分も加えてE-Is7(B2+V2)/2d･TTとな

る｡さらに､磁場と流れ場のクロスヘ リシティ-K-JoB-･Vd･TTも巨視的

な保存量 としてつかう｡ このミクロカノニカル理論からは､巨視的な状態が

6(E-(H-EK)-0から決まること､コホモロジー場があると粒子の巨視

的な流れが生 じること (定量的な関係も含めて)などが予想される｡

4 最後に

ここで扱った状態空間は､運動方程式の不変測度を与えるとともに運動領

域の形状を自然に反映しているという特徴がある｡ 今後､さまざまな流体系

ー 63 4 -



｢統計物理の展望｣

への応用が期待 される｡ プラズマの統計力学 として､ここに述べたどういう

場合にどの理論が妥当なのかは､各理論からの予想の当否を実験によって検

証することにより決定できるであろう｡
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