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相転移を起こす系の転移の次数を決めることは重要であるが,系が 1次転移 と2次転移

の境界近傍にあるときには一般にこれは難しい問題 となる.したがって 1次相転移系のこの

境界近傍での振舞いを明らかにしておくことは意義深いことである.2次元 q-StatePotts

模型はこの問題を考える上で格好の材料を与えてくれる.この系については q>4で1次

相転移,q≦4で2次相転移であることが知られているからである.すなわちこの系の転

移点 β-Pi上での潜熱や相関距離は厳密に解かれてお り,これ らの量は q>4で有限で

q十 4+の極限で前者はゼロになり後者は発散する･

さて,Bhattacharya達 伸 まエネルギー ･キュムラン トF(n)-dnF(β)/dβn(F(β):自

由エネルギー)について以下のような重要な仮説を提示した･まず,q≦4での2次相転移

の場合 qを固定すると,β1βtで相関距離はEとFLlβ-βtP (q)また比熱に比例する F(2)

はF(2)と刃β-βfl~α(q)と発散 し,F(2)とEの間に,F(2)ctAEα(q)/V(q),特に 1次転移 との

境界の q-4では α(q)/i/(q)-1なので,

F(2)とAE. (1)

が成 り立つことはよく知られている.Bhattacharya達の仮説は, q>4での 1次相転移点

上をq14+と動いたときにも,F(2)と Eの間のこの関係 (1)が成 り立つとい うものだ･

彼 らは n≧3の F(n)についても相関距離との間に同様の関係が成 り立つことを予測 してい

る･q>4ではパラメータ 0を 2coshO≡､膏で定義 して(q→4+のとき 0竺 /ヽ有~二巧/2),

さらに x≡exp(蛋)と置くと,厳密解からβ-βi,q→4十でE- /8諺 と振舞 うこと

が知 られているので,Bhatacharya達の仮説は, β-βi,qう 4+でのF(n)の漸近的振舞

いとして,

F(n)と BCn-2
r(和一4/3)

r(2/3)
I喜n-2 (2)

を予言する(B,C は定数)･Bhattacharya達はさらに F(n)(n≦6)の 1arge-q展開を 2-

1/vQ について 10次まで求め,上記 (2)の漸近的振舞いを仮定して Pad6解析を行いF(n)

の値を求めた結果,q>～7で数値シミュレーションや高温展開 ･低温展開の結果より1桁

以上精度の高い値を出すことができた.このことは上記の仮説が正 しいことを強く示唆 し

ているが,残念ながら1arge-q展開の 10次まででは q<～7での収飯が悪く,qう 4+の漸

近的振舞いについて上記仮説の当否を判定するには不十分であった.

そこで我々は F(n) (n≦6)の large-q展開を有限格子法を用いて=-1/vqについ て

23次まで求めた･Bhattacharya達が使ったのは通常のダイアグラム(グラフ)に基づく
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｢統計物理の展望｣

方法だが,その場合各次数に寄与するダイアグラムを細大漏らさず全て数え上げなければ

ならないので,次数が高くなると計算は極めて複雑で膨大なものになる.これに対して有

限格子法では,計算は単純でしかも実際の計算においてはダイアグラムを一切使わなくて

よい.例えば無限系(熱力学極限)の自由エネルギー密度の展開は,求めたい次数で決まる

あるサイズ以下の全ての有限サイズの長方形格子の自由エネルギーの簡単な一定の線形結

合により得られる.これに必要な有限系の自由エネルギーはその系の分配関数を transfer

matrixの方法でsitebysiteに積分して求めてその対数をとればよいので,ダイアグラム

を数え上げる作業は不要である.有限格子法は従来はスピン系の高温展開 ･低温展開や格

子ゲージ理論の強結合展開に使われて,少なくとも低次元では他のアルゴリズムに比べて

はるかに長い級数を与えている.この有限格子法をIarge-q展開 のようなスピン変数がと

る値の数(の逆幕)に関する展開に応用したのはこれが初めである･

得られた23次までの級数を上記の仮説に基づいて Pad6解析すると,F(2)の値はq-5

(このとき相関距離はすでにE-2500)で 0.1パーセント,qう4+の極限でも数パーセン

トの精度で求めることができ,その精度の範囲で漸近的振舞いに関する仮説(2)が正しい

ことを示すことができた.

上記の仮説はエネルギー ･キュムラントに関するものだが,今度は2次相転移点で発散

する他の諸量についても,β-βt,qう 4+の極限で同様のことが成り立つのではない かと

考えるのは当然である.例えば磁化に関するキュムラントを考えると,これは外部磁場 H

が存在するときの自由エネルギーをF(β,H)として M(n)-dnF(β,H)/dHnで 与えられる

(M(1)は自発磁化,帯磁率M(2)は帯磁率).q-4,βうβi(2次相転移)で,磁化キュムラ

ントの臨界指数の既知の値から,M(n)と相関距離 Eの間にM(n)とD(n)(E)掌n-2の関係が

あることが知られている(D(n)は定数)が,エネルギー ･キュムラントの場合と同様に,こ

の関係が q>4での 1次相転移点上をqぅ 4十と動いたときにも成 り立っているという仮

説を立てることができる.これは,この極限での相関距離 Eの上述の漸近的振舞いより,

M(n)とE(n)a.掌n-2 (3)

を意味する(E(n)は定数)･そこで我々はこの仮説を確かめるために,磁化に関するキュム

ラント(n≦3)の Iarge-q展開を再び有限格子法を用いて Z-1/Jqにつし.､て21次まで求

めた･相転移点上をq1 4+と近づくときの漸近的振舞い(3)を予想してこの級数を Pad6

解析すると,やはりエネルギー ･キュムラントの場合とほぼ同じ精度で磁化キュムラント

を求めることができ,その結果からこの仮説の正しさを示すことができた.

詳細は文献[3]をご覧下さい･
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