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1.多自由度系の圭子現象

例えば以下のようなポテンシャルをもつ孤立2自由度系を考えてみよう｡

H(p"py,I,y)-普+普+V(x,y),

ただし

(1)

V(I,y)-(32-1)2+y2+入x2y2.

ポテンシャルV(I,y)は､x方向に2重井戸型､y方向に調和振動子ポテンシャルをもつ2つ
の自由度が結合した最も子̀単純な"2重井戸ポテンシャルである｡孤立系であるから､熟浴
や外場といった他の自由度とはまったく結合しておらず､量子系の固有状態を求めることは

解析的には実行できないものの､数値的な意味では計算可能である｡固有状態が求まれば､

例えば､時刻0に片側の井戸の底にいた量子波束が他方の井戸に遷移する確率を計算するこ
とは簡単な演習問題のひとつに過ぎない｡

さて､片側の井戸にいた初期状態のエネルギーがもし2重井戸の障壁より低ければその
遷移はトンネル効果によって起こるが､●そこで起こるトンネル現象はどのようなものであろ

うか?ポテンシャルV(I,y)がx方向にのみ2つの井戸をつくっていることからトンネルに
直接関与する自由度はとりあえずx方向だけだと思うことにする.そうするとトンネリング

に関しては単なる1次元の2重井戸ポテンシャル問題となる｡1次元のトンネル現象は量子
力学のどの教科書にも最初に登場し､障壁を通過する平面波などを例題にトンネル現象のイ

メージをつかむことになっている｡この場合､1次元の問題として考えると､遷移確率 (あ

るいは波動関数のテイル部分)は､ポテンシャル障壁にぶつかったところから指数関数的に

単調に減衰しなから反対側の井戸に参み出る､といったことになる｡

純粋に量子現象であるトンネル効果を古典論のイメージで捉えるにはインスタントンが

有効である｡ インスタントンは､時間を虚方向に動かすことによってちょうど逆さになった

ポテンシャルを転げ落ちる粒子のことである｡孤立系でなく環境と結合しているときの遷移

確率､あるいは準安定状態の寿命を計算する際にもインスタントンの手法が威力を発揮する

ことはもはや周知であろう[1].もし(1)の系を､トンネルする自由度 (x方向)とそれと結
合する振動の自由度 (y方向)とに分離することが許されるとすると､もしくは完全に分離

されないまでもせいぜい摂動として扱うことができる程度だとすれば､(1)のような2重井
戸中のトンネリング問題も1次元の括像でほぼ汲み尽くせることになり､我々の"トンネル

戟"が揺らぐことはない｡

しかし明らかに､ここで言ったトンネル現象に対する自由度の分離可能性の前提は疑わ

しい｡その根拠は同じハミル トニアンをもつ古典力学である｡系(1)では､2つの自由度を
結合させる結合定数人が0でない限り系は非可積分となる｡ 非可積分系とはい かなる変換に
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よっても変数を分離することのできない系のことであり､その古典ダイナミクスには一般に

はカオスが現れる｡いまの場合､ポテンシャルV(I,y)の鞍点(37,y)-(0,0)は古典位相空間
上の不安定周期点 (不動点)に対応し､その近傍で安定多様体 ･不安定多様体が交差しカオ
スが発生する｡

トンネルする自由度とそれと結合する他の自由度が分離不可能な､従って対応する古典

論ではカオスが発生する非可積分系のトンネル現象は､1次元あるいは分離可能な多次元系
とそもそも何が違うのか?

2.複素 トンネル経路

ここでは複素古典経路を使って多自由度系のトンネル現象を理解する試みを述べる｡ ト

ンネル現象は古典粒子が到達不可能な領域への波動効果による遷移であるから､素朴に考え

ると古典論とは全く相いれない量子論固有の現象である｡ そのような 非̀'古典的な運動を､

わざわざ古典論で記述しようとすることじたい不自然に感じられるかもしれない｡しかし､

既にインスタントンのアイデアにあるように､複素空間を使うことによって"仮想的に"古典

粒子を考え トンネル効果を表現することは計算手法として有効であるばかりでなく､"軌道"

という我々にとっては馴染みある言葉を介することによって現象がより理解しやすくなる､

という利点がある｡
また､非可墳分系の場合､いまのところ量子論よりも古典論のほうが遥かに理解が進ん

でいることから､量子論を古典カオスの複雑さと関連させて理解しようとする方向は安当で

あろうし､そのための手法も量子カオス研究の中で整備されつつある[2】｡
ここではさらにもう一歩踏み込んで､古典力学を複素領域に拡張した複素古典力学によっ

て､実際に多自由度 トンネリングを記述することが可能なこと示し､それによって逆に､こ

れまで物理の対象としてほとんど意識されることのなかった複素古典力学が､実は､量子 ト

ンネル現象を通して､現実に観測され得る物理的実在であることを実証しようという目論見

もある[3】｡

多自由度のトンネリングを複素古典経路を用いて解析する､と言っても､知りたい物理量と

モデルによって取り扱いも違ってくる｡(1)のような2重井戸系は､2自由度系のトンネリ
ングを見るには最も自然､かつミニマルなモデルで､実際の物理現象との対応関係を付ける

のにも適しているように思える｡が､実は古典経路を用いた複素半古典論では､一見単純そ

うに見える(1)のモデルでも､ひとたび複素の世界に入るとたいへん込み入った状況が待っ
ている｡その主な理由は､古典系が非可積分であることに由来する数多くの複素経路のトポ

ロジーと､複素時間面上の特異点の性質とが絡み合うことによる[41｡
それらを回避するひとつの手段は散乱問題を考えることである｡散乱問題では､対応す

る古典ダイナミクスの引き伸ばし折れ畳みの一過的であることからダイナミクスのもつ複雑

さが軽減され何とか取り扱いが可能になる (それでもまだまだ大変だが【41- )｡散乱問題
に複素半古典論を適用するためには散乱問題の定式化白身を書き直す必要も出てくる[4]｡
もうひとつの方法は､時間連続な系をとりあえず諦めて離散的なダイナミクスでトンネ

リングの問題にアプローチすることである｡時間を離散的にすることによって現実系との対

応が薄れるが､その見返りとして(i)ダイナミクスの特異性を保持しつつ､(ii)計算が容易に
なる､(iii)複素古典経路の性質が複素解析写像の問題に帰着される､といった離散系特有の
利点を享受することができる｡

高次元のトンネル現象に関与する複素 トンネル経路については､これまでにも系の状況に
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応じて適当に (ある程度窓意的に)複素パスを選んできては適宜計算､解釈を与える試みは

あったが､寄与する複素経路の全貌を調べるにはやはりモデルが複雑すぎるように思う(莱
際は調べてみて結果的にわかることであるが)｡また､複素半古典論には後で触れるように､

実行途上かなり深刻な困難があるという意味で方法自体のなかに未解決部分を含んでいる｡
そのため､せいぜい手の届く作業として､発見的に探し出した複素経路をハイブリッド式に

導出した定式化に入れる､ということについなりがちである｡ 思いきって余計なものは削ぎ

落とし (それによって失われるものもあるかもしれないが)､まずは動かない土台を作るこ

とが高次元のトンネリング理論建設には是非とも必要であろう｡

ここでは以下の激力回転子 (KickedRotor)系と呼ばれる離散時間系に沿って話しを進める
【5】:

H-Ho(p)+V(0)∑ 6(i-n) (2)n

この系は運動量項H.(p)､ポテンシャルV(0)を適当に案配することにより､ トンネリング
を調べるのに適した状況を自由に設計することができる｡

系の古典ダイナミクスは､激力が加わる前後のpと0だけをモニターすれば十分であるか
ら時間発展は離散写像で表される｡対応する量子論は以下のような時間発展に関するプロパ

ゲータをもって時間推進を与える｡ここでは運動量表示で状態を表すことにすると:

･pnIUnlpo,-/･･･/ITdOjTdpjeXPl-ks((oj),ipj))]･∫

ここでS((Oj),(pj))は作用汎関数で
n

S((oj),(pj))-∑lHo(pj)+V(Oj))+Oj(pJ･-P,･-1)],j-1
で与えられる｡

(3)

(4)

このモデルにおいて､量子 トンネル現象とは以下のようなものと考える｡時刻0に勝手な初
期状態に古典粒子を置く (いまの場合､量子プロパゲータを運動量表示に取ったのでそれに

合わせて例えばp-一定を初期条件に選ぶ)0時間発展に従って古典軌道 (あるいはその集
団)は､位相空間(p,0)内を動くが､もし初期条件が安定領域 (KAM トーラス)のなかに
あったとするとその軌道は時間がたっても時刻0にのっていたトーラスから出ることはでき
ない｡また､初期条件がカオスの海に入っているときには時間がたってもトーラスのなかに
侵入ことはできずそれぞれの領域は孤立している｡また､たとえカオスの海の軌道でも有限

時間内で到達できる位相空間の領域は限られている｡

しかし量子力学ではトンネル効果によってこれら孤立した領域が結ばれる可能性がある｡

このように動力学的に形成された孤立グループ間の遷移は動的トンネリングと呼ばれること

がある[6】｡エネルギーも動力学的な保存量であることを考えると､通常のエネルギー障壁
を越えるトンネリングも､広い意味では動的トンネリングと見なすことができる｡

動的トンネリングを理解するために複素経路を持ち込むには､(3)の量子プロパゲータの
半古典近似を実行すればよい｡ここでいう半古典近似とは(3)の多重積分を鞍点近似で置き
換えることである (多重積分の鞍点法は厳密な基礎づけはまだなされていないがそれは気に

- 583-



研究会報告

しない)｡鞍点条件は作用汎関数が極値を取る条件で与えられ､得られる多次元空間の各点

は当然のことながら古典論の時間発展方程式に従って得られた古典軌道を表す｡得られたプ
ロパゲ-タの半古典表示は

Usc(pn,po)-∑Ak(pn,Po)expトksk(pn,Poト ipk言)･ (5)A

のようになる｡ここで､Ak(pn,Po)は各古典軌道の周りの量子揺らぎからくる振幅因子､
Sk(pn,Po)は各軌道の履歴を作用汎関数に代入した古典作用､FLkは古典軌道のまわりのね
じれを表す位相因子である.右辺は､初期にpoにいた古典軌道がnステップ後にpnにいる
ようなすべての古典軌道k対して重ね合わされる.(各軌道はp｡に共役な0.の初期値が違う
ことで異なる軌道を表すことになる｡)

ここでもし､初期運動量poと出口の運動量pnを結ぶような実古典軌道がすべての0｡の領
域を探しても存在しない場合どうなるだろうか｡これはpoとpnはnステップで通常の古典
軌道で結ばれていないことを意味する｡しかし､そのような運動量間でも量子論的に遷移確

率をもつはずであるから､その遷移は上で述べた意味でのトンネル現象によるものと考えな

ければならない｡ここで複素 トンネル経路が登場する｡実古典軌道で結ばれていない領域で

の半古典遷移確率は､やはり与えられた初期運動量poと出口の運動量pn(観測量であるか
ら共に実数という制約がつく)のもとでそれらをつなぐ複素経路を求めることによって計算

される｡具体的には､解析接続された初期条件0.(観測量でないことから未定のパラメータで
ある)の平面で境界条件を満足する複素解を探索する｡いま､初期条件βOの空間で寄与する
複素経路を以下の集合で表すことにする｡

Juna≡(00-f+i77∈CIRepo-α,Imp0-0,Impn-0)

このJugが寄与し得る複素経路のすべてである.

(6)

3.複素経路の寄与 ･非寄与問題

ここまでは定式化の問題であって､別の表示､あるいはエネルギー領域で複素半古典論を

考えても(6)同様､何らかの形で寄与軌道が表現されるはずである｡大事なことは､例えば
(6)の条件式で与えられているような複素軌道が果たして半古典和に対して同等に寄与の資
格があるか?ということである｡何故そういうことが問題になるか｡まず(6)でそれぞれの
複素軌道の寄与の大きさを決めるものは､振幅因子Ak(pt,Po)と古典作用の虚部ImSk(pn,Po)
である｡ それらが各複素軌道の間で大きく異なる場合､とくに､古典作用はexpの肩にのっ
ているためその僅かな差が寄与の大小を大きく左右する｡その結果､作用の虚部が大きい軌

道はそうでないものと比較しその絶対値が指数関数的に小さくなることから寄与としてほと

んど無視して良いことになる｡振幅因子も寄与の大小に関係してくるが､作用の虚部に比べ

るとその影響は少ない｡事実､いま考えている系(2)ではく頑張れば'(6)の集合全体を見るこ
とができ､各複素軌道 kの絶対値を決めるのか作用の虚部lmSk(pn,Po)であることを直接確

かめることができる[5]｡
こうして､このような非可積分系のトンネル現象を複素経路を用いて理解しようとした

とき浮かび上がってくる､ひとつの重要な問題は､

1.複素経路の寄与の大小を選別するルールを明らかにせよ.
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ということになる｡これは単に､おのおの考えている系の複素経路の中で作用の虚部の最も

小さい軌道 (寄与が最も大きい)を発見的にでも見つけてきて､量子論の遷移確率を再現し

さえすればそれで問題は終わり､ということではなく､多自由度系のトンネル現象に共通す

る､インスタントンに代わりうる新しいトンネル軌道の概念 (それがあるかどうかもわから

ないが)は何かないものか､ということである｡

一方､複素半古典論においては通常の実半古典論にはない､もうひとつの寄与 ･非寄与問題

がある｡ 実は､量子論のプロパゲータ(3)を寄点近似して得られた複素古典経路は必ずしも
すべて半古典論プロパゲータ(5)にすべて寄与するわけではない｡ お̀およそ'その半分､集
令(6)に含まれている約半分の初期値は実は(5)の和に加えてはならない｡これは､複素半
古典論固有の問題というよりは､積分の鞍点近似､あるいは小さいパラメータをもつ微分方

程式から導かれる漸近展開全般に現れる問題でストークス現象と呼ばれる【7,13】｡複素経路
を用いた半古典論を実行する際には､このストークス現象をどう処理するか､という問題は

避けて通ることはできない｡多自由度 トンネル現象の理論を作る途上､最大の難所といえる

かもしれない｡特に､(2)のような簡単な系に限っても､考えなければならないのは多重積
分の鞍点法 ･漸近展開であり､その場合のストークス現象の対処法についていまのところ最

終的な解決は得られていない｡つまり､複素半古典論に現れるもうひとつの寄与 ･非寄与問

題として､

2･高次元 (or多重積分)のストークス現象を処理する方法を見つけよ･

という難題に突き当たる｡以後､系(2)に対して以上2つの問題を考えてみる｡

3-1.複素力学系とジュリア集合

量子論の時間推進のプロパゲータ(5)の鞍点解である古典時間発展は以下の離散写像で
表される(Ho(p)-p2/2のとき)O

(冒nn:ll)-(Ponn-.Vpln'ヱご)) (7)

時刻0と時刻nの端点での拘束条件(6)は課されているものの､時間発展自身はC 2からC 2
への保測な複素解析写像に他ならない｡

力学変数を複素掛 ;した解析写像は実写像からは予想もつかない多様な振る舞いを示す｡
複素力学系の研究は､1910年後半にJulia､Fatouらの先駆的な仕事のあと､しばらくの空
自期間をおいて1970年代になった再び大きな進展があった｡コンピュータの性能が格段に
進歩したことによって､Mandelbrotが2次多項式の1次元複素写像族P:zn+1-Z孟+Cの
パラメータ Cの空間のなかでのJulia集合の連結性を表す境界が､典型的なフラクタル構造
をもつことをデモンストレートした｡ここで､1次元複素写像のJulia集合とは､写像Pに
よって無限遠に飛び去るFatou集合:

Up-(Z∈eHIPn(I)lト→∞(n-∞))

と､そのe(-CU(∞))での補集合である充填Julia集合 :

Kp-e＼Up
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の境界

Jp-aKp

によって定義される｡1980年代中頃､華やかなフラクタル図形の陰に隠れて物理の人間の目

には留まらなかった､複素琴析写像研究としての大きな進展は､SullivanがFatou集合 (こ
の場合のFatou集合はF-C＼Jのこと)のダイナミクスの可能性について､その完全な分
類を与えたことだと言われている【8】｡その仕事は､その後の複素力学系の発展の大きな契
機になっており､それに続いて周期的な安定領域のサイクルの個数に対する精密な評価など
も与えられている｡

無限遠に飛び去る､もしくは周期的な安定領域上 (Sullivanの分類によれば､吸引領域 ･

放物型領域 ･Siegel円板 ･Herman円環のみ)での軌道の運動が穏やかな振る舞いであるの

と対照的に､Julia集合上の軌道の動きはいわゆるDevaneyの意味でカオス的､即ち､(a)軌
道の初期値鋭敏性､(b)位相的推移性､(C)Juha集合上での周期軌道の璃密性､といった我々
が実の力学系で"カオス"を定義するのと同じ全く性質を満たす｡つまり､複素解析写像で軌

道がカオス的な振る舞いを示すのは上で定義したJulia集合上のみであり､それ以外の領域
ではたとえ無限遠に急速に飛び去ろうとも軌道の振る舞いは単調である｡ また､Julia集合
は通常e面上で美しいフラクタル構造をもつ｡

さて､比較的詳しい解析が進んでいる1次元複素力学系e→eに対して､我々が知らな
ければならないのは(7)で与えられるようなe 2-e 2の2次元複素写像である｡2次元写像
に関する研究も1980年の後半あたりから始まっているが､多くのバ リエーソンがあり得る
中で､どのような2次元写像が最も基本的か､という点に対して明確な指針を与えたのは

Friedland-Milnorである【9】｡彼らの定理によれば､非自明な多項式自己同型写像はすべて､
以下で与えられるエノン写像 :

〟
(

Xn+1

yn+1)- ( yl_ ::n. C ) (8,

とその組み合わせと共役になる｡その結果､2次元の多項式自己同型に関してはエノン写像

を考察すれば十分ということになる｡

1次元で定義されたJulia集合の類似もHubbardによって【10ト まず無限遠に逃散する
点の集合 :

U土≡iz-(I,y)∈C2Hf71土n(I)(ト ∞ (n-∞))
充填Julia集合に対応するものとして､

K土≡C2＼U土

さらに､その境界
J土≡∂∬ 土

が定義される｡2次元の多項式自己同型写像では､変換のヤコピアン古がOでない限り､その

逆写像も存在し､逆写像もまた多項式になるため､正方向のiterationと負方向のiteration
が同等に考えられる｡ その結果､1次元では正方向のiterationに関して有界にとどまる点

としてJulia集合Jが定義されるが､2次元では正方向に対するJ+(forwardJulia集合と呼
ぶことにする)と負方向に対するJ~(同じくbackwardJulia集合)を考える｡そして1次元
のJulia集合に対応するものは､その共通部分 :

J=J+nJ-

-586-



｢統計物理の展望｣

として定義される[10】｡
2次元複素多項式写像に関しては､Hubbard､Bedford-Smillieらによって主にポテンシャ

ル論的方法を用いて1次元写像類似､さらには多次元固有の結果が多く得られているが[11]､
1次元写像に比べるとむしろこれから多く発展が期待されるようである｡

"複素経路"で トンネル現象をとらえる､というアプローチも数学的には複素領域に力学量を

解析接続して 広̀い意味で'複素力学系を扱っていることに他ならない｡ 広̀い意味で'という

言い方をしたのは､上で紹介した複素力学系では時間は離散的で､力学量だけが複素値を取

るものであったが､既に述べたように､微分方程式で時間発展を与える場合には､力学量の

みならず時間をも複素にする必要が出てくるからである｡そのような､時間をも複素にした

複素古典力学と､離散時間の複素力学系とのつながりは筆者の知る限りにおいてまだあまり

つけられていないようである｡離散時間系で導入されたJulia集合 ･･といった諸概念がどこ
まで連続時間系で意味があるのか､現時点では全く不明である｡

ところで我々は最初に導入した激力回転子系(2)と､その古典時間発展(7)に対して､最初
の問題､すなわち､作用の虚部の大きさを選別するルールを､複素力学系の問題のなかでと

らえたい｡うまいことに､(2)はポテンシャルを3次多項式;V(0)ニー03/3+aOとしてやる
と､適当な線形変換を介して (7)の写像はエノン写像 71に移る｡そこでいま以下の集合を
準備する :

L-=((0.,p｡)∈C2 JImpn-0,ImOn-0(n- +∞))

さらに､上で定義した∬+との共通部分として

L十≡LnIi'+

を考える｡ このとき､

定理 (Y.Ishii)
(1)γは双曲的

(2)71の実平面上の トポロジカルエントロピーは正
の2つを仮定すると､

(9)

(10 )

closure(L+)-J+

が成り立つ｡

では､nー +∞ で実面に接近し､かつ実部も有界でとどまり続ける集合 L+は トンネル

経路といかなる関係にあるだろうか.実は上記(1)(2)の仮定のもとでは､pn,On∈L+であれ
ば､n一 十∞ で作用の虚部が絶対収束(ImSn<∞)することを示すことができる｡つまり､
時間と共に実面に接近していく軌道は作用の虚部はn→ +∞ でも有界のままでいることが

できる｡ それに対して､作用の虚部が㍑→ +∞ で発散するような点は､時間が経つにつれ

て急激に(exp(exp-)の速さで)虚部の絶対値を増大させ､有界にとどまる軌道と比較す
るとその寄与は圧倒的に小さくなるか､さもなければ後で述べるストークス現象によって切

り落とされるか､のいずれかの運命をたどる｡ どちらにしても､トンネル軌道としての寄与

は無視できることになる｡
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つまり､時間無限大でも作用の虚部が絶対収束し有界､ということをトンネル寄与軌道の

定義だと思うことにすると (この定義は今の状況では安当だと思われるが)､上記の定理が

主張することは､ トンネル軌道はforwardJulia集合 J+のなかで桐密､ということである.

この状況は､(1)(2)の仮定が満たされていない場合､あるいは､エノン写像ではない別の写
像系 (スタンダード写像など)でも数値的に確認されている｡我々が(6)で定義したJun集
合のなかに発見的に兄い出した､鎖状構造 (LaputaCbainと呼んだ)(詳しくは文献 【5】を
参照されたし)の極限は他ならぬforwardJulia集合 J+であった.

以上が先に挙げた1.の問いに対するひとつの解答である｡非可積分系の トンネル現象に特

徴的な(1)トンネル確率のクロスオーバー､(2)トンネル領域での多段構造と不規則な干渉､
(3)プラトーの形成とトンネル確率の異常な増大､といった1次元には現れない多次元系固
有の特性は､複素空間の中のJulia集合が トンネル経路として寄与していることから自然に

理解される｡ この場合､従来のインスタントンに代わる複素経路はJulia集合だ､というこ

とになる｡上で触れたDevaneyの意味でのカオスは複素エノン写像の場合にも証明されて

おり囲 ､その意味でもカオス的トンネリングの正体はJulia集合上の複素 トンネル経路の
カオス的な運動が背後にあると考えることができる｡

3-2.多重積分のストークス現象

3.の最初に触れたように､量子プロパゲータ(3)の鞍点条件を満たす複素古典解はその
すべてが半古典和(5)に寄与するわけではなく､ストークス現象によって寄与してはいけな
い解 (無縁根)がある. 3-1.で見た nー ∞ で トンネル解と見なすべきImSn<∞ なる複
素経路の中にも無限根がたくさん含まれている｡複素半古典論を考える際､このストークス

現象の問題は常についてまわる｡

ストークス現象は一般にパラメータをもった､複素領域に拡張された微分方程式､もし

くはその解の積分表示に対して､独立変数 (orパラメータ)の複素領域上､その漸近形が不
連続にジャンプする現象を言う｡1次元のポテンシャル障壁の左右でWKB解の接続問題を

考える際､古典展開点近傍ではポテンシャルを線形で近似し､その解であるAiry関数の漸
近形を求めそれぞれを遠方の振動解と減衰解に接続する｡このとき､トンネル側にあるAiry
関数の漸近解は境界条件から減衰解だけが選ばれることになるが､これはAiry関数の漸近
解が複素領域でストークス現象を起こしていることに他ならない｡
ス トークス現象は微少パラメータを含む漸近展開に付随して発生するため､実はその正

確な意味付けや取り扱いはなかなかややこしい｡最初の発見者であるストークス自身も､漸

近形の不連続なジャンプが正確にはどこで起こるか､という問題で最後まで頭を悩ましてい

たという逸話もある｡

ストークス現象は､例えばAiry関数のように2つの漸近解がある場合､それらのどちら
かが他方をその大きさとして最も凌駕しているとき (そのような複素面上のラインをストー

クス線という)起こる (指数的最大優越の原理)｡しかし､ストークス線上では小さい方の

解 (sub-do血nantsolution)が指数関数的に小さいため､大きい方の解 (do血nantsolution)
の漸近展開の誤差のなかに埋もれてしまいどこで漸近解の形が変わったかを正確に把握する

ことはできない｡

こういった困難はすべて､漸近展開白身が本来発散級数であることからくる｡しかし近

年､古来より総和法のひとつとして知られるBorel総和法によりこの発散級数に解析的な意

味付けを与えることによって､ストークス現象をBorel面で定義された超関数の基本解どう
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しの接続､としてとらえる､いわゆるresurgent理論 (exactWKB法とも呼ばれる)が事態
を大きく打開した[13】｡掛 こ､2階のFuchs型微分方程式 (特異点がすべて確定特異点､1
次元のSchr6dinger方程式などはこの仲間)の解の大域的な情報 (モノドロミ-)がストー
クス現象による接続問題と密接に関連していることが示されるなど､具体的な応用にも威力

を発揮している[14]｡
しかし､物理的な要請が少ないこともあってか､高階 (3階以上)の微分方程式をはじ
め､多重積分を含む高次元のストークス現象に対してはまだあまり多くのことはわかっては

いない｡しかし､手がかりが全然ないわけでもない｡resurgent理論の流れとはまったく独

立に､Berkelaは 3階の微分方程式 (対応する積分表示はPeacey関数)では､一般の高
階の微分方程式ではストークス線の交差が発生することを指摘した｡さらに､交差点問題の

現象論的な対処法を提案した囲 ｡Berkらの議論に対するexactWKB法からの基礎付けは
Aoki,KawaiandTakeiらによって試みられている[161｡

我々が問題にする量子プロパゲータ(3)の鞍点近似には多重積分のストークス現象が出てく
る｡例えば､3-1.で出てきたエノン写像の2ステップのプロパゲータは作用を少し書き換え
ると､

u(q3,qO) - / /dqldq2eXP lks(q3,q2,q l,qO)] (ll)

ただし

S(q3,q2,ql,qO)-;(q3-q2)2･;(q2-ql)2･;(ql-qO)2･cq2･i･cql巧
のように2重積分になる｡紙数の都合上､詳細は省略するが､この場合のストークス現象は､
Aokiel.al.らが3階の微分方程式に対して提案したAnsatzの一般化により理解が可能になっ

てきた[19].具体的には､従来の火点に加えてAokielalらが導入した新しい火点､並びにス
トークス線の交差点 ((ll)の場合は2重交差のみならず､3重交差なども起きるが)などを
含むq3面上､任意の閉ループに対するu(q3,qO)の一価性条件を課すことによって､u(q3,qO)
のポレル像のリーマン面の構造を決定することによって行われる｡ボレル像のリーマン面の

構造はボレル総和法を用いたexactWKB法において､ストークス幾何 (どのストークス線
上でストークス現象が実際におこり､そのストークス線上では起こらないか)を決定する鍵

になる情報である｡例えば(ll)のような有限多重積分であれば､少なくとも原理的には従
来のストークス線と新しいストークス線のグラフ論的な考察から一定のアルゴリズムのもと
でストークス幾何を決定することができる｡しかし､得られたストークス幾何がいつでも一

意的であるか (一意的であれば正しいボレル像のリーマン面を表現しているはずだが)､な

どの数学的に厳密な基礎付けは今後の研究を待たなければならない｡現時点では､

1.漸近領域のストークス現象

2.勾配方程式を解くことによる多次元着分面の決定[17】
3.超漸近展開法を利用したリーマン面の代数的解析【18]
4.ストークス幾何上の一価性条件を要請したグラフ解析

の4通りの独立な方法で多重積分のストークス現象を処理する新しいアルゴリズムの安当性

が確かめられている[19]｡
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というわけで､2.の問題に対しても有効な手かかりはつかめ始めている (もちろん､一般の
高次元のストークス現象の問題の全貌を掌握するにはまだ程遠いが ･･)｡

4.まとめ

トンネル現象は典型的な量子効果のひとつである｡単に与えられた量子系の固有状態や

遷移確率を計算するだけであれば簡単な問題であっても､対応する古典論にカオスがあるこ

とによってその背後では思いもよらぬ複雑なことが起こる｡複素古典軌道を用いて多自由度
系の量子現象を"解剖"することは､1自由度系の量子論と多次元系のそれとのの歴然とした
差が見せてくれる｡ ここでは全く触れることのできなかった､現象としてのカオス的トンネ

リングの特徴とその発生機構【5】によって､1次元系で培われた我々のトンネル観は相当な
変更を迫られるのではないかと思われる｡

量子古典対応という意味では､1次元のBohr-Sommerfeldの古典量子化条件を､exact
WKB法を介して完全に理解する､という試みはVorosを中心としていまだに延々と続けら

れているが､もとはと言えば､3-2で触れた微分方程式論の最近のbreakthroughと言われ

るresurgent理論もBalian-Bloch,Vbrosらにその端を発している[20]｡それがカオス系にま
で手が届くにはまだどのくらいかかるのか想像もつかないが､量子論と対応させるべき古典

論は､正しくは実の古典論ではなく複素古典論であることはもはや疑いようもない｡また､

ここで見てきたように､トンネル効果という 物̀理現象'のなかに複素古典力学のリアリティ

を兄い出すこともできるが､量子化条件を与える位相空間のなかの幾何学的な対象としても､

複素力学系は今後もっと前面に出てくるべきものではないだろうか｡

なお､この報告は池田研介氏 (立命館大理工)､石井豊氏 (九大数理)との日頃の議論､共

同研究をもとに書かれてたものであることを最後に付記しておく｡また､また複素力学系に

関してご教示頂いた上田菅生氏 (京都大学)並びに西村保一郎氏 (大阪医科大学)､さらには

XactWKB法に関して貴重なコメントを頂いた青木貴史氏 (近畿大理工)の諸氏に謝意を表
したい｡
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