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1 アトラクタのトポロジカルな特徴付け

19世紀末､E.ポアンカレは微分方程式の解の性質を調べるために､解全体を流れのある

断面上での写像に置き換え､その写像の不動点やリミットサイクルなどの性質によって解

を特徴付ける方法を考案した｡その後､この方法はポアンカレ断面法と呼ばれ､微分方程

式で記述される連続力学系の解析方法の主流となった｡しかし､ポアンカレ断面法ではと

らえきれない更に詳しい軌道の性質を知るためには､軌道全体の性質を解析する方法が必

要となる｡我々は､そのような手段の一つとして､軌道の持つトポロジカルな量によって

軌道を特徴付けるJ方法について考える｡

我々が主な対象とするのは､力学系のアトラクタである｡ 連続力学系のアトラクタとし

ては､大別して､不動点､周期軌道､ストレンジアトラクタの三種類がある(図1)｡これ
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図 1:三種類のアトラクタ

ら三種類のアトラクタのトポロジカルな特徴付けについて考えて見よう｡ 一番目の不動点

に関しては､単なる点であるためトポロジカルな構造は自明であり､特徴付けは不動点近

傍の流れの安定性により行うことができる｡二番目の周期軌道では､結び目と同様な特徴

付けが可能であり､様々な結び目不変量によって周期軌道を特徴付けることができる｡ 三

番目のストレンジアトラクタに関しては､今のところ直接特徴付ける方法は見付かってい

ない｡しかし､ストレンジアトラクタに埋め込まれているいくつかの不安定周期軌道を用

いて､間接的に特徴付けることが可能である(図1)｡
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く≡ヲ守男--く萄
図2:ストレンジアトラクタの特徴付け

ここでは､二番目の周期軌道のトポロジカルな特徴付けを簡単に触れた後､三番目のス

トレンジアトラクタの特徴付けについて述べ､さらに厳密計算可能な連続区分線形系を例

に､この手法の有効性について議論していく｡

2 周期軌道のトポロジカルな特徴付け

交差点数coのn一周期軌道が､周期倍分岐により様々なnx2n周期軌道が作り出されてい

く場合を考えてみよう｡ このような状況に対し､我々は､Holmes-Williams【3]の考案した

テンプレートを拡張し､(i,77)-テンプレートを導入した [1,2]｡拡張されたテンプレート上

図3･.(i,77)-テンプレートとxyと記述される周期軌道

に周期軌道を配置し､その軌道がテンプレートのxまたはyの枝をどのような順に通過す

るかを､xまたはyの二つの記号からなる列によって記述する｡ したがって､全ての軌道は

x､yからなる記号列で特徴付けられることになる｡ 我々は､全ての周期倍分岐における軌

道は､このテンプレートと二文字の記号力学において許される記号列

W-(y,xy,xy3,xy3(xy)2,xy3(xy)2(xy3),-)､

により特徴付け可能であることを示した[1,2】｡
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テンプレートを特徴付ける二つのパラメータ(E,り)を実験や数値計算のデータより求め

るには､分岐前の軌道に沿った分岐後の軌道の半捻 り(図4)の数である局所交差数を用い
ると便利である｡

図4:分岐前の軌道に沿った分岐後の軌道の半ひねり

(i,叩)は､2周期および4周期軌道の局所交差数 ClとC2より､

E-C2- C1,77-C1,

で与えられる｡

(2)

2.1 軌道の絡み数､交差点数

Cnを2n凋 期軌道の局所交差数､cnを2n凋 期軌道の交差点数､en+1,nを2n+1凋 期軌道
と2n一周期軌道の絡み数とする｡ これら三つのトポロジカルな量は､漸化式

Cn+2 -Cn+i+2Cn ,n>1,
C1-T7, C2-E+T7,

cn+1-4cn+Cn+1 , n>0,

en+1,n-2cn+Cn+1, n>0･
を満たし､これらを解くと､

Cn - AnE+入n+177,

cn - 4nco.去E(K仙 一入n.2),
en+1,n - 2･4nco+EFCn+T7FCn+1,

を得る｡ ただし

1
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1
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である｡
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3 ストレンジアトラクタの特徴付け

ストレンジアトラクタは不安定周期軌道と非周期軌道の集まりとみなすことができ､非

周期軌道は不安定周期軌道の極限として捉えることができる｡ このような観点より､不安

定周期軌道をストレンジアトラクタの骨格とみなし､ストレンジアトラクタを不安定周期

軌道の性質を用いて特徴付けることにする｡

周期倍分岐の場合と同様にテンプレートを用いて不安定周期軌道を特徴付けるのだが､

その際､(E,q)-テンプレートを､xでラベルされた枝とyでされた枝が互いに絡みあうよう

に拡張したテンプレートを用いる(図5)｡各周期軌道は､周期倍分岐の時と同様に二文字
の記号力学において許される記号列によって特徴付けることにする｡

( 冒 ) (0,1)

図 5:拡張されたテンプレート

拡張したテンプレートを､Mindlinら【4日6]により導入されたテンプレート行列‥

(2e(5,y)2e(xn,y'), (0,-,,
(ll )

により特徴付ける｡Eと申ま(E,TT)-テンプレートと同じものである｡e(I,y)は周期軌道xと
yの絡み数で､m は､yの枝がxの枝に上に重なるm-1であり､下に重なる場合m--1

である｡

ここで我々は､｢周期倍分岐カスケードにおいて観測された周期軌道は不安定化した級

も､そのトポロジカルな構造は保ったままカオス領域においても存在し続ける｣という仮

説をたてる｡ 周期倍分岐領域およびカオス領域での2周期および4周期の絡み数を等しい

として得られる関係式:
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より､テンプレート行列 (ll)の二つの数 e(I,y)とm を以下のように求めることができる
【7,8】:

e(I,y)- 2co.喜, (14)

m -E-T7･ (15)

この仮説の正当性を示す例として､損失変調レーザーモデル【9】の数値シュミレーション
において観測されるストレンジアトラクタを考える｡ ストレンジアトラクタ中に埋め込ま

れた不安定周期軌道の絡み数 L(i,i)の結果を表1に示す【7,8】｡

表 1:損失変調レーザモデルでの不安定周期軌道の絡み数 L(i,i)

1 2 4 5 6

10
2 l l

4 2 5 7

5 3 6 12 12

このストレンジアトラクタを生み出す周期倍分岐カスケードにおいて観測される周期軌道

は､(2,1)-テンプレートで特徴付けることができることが分かっている[1,21｡ 周期倍分岐
での結果､

E-2,T7-1,C0-0,

を(14)および(15)式に代入すると､

(16)

e(I,y)-1, m-1 (17)

を得る｡この値を用いて各周期軌道間の絡み数L(i,i)を求めた結果と､表 1の結果を比較

すると､L(6,5)およびL(6,6)を除いて全て一致する｡長い周期の周期軌道間の絡み数の
ずれは数億計算による誤差が原因と思われるため､我々の仮説は正しいと推測される｡
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4 テンプレートと流れの関係

周期倍分岐領域でのテンプレートによる特徴付けの正当性は既に確かめられている[1,2]｡
しかし､カオス領域において先の仮説に基づいたテンプレートによる特徴付けが本当に正

しいかどうか不明である｡ そこで､厳密計算可能な連続区分線形系 [10,11]を用いて､テ

ンプレートによる記述およ仮説の正当性を調べることにする｡

4.1 連続区分線形版 DufBng方程式

15
1

()5

0

-05

.1

I)5

x-x, 一一 ､､

･15 1) ･05 0 05 1 15

図 6:I-x3の折れ線近似

図6のように､Du氏ng方程式 烹+ki:-x+x3-6cos(Jtの非線形項x-x3を折れ線近
似した方程式:

3
蕊+ki:+2x- I22 X--

32 ･'■十 百-6coswt, (18)

を考える｡図7は､k-0.1､LJ=1.0に固定し､外力の振幅∂を変化させて得られる分岐図
である｡シンボルでプロットした点が厳密計算の結果で､点によるプロットおよび実線に

よる表示は数値シュミレーションによる結果である｡

StrangeAttractor&PeriodicOrbits

. 1p-un stab le' 2p-unstable .''+0 4P_unstable ＼ o⊂)十E)ロ●E)E)ロ占･◆●●●●●◆◆●●◆◆●●●●●○◆●◆◆◆
0.176 0.178 0.18 0.182 0.184 0.186 0.1

図7:区分線形DufBng方程式の分岐図
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当然の結界ではあるが､両者の結果はよく一致している｡ ただし､厳密計算では､数値

シュミレーションで得られない不安定化後の周期軌道がうまくとらえられている｡

4.2 周期倍分岐領域

周期倍分岐で求められた2n周期軌道のデータをもとに各軌道の間の絡み数を求めると､

表2のようになる｡ この値より､テンプレートを特徴付けるパラメータは

E-2, 17-1, C0-0, (19)

と求まる｡このパラメータで与えられるテンプレートは図3で示したテンプレートと同じ

ものである｡

表 2:各周期軌道間の絡み数

n 01 2 3
en+1,n 1 5 19 -

4.3 カオス領域

カオス領域∂-0.1870において､六つの不安定1,2,4,6,8,10周期軌道を厳密に求める

ことができた｡このデータをもとに各軌道の間の絡み数を求めると､表3のようになる｡

表 3:不安定周期軌道の絡み数L(i,i)

1 2 4 6 8 1010

2 l l

4 2 5 7

6 3 7 14 17

8 4 10 19 28 33

周期倍分岐軌道の不変性の仮説に基づ く関係式 (14)と(15)より､e(I,y)とm は,

e(I,y)-1, m -1,
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となる｡ したがって､テンプレート行列は

(≡ ;), (0 , 1 ,, (21)

となり､これは図5で示したテンプレートと同じものを与える｡ このテンプレートをもと

に､各周期軌道に対し二文字の記号力学で許される記号列を総当たりであてはめた結果､

表4のように記号列を割り当てると､表3の絡み数の結果を全て矛盾なく説明できることが

分かった｡

表 4:総当たりで求めた各不安定周期軌道に対する記号列

周期 1 2 4 6 8 10

記号列 Xyyyyy XyyyXyXyyy音 符 砺 または 爾 守巧 または

4.4 テンプレートの構造と不安定多様体の比較

カオス領域における流れの構造は､1周期軌道の不安定多様体によって支配されている

と考えられる｡ このことは､全ての不安定周期軌道およびストレンジアトラクタが 1周期

軌道の不安定多様体の近傍に存在することから確認されている｡したがらて､不安定多様

体の構造を調べることによりストレンジアトラクタを作り出している流れの大まかな構造

を知ることが可能となる｡ 図8は､1周期軌道を中心に不安定多様体の構造を図示したもの

である. 底面および上面がそれぞれt=oおよびt=21rのポアンカレ断面になっており､

軌道は下から上へと進む｡

UnstableManifold(rmree-dimensionalyiew)

図8:1周期軌道の不安定多様体
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図8のテンプレートの構造を簡略化したものが図9(a)である

図と整合性をとるため上下を逆にしてある)0 よるれさ示に9図

′し

ハヽノ

ただし､テンプレートの

に変形していくと､最終

的に図9(e)の多様体が得られる｡ 図9(e)の多様体は(21)のテンプレート行列で特徴付け

nmnu
C lHrhu

b

d

nut

-

iHr■u

･!:..
.･i

:

｢×

十』

図 9:不安定多様体の折れ畳み構造

られる図5のテンプレートと全く同じ構造を持つ｡したがって､テンプレートによる記述

は､実際の流れの持つ捻りと折れ畳み構造を簡略化したモデルになっていることが確認で

きた｡

4.5 不安定多様体上のダイナミクスの検証

最後に､各周期軌道のデータと1周期軌道の不安定多様体の構造から各周期軌道に対し

xおよびyからなる記号列を割り当て､その結果と二文字の記号力学の結果を比較するこ

とで､テンプレートと記号力学を用いた解析方法の妥当性を確認する｡

不安定多様体は､一周期軌道に沿った捻りと降り曲げの二つの構造を持つ｡不安定多様

体のポアンカレ断面上の点に対して､以下の規則で軌道にxとyを割り当てる:

●不安定多様体の折り曲げられる部分の点には文字xを割り当てる｡

｡不安定多様体の折り曲げのない部分の点には文字yを割り当てる｡

軌道の時間発展より､各周期軌道に対して記号列を割り当てた結果を表5に示す｡
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表 5:軌道データより構成した記号列

周期 1 2 4 6 8 10

記号列 y Xy Xyyy Xyyyyy XyyyXyXy XyyyXyXyyy

この結果は表4の総当たりで求めた結果と一致するので､記号力学による特徴付けは正しい

ものと思われる｡ しかし､偶然の一致の可能性もあるため､間接的な方法ではあるが､記

号力学を生み出す一次元写像の存在を示すことにする｡

そのためには､記号力学で定義される記号列の順序と軌道のポアンカレ断面上での幾何

学的な順序が一致することを示さなければならない｡各軌道とポアンカレ断面との交点を､

不安定多様体の折曲げを無視した曲線(図10中の点線の曲線)を考え､その曲線に沿って左
側の点が右側の点より大きくなるように順序付けることにする｡

図10は､ポアンカレ断面上において各不安定周期軌道の交点の中の最小の点をプロット

したものである｡この図から､各周期軌道の点は､

不安定多様体

図 10:周期軌道の順序

y>xy>Xyy3j> XyyyXyXyyy

0 1P:y
+ 2P:xy

ロ 4P:xyyy

X 6P:xyyyyy

△ 8P:xyyyxyxy

米 10P:Xyyyxyxyyy

>Xyyyyy (22)

と順序付けられていることになる｡ この順序は､記号力学での順序と一致する｡ このこと

は､｢各周期軌道の運動が､点線で示されるの曲線に沿った一次元写像により構成できる｣

ことを示唆する｡

5 まとめ

我々は､結び目の不変量を用いて周期軌道のトポロジカルな特徴付けを行い､さらにそ

こに埋め込まれている不安定周期軌道を用いてストレンジアトラクタを特徴付けた｡その

際､テンプレートおよび記号力学を導入することや軌道の性質の記述が簡略化され､周期

倍分岐領域からカオス領域にわたる全ての周期軌道のトポロジカルな性質の特徴付けがテ

ンプレートにより実現可能であることを示した｡ テンプレートの構造を決める四つのパラ
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メータE,77,2(I,y),m は､周期倍分岐の初めの二つの周期軌道から得られる局所交差数C1

とC2および 1周期軌道の交差点数coによって,

E-C2- C1, り-C1, ,2(I,y)-2C｡+午 , --C2-2C1, (23)

で与えられることを示した｡このことは､周期倍分岐領域からカオス領域にかけて存在す

る全ての周期軌道のトポロジカルな性質およびストレンジアトラクタの構造が､周期倍分

岐カスケードの初めの二つの分岐により決定されることを意味する｡ 最後に､以上のこと

を厳密計算可能な区分線形系を用いて検証した｡そこで得らjtた1周期軌道の不安定多様

体はテンプレートと類似の構造を持っており､テンプレートが流れの構造をうまく反映し

ていることを示した｡さらに､テンプレートおよび記号力学の一貫性を確認した｡
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