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1 はじめに

近年､量子情報理論の研究が欧米を中心に精力的に進められている[1,2]｡ 量子
情報理論はその名前が示す通り､量子物理学と情報科学の境界領域に位置する研

究分野であり､量子力学､情報理論及びその基礎となる数学の各方面で研究され

ている｡その研究目的は大きく3つからなると考えられる｡ 第-番目は情報理論

における諸概念を量子力学に応用し､量子力学の理解に新たな光をあてようとい

うものである｡ 第二番目は量子情報理論の数学的理論体系の研究である｡ 第三番

目は量子力学の原理を利用して古典情報理論では不可能である新しい情報通信 ･処

理の研究である｡ 量子暗号や量子計算がこの代表例である｡ 特に量子計算の研究

は､AT&Tベル研究所のP.Shorが素因数分解の量子アルゴリズムを発見して以

来､多くの研究者の注目を集める所となった [3]｡最近では､量子誤り訂正符号に

関する論文が多数発表されている｡ また､量子暗号に関しては光ファイバーを利

用した原理実験にも成功している｡ 古典情報理論の基礎はShannonが発見した情

報源符号化定理 (Shannonの第一定理)と通信路符号化定理 (Shannonの第二定

理)[4]であるが､これらの定理の量子力学版 (量子情報源符号化定理と量子通信

路符号化定理)も最近アメリカやロシアのグループによって証明されている【5-7】｡

ところで､古典情報理論と量子情報理論の最も大きな違いは､古典情報理論が

情報を担う物理系を分離して物理学とは独立に展開出来たのに対して､量子情報

理論は情報を表現する物理系と本質的に不可分なことである｡ このことを明確に

表わした次の2つの標語がAIP(AmericanlnstituteofPhysics)のホームページ

(http‥//www.aip.org/physncws/1997/qinfo)の量子情報理論の解説記事の中に掲

げられている｡
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"Thereisnoinformationwithoutrepresentation."

〟ThereisnoprocessingWithoutaprocess･〃

量子情報理論は現在数学､物理学､情報科学の各方面において盛んに研究されてい

るが､量子情報理論の研究の歴史は古く､1970年代のHelstrom[8トHolevo【9,lo巨

Ⅵ1cm【11]らの研究にまで遡ることができる｡これらの理論は量子決定理論及び量

子推定理論と呼ばれ､量子状態の測定過程の研究や量子通信系における信号検出

過程 (量子受信機)の研究に応用されている｡ 以下では､量子決定理論に関する

筆者らの最近の研究結果を報告する【12-16】｡

2 量子情報 ･通信システムにおける信号検出過程

量子通信システムにおける受信信号に対する信号検出過程は物理系に対する量

子測定に他ならない｡通常の物理学における量子測定との違いは次の点にある｡

物理学では測定される物理系の量子状態は未知であるが､同一の物理系を複数

或いはくり返し準備することによって何度でも測定を行なうことが原理的に可

能である｡ 一方､量子通信系における量子測定では､測定される物理系は確率

pl,P2,- ,Pn(∑,'=1Pj-1)で量子状態β1,β2,･-･βn%とることか予め分かって
いるが､許される量子測定は一つの信号に対して一回限りである1｡この意味で

pl,P2,- ,Pnは先験確率と呼ばれる｡ 量子通信系では1回の測定でどの量子状態

i)jを受信したかを判断しなければならない｡

一般に量子測定は確率作用素測度を用いて記述することができる｡ 測定結果か

ら受信された信号の量子状態が毎であるとを示す過程を記述する確率作用素測度

を巧 と表わし､決定作用素と呼ぶ｡決定作用素巧 は次の性質を満足する｡

IT,･≧0, 皇hj-i.j=1
(1)

ここで､Iは単位作用素である｡このとき､量子状態βkが送られたときに受信さ

れた量子状態がβ,･と判断される条件付き確率P(jlk)や測定結果が量子状態毎で

ある出力確率Pmt(i)はそれぞれ次の式で与えられる｡
M

p(ilk)-TrlhjPk], P.ut(i)-∑p(ilk)pk･k=1
(2)

1もちろん､送信者に同じ信号をくり返し送信してもらうことも可能であるが､そのようなこと

を行なえば情報伝送速度が低下し､効率的な情報の伝達を行なうことが出来ない｡
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統計作用素毎 と(1)式で与えられる決定作用素の性質によって､これらの量が確

率としての意味を持つことが保証される. 量子状態βkが送信されたにも関らず､

量子測定の結果､量子状態pJ･≠kが得られるとき､信号検出誤りが起こる. この場

合､信号検出過程の平均誤り確率peは次の式で与えられる｡

′ヽ
Pe-Pe(Trl1Ijβk])

れ

∑
競

れ∑
付
ニ P(ilk)pk

n

-1-∑p(jlj)p,･
3'=1
n

-1-∑Trlh,･p,･]p,･･
j-1

-万､信号検出過程によって得られる情報量Jは次の式で与えられる｡

I-I(TrlhJpk])
n n

-∑ ∑ p(jJk)pkln
j-1A-1
n n

-∑ ∑ Trlh,.pk]pkln31-1A-1 TrlHjPk]

∑X=1Trlhipm]pm

(3)

(4)

したがって､信号の受信側は平均誤り確率peが最小になるような量子測定や得ら

れる情報量Jを最大にするような量子測定を行なわなければならない0

ここで簡単な例を考えよう.送信者は信号0として偶コヒーレント状態Jctl)を

送り､信号1として寄コヒーレント状態桓2)を等しい先験確率(pl-P2-を)で送

るとしよう｡即ち､送信者は偶/寄コヒーレント状態を用いて1信号当たり1ビッ

トの情報を送る｡偶/奇コヒーレント状態1α1)と1α2)は次の式で与えられる｡

lol)-

lα2)-

lct)+ト α)
ノラ甘+cx亘ト2回2)]'
lαト ト α)

2【1-expト2回2)】

ここで､回 は通常のコヒーレント状態である｡ところで､偶コヒーレント状態は

偶数個の光子を含み､寄コヒーレント状態は奇数個の光子しか含まないので､信

号の受信者は理想的な光子計数を行ない､偶数個の光子が検出されれば信号0を
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受信したと判断し､奇数個の光子が検出されれば信号1を受信したと判断すれば

よい｡このような信号検出過程を記述する決定作用素は次の式で与えられる｡

〔X)
叫〈〉e2∑

十

二
･Eq-

+㍑2
･∑
.
.,:

ニ･Ejcq 1)(2γけ1卜 (8)

ここで､In)は光子数の固有状態である｡このとき､条件付き確率はP(ilk)-6jk
となり､信号検出過程の誤り確率はゼロであり､得られる情報量は1ビットである｡

pe(Trlll,･βk])-0,I(Trlh,･βk])-ln2. (9)

ここで､情報量をlog2を用いて表現するときの単位がビットであり､自然対数In

を用いて表わすときの単位はナットと呼ばれる｡従って､ⅣナットはⅣ/1m2ビッ

トである｡本報告では数学的取り扱いが便利なナットを情報量の単位として用い

ることにする｡

上記の例では検出誤りはゼロであり､受信者は送信者が送った情報を全て得るこ

とができる｡このような完全な信号検出が可能なのは偶コヒーレント状態と奇コ

ヒーレント状態が互いに直交する為である｡即ち､互いに直交する量子状態は適

当な量子測定を行なうことによって完全に区別することが出来るからである｡一

方､非直交量子状態はどのような量子測定を行なっても完全には区別出来ない｡こ

の為に､送信者が非直交量子状態を用いて情報伝送を行なった場合､受信者の検

出誤りはゼロにはならず､得られる情報量も送信者が送った情報量よりも少なく

なる｡ 光通信で用いられるコヒーレント状態や量子暗号で重要な役割を果たす量

子状態は殆どすべて非直交量子状態である｡ そこで､受信者がどのような量子測

定を行なえば最も有効であるかという問題が生じる｡この問題に解答を与えるの

が量子決定理論 (量子力学的仮説検定理論)である 【8,9,11】｡

3 信号検出過程の最適化理論

信号検出過程は決定作用素hl,H2,‥.,Hnによって記述され､平均誤り確率pe

や情報量Jはこれらの決定作用素を用いて表現される [(3)式と(4)式を参照]0

従って､量子決定理論の目的は平均誤り確率peを最小にする決定作用素や情報量

Jを最大にする決定作用素を求めることである｡ これらの最適化は形式的に次の式
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で表わされる｡

pmin-minP e(Trl11 jPk]),
1-I∈S

Imax- m axI(Trl1731βk])･
L-1ES

ここで､βは決定作用素全体の集合を表わす｡

S-(A-(hl,h2,･-,1in)lh,.≧0,∑,'=1H,･-I'〉･ (12)

即ち､与えられた信号量子状態(β1,β2,･.･,βn)と先験確率tpl,P2,...,Pn)の下で

の平均誤り確率peを最小､あるいは情報量Iを最大にする信号検出過程を記述す

る決定作用素h-(h l,h2,...,hn)を集合Sの中から見つけなければならないO
決定作用素h-(hl,h2,‥.,1in)が平均誤り確率peを別 ､にする為に満足し

なければならない必要十分条件はHolevo刑やYuenら【11]によって次のような形

に求められている｡

Pmin-minPe(TrlHJ･βk]) ⇔
1-I∈S

〈

1Tjbj毎-pkPk]IIk-0n n
∑pkβkhk-∑pkhkPk≧pip,･
k=1 k=1

(13)

一方､情報量Jの最大化に関しては必要条件は求められているが十分条件は現在

のところ分かっていない｡決定作用素h-(hl,h2,… ,1in)が情報量Iを最大に

する為の必要条件は次の式で与えられる【9】｡

I-ax-Teasx.I(TrlhjPk])ラ h3･lFJ･-Fk]1ik-0 (14)

ここで､作用素Fjは次の式で定義される｡

Fj-差 pkPkln[
Trl1Tji)k]
∑ニ =lTrlji,･βm]pm]･ (15)

これらの条件を満足する最適決定作用素の基本的性質は次のように纏めることが

できる｡

1.平均誤り確率peを最小にする決定作用素や情報量Iを最大にする決定作用素

は必ずしも一意的ではない｡このことは､最適な信号検出過程を実現する為

の量子測定は必ずしも一つとは限らないことを意味する｡
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2･2元量子信号系(n-2)の場合､平均誤り確率peを最小にする決定作用素､

及び情報量Jを最大にする決定作用素は射影作用素になる｡

HjHk-ITklIJ･-63･kI･ (16)

勿論､射影空間の次元は信号量子状態の性質に依存する｡

3･信号量子状態が線形独立な純粋量子状態掴,1),陣2),...,悼,n))で与えられる場
合､平均誤り確率Peを最小にする決定作用素は1次元射影作用素になる.

n
17,･-帆)(Q,･I,(榊 k)-6,･k,∑椀)(Qjl-j･ (17)

3'=1
従って､(帆),砂2),.-,JQn))は信号量子状態のHilbcrt空間の一つの完全正
規直交系である｡即ち､平均誤り確率を最小にする決定作用素を求める問題

は適当な完全正規直交系を求める問題に帰着される【15】｡

決定作用素に対するこれらの最適化条件(13ト(15)は作用素の非線形方程式である

為に一般に解くことは非常に困難である｡ 現在までのところ､自明な場合や非常に

特殊な場合にのみ解が知られている【12】｡この為に多くの場合､決定作用素を求め

ることを諦め､平均誤り確率の最小値を数値的に求めることが行われる｡しかし､

このようなアプローチでは平均誤り確率の最小値は求めることができても､それ

を実現する為の量子測定は未知のままである｡最適信号検出過程を実現する為の

量子測定を系統的に求める為には決定作用素を求めることが必要不可欠である｡

4 対称量子信号系に対する最適受信過程の厳密解

この節では､信号量子状態がある対称性を持つ場合､(13ト(15)式で与えられる

最適化条件を満足する決定作用素の厳密な解析解を求めることができる 囲 ｡こ

こでは送信者が等しい先験確率を持つn元対称信号β1,β2(...,Pnを用いて情報を

送る場合を考える｡ このとき量子状態か ま次の性質を満足する.

pj-帆)(O,･I-Oj~1困(4,lOt3'~1,
1

仲 I-抑 -I,Vn-I,pj- n

このように定義された量子状態か ま次の関係式を満足する｡

Pj土n=Pj･ (20)

このような性質を満足する信号系の代表的な例としては次のようなものがある｡
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･任意の線形独立な純粋量子状態(帆),砂2))で表される2元信号系｡

･n元PSKコヒーレント信号系tlal),桓2),-.,桓n)):

fct,A)ニケ3'-1回,ウニcxp(-27riala/n). (21)

ここで､lα)はコヒーレント状態であり､aIと丘は生成 ･消滅作用素である.

･n元スピン信号系(偏光､量子ビットなど).

このような対称量子状態信号に対しては､最適検出過程を記述する決定作用素の厳

密な解析解を求めることが出来る【16]｡ 次の命題は(18ト(20)式を満足する信号量

子状態(J4,1),陣2),...,帆 ))が線形独立であっても線形従属であっても成り立つ｡
命題1:(18)-(20)式で与えられる等しい先験確率を持つ㍑元対称信号に対して､

平均誤り確率が最小になる最適信号検出過程は次の決定作用素で記述される｡

n

k,･-Jpj)(pjl,Jpj)-針喜14,,I),壷-∑勅)(4,jl･ (22)
E=H

このとき､平均誤り確率の最小値Pminは次の式で与えられる.

pminニト l(4,博一喜酬2. (23)

命題1の証明:(22)式で与えられる決定作用素が誤り確率peを最小にする為の

必要十分条件(13)を満足することを示そう｡まず､作用素ウと壷の間の関係を求

めると次のようになる｡

n

¢抑 I-∑ 和戦)(4,,･f伊
3'-1
n

-∑勅)(4,,･l+14,n'1)(4,n+ll
3'=2
n

-∑ 勅)(4,,･l+14,1)(4,1I
J'-2

=壷. (24)

従って､作用素クのunitary性から作用素¢とかま可換であることが分かる｡

[ク,句-0.
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そこで､決定作用素hi-lp,I)(p,･It統計作用素pJ-帆)(4,ilを必要十分条件の第

1番目の式の左辺に代入し､作用素¢と壷が可換であることを用いると､この左

辺は次のように計算することができる｡

･TjlpjP,･-pkPk]hk-三Ip,･)(p,･肋 )(軒 lQk)(刷 pk)(pkl
′ヽ

･ 三Ipj)fjk(pkl･

ここで､Fjkは次のようになる｡

731k-(FL3･勅)く4,3･lpk)-(pJ･[4,k)(4,klpk)

-(4,lOt3'-1か喜匪 1回,)(4,JOtJ'-1か書け 1回,)

14,I伸 一16-書け 1IQ)(4,I伊 -1轟 け 1冊

-(庸一喜14,)(庸 一書け 佃)-(庸 一書け 佃)榊 あー書冊
=0.

(26)

(27)

従って､平均誤り確率peが最小となる為の必要十分条件の第1番目の関係式が蒲

足される｡ 次に必要十分条件の第2番目の関係式が満足されることを示そう｡こ
n

の為に､i-∑pjP,.a,･と置く.このとき､作用素Pは次のように計算すること
j=0

ができる｡

n

i-三∑ 勅)(031lpj)(pjf3'-1

-去墓 場,仰 せ 書棚 ,〈p,.I
n

-三仲 幽 明 ∑勅 )(p,.lEZ=1
n

-三伸 銅 *)∑勅 )(扉 一 書3'=1
-三碑 iI植 一書

-三酬軸 )紘

1

(28)

従って､TはHcrmitc作用素であり､必要十分条件の第2番目の関係式q)1番目の

等号が成り立つ｡この結果を用いると､第2番目の関係式の不等号は次の作用素
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が非負であることを意味する｡

(神町 函 仁 勅)(Qjl-03'-1[(碓 書冊 L IQ)(申 fj~1

≡'O3'~lQOt3'-1 (29)

非負作用素のumitary変換は非負であるので､作用素βが非負であることを示せば

十分である. そこで､任意の状態ベクトル回 に対して､(uIQlu)を計算すると次

のようになる｡

(叫Qlu)-(卯損 14,)(可動u)-(ULO)(伸 )

-(4,1i弓i-去lO)(uI参与殉可-I(4,Iu)l2

≧I(卯参一書殉u)l21(Qlu)I2

-I(4,Lu)l2-J(4,lu)I2

=0. (30)

ここで､不等号はSchwarzの不等式(AlA)(BIB)≧l(ALE)‡2による.従って､必

要十分条件の第2番目の関係式が成り立つ｡以上のことから､(22)式で与えられ

る決定作用素は平均誤り確率Peを最小にする信号検出過程を記述する.(証明終)

(22)式の決定作用素によって記述される信号検出過程を有する量子通信チャン

ネルを表わす条件付き確率 (チャンネル行列)は次の式で与えられる｡

p(掴 )-Trl17,･βk]-I(p,･回,A)I2-I(Qi),･kE2. (31)

ここで､Qは信号量子状態を用いて計算されるGram行列(Qjk-(砺帆))である｡
従って､対称信号系に対する最適化量子通信チャンネルは､信号量子状態のGram

行列を計算することによって求めることができる｡

以上では平均誤り確率の最小化問題を考えたが､(22)式で与えられる決定作用

素は情報量の最大の為の必要条件も満足する｡即ち､次の命題が成り立つ｡

命題2:(22)式で与えられる決定作用素巧 は情報量Jが最大になる為の必要条

件【(14)式と(15)式]を満足する｡

命題2の証明:信号量子状態と決定作用素の性質から条件付き確率p(ilk)は差

の絶対値tj-k‖このみ依存する｡実際､

P(ilk)-I(4,,･Ipk)I2

-I(4,I匪 碩一喜酬2

-l(庸 一喜Vk-jI4,)t2.

-836-
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そこで､P(jfk)-I(i-k)と置けば､信号量子状態の対称性から関数f(i)は次の

性質を満足する｡

n+A
f(i)-＼Jトj), I(din)-I(i), ∑ I(i)-1･

3'-k+1
このとき､出力確率p.ut(i)はすべて等しくなる｡

p.uJj)-∑p(jP)pk-王墓 f(仁 k)-完
n 1

3'-1 3'-1

(33)

(34)

これらの関係式を用いると､(14)式と(15)式で与えられる必要条件は次のように
′ヽ

計算することができる｡まず､作用素91-FkCま次のようになる｡n
i,A-Fk-三∑β-llnf(i-mト lnf(k-m)]ijil≠il

n

∑ 【βm.i-1-βm-k-1】lnf(m)
iii]±In
∑ 【βm.,･-1-βk叫 1】lnf(m)･iiiZ革iI

1
1

n

l

rZ.
この表式を用いれば,次の式が得られる｡

hJllFJ･-Fk]hk-三m$1hJ･[p-･3･-1-β- ･hklnf(-)
三･pj,(m$173･k(-,lnf(-,)(pk･･

さらに､73･k(m)は次のように計算することができる｡

73･k(m)-(FLjl4,m+3･-1)仲m+3･-1IILk)-(pJ･怖一m+1)(擁-m+1lpk)

-(函 弓¢m-114,)(庸 一圭Ok-3'-m'1L4,)

-(4,li-喜ob-i-m'1購 (再 -iウm-1回,)

=0.

(35)

(36)

(37)

従って､(22)式で与えられる決定作用素巧 は情報量Jが最大になる為の必要条件

を満足することが分かる｡(証明終)

(22)式で与えられる決定作用素で記述される信号検出過程で得られる情報量j
は次の式で与えられる｡

n

I-Inn+∑f(i)lnf(i)･
j-1

- 837 -

(38)



研究会報告

この式の右辺の第1項は等しい先験確率の送信系(情報源)がもつ情報量を表わし､

第2項は検出誤りによる情報量の損失を表わしている. 特に､2元信号系(n-2)
の場合には､fは信号検出過程によって得られる情報量の最大値 左 axになる.

Imax-ln2+PminlnPmin+(1-Pmin)ln(1-Pmin).

ここで､Pminは2元信号系に対する最小受信誤り確率である｡

pmin-;[1-JTW ]･

(39)

(40)

(22)式で与えられる決定作用素H,･は情報量Iを最大にする為の必要条件を満足す

るが十分であるか否かはまだ証明されていない｡しかし､Daiviesの結果 【17】を応

用することによって､信号量子状態が線形独立だある場合､(22)式で与えられる

決定作用素H,･が十分であることを強く示唆する結果が最近筆者によって得られて

いることを述べておく.また､(22)式で与えられる決定作用素H,･の添え字jに関

して連続極限をとったものは量子推定理論における最尤推定の最適解になってい

ることを証明することができる【16]｡

5 2元量子信号に対する最適信号検出過程

ここでは最適化問題が厳密に解ける簡単な例として2つの純粋量子状態を用い

た2元量子通信系を考えよう｡ 送信者は量子状態軌)と14,2)を先験確率pl,P2に

従って情報伝送を行なうものと仮定する｡このとき､(13)で与えられる必要十分

条件を満足する決定作用素hl,h2は次の式で与えられる[12]｡

〝 1 -

112-

砂1)(裾 +
R+i(1+A)一入FC2._/.､′_I.),R-;(1十人)+IC2

-Jも

2(1- Fc2)R
R+i(1-A)
2(1-fC2)R

2(1-Fc2)R

(ei佃 1)(4,2I+C~iQI02)(4,1I),

R一書(1+A)+入pc2._/.I/_I...R+i(1+入ト pc2
4,1)(4,1]+

-Ft

2(1IPC2)R
R-i(1-A)
2(1-fC2)R

2(1+Fc2)R

(eiQ価)(4,2l+C-iQI4,2)く4,ll)･

ここで､各パラメータは次の式で与えられる｡

R=

砂2)く02I

4,2)(車2

喜(1+A)2-AK2, A-Pl (榊 2)-KCiQ･)
P2

-838-
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このとき2つの決定作用素hlと172は単位の分解IIl+II2-封こなっていなけれ
ばならないが､hl+1I2を実際に計算すると次のようになる.

Ill+H2-
回1)(4,1l+砂2)(4,2上 砂1)(裾4,2)(4,2上 砂2)(4,214,1)(4,1

1-I仲1砂2)】2
(44)

この式の右辺が実際に信号量子状態陣1),陣2)が張るHilbert空間上の単位作用素

になっていることは容易に確かめることができる｡

(hl･112)lO)-lO), (45)

回,)-ale,1)+bl4,2). (46)

このとき､信号検出過程における平均誤り確率の最小値 pminは次の式で与えら

れる｡

pmin-;[1-JTW ]･

また､この信号検出過程で得られる情報量 Ibinは次のようになる.

Ibin-Hinput- Her,即,

i
HinputニーPllnp1-P21np2,
Hem,- -PminlnPmin-(1-Pmin)ln(1-Pmin).

(47)

ここで､Hi｡putは送信者 (情報源)が持っている情報量であり､He,,0,は信号検出

誤りによる情報量の損失を表わす｡

6 信号検出過程における熱雑音の影響

信号検出過程の最適化問題は決定作用素に対する非線形方程式で与えられ､そ

の解を求めることは特別な場合を除いて非常に困雛である｡ 特に､信号量子状態

が非可換な統計作用素で与えられる混合状態の場合､厳密解を求めることは事実

上不可能である｡ そこで､平均誤り確率peの下限や情報量Iの上限を求めること

が重要になってくる｡そして､これらの上限や下限を用いて量子通信システムの

評価が行われる｡ この節では､信号量子状態が熱雑音を含んだGauss型の量子状

態で与えられる場合の最適化された信号検出過程における情報量の上限と平均誤

り確率の下限を求める [13,14]｡

- 839 -



研究会報告

6.1 信号量子状態

ここでは､まず以下で考える熱雑音を含んだ信号量子状態 (β1,β2,- .,Pn)につ

いて説明する｡ 信号量子状態として-は"Gaussianstate"と呼ばれる次のような密

度行列で与えられるものを考える

V,･pth吋

Vj-CXp[Tja21榊I2+弼ala+p,Ta+U,･at]･

(50)

ここで､密度行列βthは熱平衡状態を表わし､Tj,PJ･,,,3･は複素パラメータであり､

裾 ま実パラメータである.同じ信号量子状態が熱雑音を含まない場合には､密度

行列は次のようになる｡

p5･o)-
矧o)(oLq･f
(olq･t矧o)

(53)

(50)式で与えられる信号量子状態の例としては､"thermalcoherentstate"や"ther-

malsqueezedstate"等がある｡それぞれの量子状態を表わす密度行列β｡｡とβsqは

次の式で与えられる｡

巧O-A(α,･)pthbI(α,･),

p,eq-S(Tj)D(α,･)βthbt(α,･)か (Tj)･

A(α)は並進作用素であり､i(7)はsqucczing作用素である｡

b(αj)-CXp[αjaI-α抑

S(7,.)-eXp[圭(桝 2-TjaI2)】･

このような信号量子状態に対する検出過程の平均誤り確率Peの下限や情報量I

の上限を求める為に､熱平衡状態を超作用素(supcropcrator)を用いて次のように

表わそう｡

βth-I:(lO)(Ol)･

ここで､超作用素之は次の式で定義される｡

L:-C-価, 泳-cxplo(A+-A.)】.

-8401
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また､超作用素k土やkoは任意の作用素Aを用いて次の式で与えられる.

k+A-afAa,A-A-aAaT,k｡A-紳ad+Aata+A)I (60)

超作用素k.,A_,k｡は交換関係 匿｡,k土]-土k土とlk_,A.]-2k｡を満足する
SU(1,1)リー代数の生成作用素である｡また､(59)式に現われるパラメータβは

0-1nJiT扇 で与えられ､超作用素砂 はユニタリー超作用素である｡

泳泳I-泳I泳-I. (61)

ここで､i(A)-Aである.さらに､ユニタリー超作用素vi,が次の関係式を満足

することは容易に確かめることができる｡

血泳I-acoshO+btsinhO,

泳aI泳I-alcoshO+bsinhO,

而泳I-bcoshO+alsinhO,

泳bf泳I=bfcoshO+asinhO.

ここで､超作用素bと狛 ま次の式で定義される｡

bA-Aat, btA-Aa.

nrJu
ローmHu
IH■.r-nut
nLhu

2

3

4

5

6

6

6

6
､

hu1JH-
【utLU
lHl
U
iH川lHU

(66)

これらの関係式を用いると､作用素O,･p.hq･tは次のように計算することができるo

V,･pthqI-V,･i(fO)(Of)q･1

-之(Ll[t̂,,･i(lO)(OJ)q･t])
-i(qjlO)(昭)･

ここで､作用素&,･は次の式で与えられる｡

Oj-CXp[7,･&2一朝 2+iQj轟 +砕 +D,･at],

P 3'=

I/i=

(1+A)FLJ･+huj
J iT雪亮 '

(1+兎)uj+兎pJ･
斤ヽ手元

このとき､作用素0,･とV,･の間には次の関係が成り立つ｡

U31-V31
FLjlILj'Z/)I)E/3'

-841-
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以上のことから､熱雑音を含む信号量子状態と熱雑音を含まない信号量子状態を

記述する統計作用素は次のように表わすことができる｡

Pj=

p5･o)-

vjPthq･T
TrlV,･pthq]
q･fO)(0昭

(oJq･tq･(0)

-I:(回,3･)(03･‡),

-JO,(･o))(4,,(0)l･

ここで､状態ベクトル14,i)と回,ilo))は次の式で与えられる.

帆)-
OjlO)

Trlq･Pthq･t]
, lQ,(o))-

帆)-14,,(0))
PjjIL3',Z/)'j Z/3'

q･lO)

(o昭 矧o)

(72)

(73)

(74)

(75)

以下では､(72)-(75)式を用いて､信号検出過程における平均誤り確率peの下限と
情報量Jの上限を求める｡

6.2 信号積出過程における情報量の上限

仝節で求めた信号量子状態の表現(72ト(75)式を用いて､熱雑音を含んだ信号量
子状態に対する量子測定によって得られる情報量Jの上限を求めよう｡信号量子

状態が熱雑音を含む場合の情報量Jの最大値は形式的に次の式で与えられる [(4)
式を参照]｡

I-- (7,6- )-TeasxI(Trl抽 )･ (76)

ここで､集合βは全ての決定作用素の集合を表わす｡

S-tjl-(hl,h 2,･･･,hn)lh,･>_0,∑,?=lHj-I)･ (77)

(76)式は右辺の値を最大にする決定作用素h - (hl,A,,...,1in)を集合Sの
中から選ぶことを意味する｡また､情報量の最大値が信号量子状態のパラメータ

(7,¢,FL,l/)に依存することを明確に表わした｡ここで､熱雑音を含んだ信号量子状

態が(72)式で与えられることを用いると､最適化を表わす(76)式は次のように変

-842-
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形することができる｡

Imax(7,¢,P,l/)-IPaXI
JL∈S

-rpaxZ
LJ∈S

-rpaxZ
〟∈8

-paXI
JJl∈SI

ここで､次の関係式を用いた｡

(叫 抽 )

(Trlh,i(Ⅰ*k)(擁l)])

(TrlF(a,I)帖 刷)

(Trl卵 k)(OkI])･

TrlAi(B)]-Trlef(A)B].

また､(78)式において､作用素11'と集合S'は次の式で与えられる｡

h'-EI(a),S'-th'-♂(A)lh∈S).

(78)

(79)

(80)

ところで､これらの定義から任意のh'∈S'に対して､関係式h'-i(a)を満足

する或る決定作用素h∈Sが存在して次の関係の成り立つことが分かる.

〟

∑巧-i, 171･≧0･
3'-1

ここで､超作用素之に関する次の性質を用いた｡

d(I)-I, L:≧O.

(81)

(82)

以上のことから､作用素1ii･が決定作用素であることがわかるo即ち､h'∈S'→
h'∈Sが成り立つので､集合S'は決定作用全体の集合Sの部分集合(S'⊆S)で
ある｡この結果は最適化問題において次の不等式が成り立つことを意味する｡

]Teasx,I(Trlhi･IOk)I(WkI])≦RasxI(Trl紬 )(QkL])･ (83)

ここで､熱雑音を含まない信号量子状態に対する信号検出過程によって得られる

情報量の最大値は次の式で与えられることに注意しよう｡

ILoix(7,6- )-TeasxI(Trl勅 ko')(Oio'I])･

-843 -
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また､量子状態勅)とI4,,(0))の間には次の関係式が成り立つことを思い出そうo

帆)-lQ,(o))L p,.,V,..3,,

PJl=

l/i=

(1+兎)pJ･+兎uj
沼了で亮 '
(1+免)l/3･+兎FLj
Ji了う高

以上のことから信号検出過程における情報量Jの最大値に関して次の不等式が成

り立つことが分かる｡

Imax(7,¢,P,ly)≦ILoix(7,¢,P,b). (88)

この不等式は､熱雑音を含んだ信号量子状態から得られる情報量Jの上限が熱雑

音を含まない場合の最大情報量Z(0)の表式を用いて如何に抑えられるかを表わし

ている.勿論､不等式 Imax(柄 ,FL,U)≦ILoix(再 ,IL,U‖ま自明である.

ここで､簡単な例として2元PSKコヒーレント信号を考えよう｡この場合､2

つの信号量子状態β1とβ2は次の式で与えられる熱雑音を含んだコヒーレント状態

である｡

β1-A(α)βthbt(α),β2- A(-α)βthbl(-α).

熱雑音が存在しない場合の信号量子状態は次の式で与えられる｡

(89)

β(10)-回(ctl, βSo)-ト α)トαl. (90)

この場合の信号検出過程によって得られる情報量Iの最大値盈 xは､(48)式と(49)

式で与えられる｡

･Lot-I?I;ll+ 1-4pIP2CXp(-4hs)]lnl1+1-4pIP2CXp(14hs)]
l
一2+
ト 1-4pIP2CXp(-4hs)]lnl1-1-4pIP2eXP(14hs)]･ (91)

ここで､pjは信号量子状態の先験確率であり､兎S-回2は平均信号光子数を表わ
す.また､I0--1n2-pllnp1-P21np2である. 従って､(88)式から熱雑音が存

在する場合の信号検出過程によって得られる情報量の最大値 Imaxに対して次の不

等式が成り立つ｡

l
一2
+rJO<一X

a
L
ie

1

(2+

[1+4pIP2Jト exp(-D2)]lnl1+ 1-4pIP2CXp(-D2)]
[ト 4pIP2Jト cxp(-D2)]lnl1-1-4pIP2CXp(-D2)]･ (92)

ここで､D2-蛎S/(1+2兎)はホモダイン検波におけるS/N比を表わす｡
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6.3 平均誤り確率の下限

次に熱雑音を含んだ量子状態に対する信号検出過程における平均誤り確率peの

最小値について考えよう｡ 情報量の場合と全く同様にして､平均誤り確率の最小

値は次のように計算することができる｡

Pmin(7,¢,P,U)-甲inPe
lI∈S (叫抽 )

〟

-1-禦誉∑p,･Trlh,.p,･]LAI∈S

-minPelI∈S
-minPe/̂I∈S
-minPelT∈Sl
>minPeLI∈S

3'=1

(Trlh,･i(帆)(軌[)])

(Trlit(a,･)l刷 捌 )

(Trl勅 k)(擁l】)
(TrlhjLOk)(Okl])

-piFi)n(7,4,P,5). (93)

不等式に関しては､決定作用素の集合β'がぶの部分集合であることを用いた｡ま

た､Pi?i)n(7,¢,P,U)8ま熱雑音を含まない場合の信号検甲過程における平均誤り確率

の最小値を表わす｡従って､次の結果が得られる｡

pmin(7,i,p,〟)≧Piioi)n(7,4,P,b),

FL3'=

UJl=

(1+兎)pj+兎l/j
1+277. 1

(1+兎)i,j+hpJ･
Ji｢巧 亮

〟元コヒーレント信号の場合､熱雑音を含んだ信号量子状態､及び熱雑音を含ま

ない信号量子状態はそれぞれ次の式で与えられる｡

p,･-A(cy,･)βthbt(α]),p5･o)ニーα,I)(α,.ト

このとき､(94)式は次のようになる｡

pmin(α1,α2,… ,αM )≧Pi?i)n
α1 α2 α〟

vT手元'､斤手元 '''''､斤手元

(97)

)･ (98)

熱雑音を含まない場合のコヒーレント信号p(10),β㌘),.‥,a(A)に対する信号検出過
程における平均誤り確率の別 ､倦P.(nOi)n(α1,α2,… ,αM)8ま幾つかの具体的な信号に
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対して厳密な解析的な表現が求められている 【12]｡それらの結果を用いれば､直

ちに熱雑音を含んだ場合の平均誤り確率の最小値を評価することができる｡特に､

先験確率が等しい2元PSKコヒーレント信号に対しては次の結果が得られる｡

;[1-(D/Jf)]≧pmin(α),-;[1-碑 司 ･ (99)

ここで､上限はホモダイン検波における平均誤り確率である｡また､err(Ⅹ)は誤差

関数である｡

7 最後に

以上では量子情報理論の中で､信号検出過程に関する最近の研究結果について

報告した｡より詳細な解析は文献 【12-16】を参照されたい｡また､量子情報理論全

般に関しては国際会議報告 【1,2ト 最新の研究結果に関してはLosAlamos国立研

究所のarchives(http://㍊Ⅹ.lanl.gov)等を参考にされたい｡
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