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{多自由度系の トンネル現象

多自由度系の トンネリングには､大きく分けて2つの場合が考えられるOまず第-に､ トンネルに関

与する自由度は一次元で､熱浴などの多自由度系と結合している､という場合である｡ このような問

題に対しては､インスタントンを用いた解析が有効性を発揮するすることがよく知られている｡最近

の実験を交えた トンネル現象の新しい展開が話題に上がる際にも､このような意味での多自由度 トン

ネリングが対象とされることが多い【1】｡

第2の状況として､ トンネリングする自由度自体が多自由度である場合がある｡このような トン

ネルに関係する自由度が本質的に多自由度であるような問題も､前者の意味での多次元 トンネリング

と同様自然界に数多く存在する｡

ところで､原子 ･分子など少数多体系は､対称性の高いごく限られた場合を除いて､ほとんどの

場合､古典力学的に分類すれば非可積分系に属し､大なり小なり必ずカオスを内在する｡そう考える

と､後者の意味での多自由度系の トンネリングは､対応する古典力学でカオスが存在する状況下で起

こっているはずである｡

例えば､化学反応は反応物と反応生成物を結ぶ遷移状態を通って起こり､しばしば トンネルに因

る遷移を伴う｡この化学反応の動力学を力学系としてみると､遷移状態は不安定な周期軌道に対応し､

そのまわりの統計的な性質はずカオスにより発生する｡RRXM理論に代表される化学反応の統計理

論がその成立要件を系のカオス性に置いていることからもわかるように､多くの化学反応はカオスの

海を通過して起こる｡ 従って､化学反応を量子動力学として捉える際､ トンネル効果とカオスとの関

係は避けて通ることのできない問題となってくる｡

このように､カオス系での トンネル現象は､多自由度系の トンネリングの中でもごくありふれた

現象と考えることができる｡ここでは､対応する古典力学が非可積分でカオスを発生している場合､

量子論の トンネル現象がカオスが存在しない場合と比較してどのような特徴をもつか､それが古典論

のいかなる性質の反映か?といった問題を考える【2】｡

1モデル､カオス的 トンネ リングの諸特性

通常､量子論の トンネリングは､古典粒子がエネルギ｢的に連動が禁止されている領域への波動効果

による遷移のことを指すことが多いが､ここでは､動力学的に形成された障壁 (EAM トーラス)か

ら波動が参み出る"動的 トンネリング(DynamicalTunneling)"を考えるO動的 トンネリングとは､も

う少し詳しく言うと次のようなものである｡一般に､自由度が2以上の力学系では多くの場合､規則

的連動を示す軌道が不規則運動を示すカオス軌道と共存する状況が実現されている｡しかし､カオス

軌道は規則的軌道と棲み分けており､規則連動がカオス運動に遷移することはあり得ない｡位相空間

は規則的軌道の トーラスによって仕切られ､カオス連動は位相空間全域には広がれないし､逆にカオ

スに隔てられた トーラスは孤立したグループに分かたれている｡しかし量子力学の世界ではトンネル

効果によってこれら孤立した領域が結ばれる可能性がある｡そのような､動力学的に形成された孤立

グループ間の遷移をここでは､"動的トンネリング"と呼ぶOエネルギーも動力学的な保存量であるか
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ら､通常のエネルギー障壁を越えるトンネリングも､広い意味では､"動的 トンネリング"と見倣すこ

とができる｡ただし､これが位相空間に散らばるトーラス間の トンネリングと果たして同じ機構を持

つものか､という問題に関しては注意深い検討を要するようである【3】｡
ここでは､この動的 トンネリングに対するカオスの影響を純粋な形で取り出すために､以下のよ

うなモデルを考える｡

H=Ho(卓)+V(∂)∑ 6(i-n)･n

H o(p)=
p 2 (p/pd)2レ

2 ( p /pd)2レ+1
Ⅴ(♂)= ∬ sin β,

+Lop

(1)

ただし､

ここで､I,,K,LJは系のパラメータである｡図1に示された古典位相空間を見ればわかるように､この

系ではパラメータを適当に調節することにより､沸則領域 (トーラス)と不規則領域 (カオス)とが

完全に分離された状況を実現することができる｡

2打

図 1 周期的撃力系 (1)-(3)のボアン
カレ写像.用いたパラメータは､L'=

3,K -1.2LJ-10i,をある程度大

きくとると､中央 p -付近にKAM
の帯ができるop～0周辺の破線は､

t=0でp=0,0∈【0,27r]にあった
古典ラグランジュアン多様体の6ス

テップ後｡

一般に､系を適当に選び､勝手な初期条件から波束を走らせると､その波束による遷移を､古典

的連動に乗った遷移とトンネルを含めた純量子論的な遷移とに､明確に分離することは困難である｡
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しかし､上記モデルにおいては､量子論の初期波束を運動量状態の固有関数po=0におくと､それ

に対応する古典軌道はすべて中央のKAM帯のなかにおさまっているので､時間が経っても決して

KAM帯の外に出ることはできない｡一方､量子波束は上で述べた動的 トンネル効果によりEAM帯

から参みだすことが可能であり､従って､革AM帯の外側に広がるカオスの領域への遷移はすべて ト

ンネル効果によって起こっていると見倣すことができる｡

ただし､以下カオス ･トーラス共存下で起こるトンネル現象に関する諸特性およびその発生機構

は､選んだモデルの特殊性によるものでは全くなく､一般の非可積分系､例えば､

Ho(p)-

Ⅴ(♂)- ∬ sinβ,

で与えられる､いわゆる標準写像の場合でも､定性的にはまったく変わらないことは最初に注意して

おく｡

図2に トーラス領域からカオス領域に参み出していく波束 (p0-0からスター トし､1ステップから

8ステップまで)の波動関数を伏見表示で示した｡ただし､図の等高線は､ トンネル領域の様子を強

調するため､logスケールでプロットしてある｡ 時間発展初期には､波動関数はKAM帯の上を振動

するだけであるが､次第に波動関数が折れ曲がっているあたりから参み出しが見られるのがわかる｡

さらに時間が進むと､波動関数の参み出しが激しくなり､参み出し口も増えてくる｡6,7,8ステップ

目あたりでは､p<0の領域で参み出した波動関数どうしの干渉が現れる (伏見関数のゼロ点は､波

動関数の干由の結果出現するが､この場合､ トンネル領域にゼロ点が現れているのが見られる)Oま

た､KAM帯上の領域は振動を繰り返すだけであるが､ トンネル領域ではいったん参み出した波動関

数は時間が経っても戻ることはない｡

図3には､図2と全く同じタイムステップの波動関数をp表示 (運動量表示)したo仮に外側にカオ

ス領域が存在 していない場合の トンネルの裾と比較すると､以下のような際立った特徴がある｡

1.KAM帯の中では､急速かつ単調に減少する｡その減少率は､ちょうどKAM帯がp方向にど

こまでも広がった可積分振動子のそれに等しい｡

2.ⅨAM帯内での減衰は､カオスの海に近づくにしたがって次第に緩やかになり､chff一崖-と呼ば

れる急峻な落ち込み､あるいは平坦な棚-platealトなどの構造を作る0

3.棚の上に不規則な振動をつくる.

4.棚は崖をつくって急速に減少するが､しばらく減少 した後再び棚をつくる｡全体として振幅を

減少させながら､棚→崖- 棚→崖-叫の構造を繰り返す｡

5.棚構造をつくるため､可積分振動子すなわちこれまで知られている トンネル過程に比べると､

古典的連動不可能領域への トンネルによる遷移確率は圧倒的に大きい｡

カオス領域が存在することによって､トンネル確率が異常に増大する過程は､Chaos-assistedtun-

nelingと呼ばれる【4]｡エネルギー領域では､エネルギースプリッティングに トンネル現象を観測す
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p
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図 2 波動関数の時間発展 (伏見表示)｡ただし､等高線は対数スケール｡
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図3 波動関数の時間発展 (p(運動量)表示)｡縦軸は対数スケールO
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ることができるO カオスが存在することによって生じるエネルギースプリッティング△Eのオーダー

は､通常の 1次元の トンネルで評価される､△E～e-consi/hのよりも遥かに大きいOまた､連続的

なパラメータの変化 (例えば､外場の連続的変化)により､1次元 トンネリングによるエネルギース

プリッティングは､単調な変勤 しか示し得ないが､非可積分系では､エネルギースプリッティング白

身が不規則に変化する｡このパラメータの変化に対するエネルギースプリッティングのランダムな変

動は､図3に見られるような トンネル領域にある波動関数のランダムな振動構造に起因する｡

以上の純量子論で観測された､可積分領域-カオス領域の動的 トンネリングの最も素朴な解釈は､

(1)最初､可積分領域にあった波束が可積分領域を トンネリングで通過し､その後､

(2)カオス領域にはいると､カオス領域の古典軌道にのってp方向に遷移していく｡

というものである｡しかし､この解釈では説明できないことが幾つかある｡実際､図2を見てもわか

るように､可積分領域からの参み出しロは1つではなくたくさんの参みだし口がある｡通常の可積分

トンネリングでは古典的転回点から発する1つの参みだLLかあり得ないはずであるから上記の解釈

では説明不可能である.また､いったんカオス領域に出た後でも､上でcliffと呼んだ崖構造が何段に

もあり､カオス領域に出たからといって､実古典軌道にのってp方向に単純に遷移するというわけで

ない｡

T複素半古典論

ここでは､以上の非可積分系で見られるトンネル現象が､どのような機構を背景に発生しているか､

ということを複素半古典論を用いて解析する｡

カオスが軌道の示す性質であることを考えると､それは粒子像に基づく古典力学の概念である｡

一方､ トンネル効果は量子力学においてはじめて現れる波動現象であるから､そのままではカオスと

結び付けることはできない｡ここで量子論と古典論の間をつなぐ翻訳言語が理論的道具として必要に

なってくる｡そのためには半古典論が現在考えられ得る唯一で最も有効な方法である｡量子論による

と波束の運動は経路積分で表すことができる｡半古典論とはさまざまな経路のうち､古典運動方程式

を満たす経路がもっとも経路積分に有効であるとして､古典経路とその近傍の量子揺らぎで経路積分

を近似する理論である[5]｡ トンネル現象を古典軌道で記述するとき､最もよく使われるのは複素古

典経路を用いる方法である【6】｡

離散的な時間発展をする周期外力系 (1)の 1ステップの時間推進のプロパゲータは､

6-exp(-孟Ho(i))exp(一言V(a)),

で与えられる｡運動量p表示では､

(6)

･p'勅 p, -exp(-iHo(p'))<p'Iexp(一言V(6))lp,

- exp(一言Ho(p,))去/.2打dOexp(-i(p,- p)o)exp(一言V(o)), (7)

である.ただし､e方向に対して､27r周期であることから､pとp'は､hの整数倍でなければならない｡
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図4 半古典的な波動関数に寄与する複素経路の初期条件の集合Jui(但しi=6)｡ここでは､経路
積分に寄与する軌道を実軌道から複素軌道に拡張するため､初期座標81を複素領域に解析接続した｡

Imβ1=0軸は実軌道の初期値の集合を表し､それ以外の複素領域に存在する移しい数の紐状の構造

は､一本一本がすべて半古典諭的に寄与し得る複素経路の初期値集合である｡Imβ1=0の実軌道に

接着 し上に伸びる分技が通常の古典的展開点から発する複素経路に対応する､
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図5 半古典的な波動関数に寄与する

複素経路の初期条件ルllの集合の典型

的なものの拡大図((a),(C))0(a)の影

を付けた部分を拡大 したものが (b)｡
図4と同じく､一本一本がすべて半

古典的に寄与 し得る複素経路を表し

ている.花弁状の中心は､pl-土∞

の特異点｡ただし､有限のE-77領域に

これらの特異点が現れるのは､この
系の特殊性｡
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iステップのプロパゲータは､

i
G ==コ

<ptlOO･･･勘p｡>

∑ <ptJUlpt-1><pト1lUIpi-2>･･･<pllUIpo>, (8)
Pt-17Pl-27◆''IPl

である｡piに対する離散的な和を､Poissonの和公式を用いていったん積分になおし､そのうえで定

常位相近似を行うと､iステッププロパゲータの半古典表示

Usc(pt,po)-∑Ak(pt,Po)exp仁孟sk(pt,Poト ipk言)･k

を得る｡ただし､ここであらわれた振幅因子Ak(pi,Po)と位相因子 Sk(pt,Po)はそれぞれ､

(9)

Ak(pt,Po,-[2qh(#)po]11/2, sk(pi,Po)-S({p5･k',,{cJ",, (10 )

であり､作用汎関数 S(ipJ･),(03･))は､

i i

S(fpj),(C,･))≡∑ (Ho(pj)+V(Oj))-∑ 3,.(p,.ll-Pj)･
j=1 3'=1

である｡ここで､kは以下の古典力学の時間発展を満足する異なる古典軌道を表す･.

p5k.)1-P5k)--V.I(05･k.)1),
C,(･k.)1-05k)-HL(p5k))･

(ll)

(12)

ここで､古典軌道は､pSk)=p｡､およびpi(A)=p心 ､う境界条件を満足するものに対して決まるも

のである｡古典時間発展(12)は､もちろん定常位相近似条件

aS((pj),(Oj))
ap3･

aS((pj),iCJ･))
(13)

から得られることは言うまでもない｡

ここでの設定より､いま考えている系では､カオスとトーラス内部を結ぶ実古典軌道は存在しない｡

このような場合に､経路債分の債分経路を本来の実軸に沿った経路から複素空間に曲げることによっ

て､実数解から複素解に広げた古典方程式の解を使うことが許されるなら､それらによって経路積分

を半古典近似できる可能性がある｡実数解によって結ばれない領域も､実は複素解で結ばれており､

したがって複素経路はトンネル効果を表現できる可能性がある｡実際このアイデアは､場の理論にお

けるトンネル効界を取り扱う､インスタントン理論でも使われてきた閏 (しかし､インスタントン

理論は本質的に1自由度 トンネル理論である｡)｡
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ここではp表示のプロパゲータを考えているので､初期状態po及び終状態pfはともに実数でなけれ

ばならない｡従って､(9)式に寄与する古典軌道を複素軌道まで含めるためには､初期値の♂1を複素

領域に解析接続､すなわち､

C1-E+77 (14)

とする必要がある｡

初期条件po,01が決まると､古典運動方程式に従って､あとの時間発展は一意的に決定される｡こ

こで､一般に解析接続した初期条件(13)を出発した複素ラグランジュアン多様体を

L:i=ip(i,E+in,po),0(i+1,8+i77,Po)Lf,り∈R). (15)

で定義すると､終状態pパま､KAM帯の外まで出ることができるOただし､いまp-表示のプロパゲー

タを考えているので､終状態ptも実数であるような軌道のみが考慮の対象となるCすなわち､(13)の
解析接続された初期条件で､

Reip(i,i+i77,Po))=PI

Im(p(f,E+iq,po))=0 (16)

なる境界条件を満足するような複素古典軌道が､いま複素半古典プロパゲータ(9)の和kとして加え

るべきもの､ということになる｡つまり､ トンネルを考えるにあたって､我々が知らなければならな

い対象は､以下で定義されるJut集合:

Jut-i(E,q)llm(p(i,E+i77,Po))=0) (17)

ということになる｡定義から明らかなように､このJut集合は､タイムステップtが決まるごとに定

まる集合である｡従って､あるタイムステップtで､(15)の境界条件を満足する複素軌道解は必ずし

も別のステップでJut集合の一員であるとは限らない (一般にはそうはならない)Q

いま､t=6の場合にこのJui集合 (すなわち､半古典的なプロパゲータに寄与する初期値集合)を

示す (図4)｡黒く密集したあたりを拡大したものが図5に示されている｡拡大すると明らかななよ

うに､密集したものも自己相似的な紐状の構造からできている｡

図4の実軸 (17=0)は､実古典軌道に対する初期値を表わし､この系の設定より､終運動墨pt(i-6)

は､KAM帯のなかにはいったままである｡ それ以外の17≠0の軌道がすべて半古典和に寄与する複

素軌道群ということになる｡

hI.aputaBranchとカオス的 トンネ リングの機構

図4､5で示されたようなJul集合の構造と､カオス系の トンネル現象発生機構を以下に述べる｡

-NaturalBranch-

まず､実軸と繋がる2つのブランチに注目する｡ 量子論の波動関数との対応を調べることにより､こ

れらは､実古典多様体が折れ曲がった場所から複素領域に伸びていることが知られる｡この曲線に

沿って77の値を大きくしていくと､終運動量ptは大きくなり､より深い トンネル領域に入り込んでい

-815-
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く｡ このことから想像されるように､この2本のブランチは､通常の1次元系のポテンシャル トンネ

リングの場合にも現れる､古典的展開点から伸びるトンネル軌道に相当するものである｡インスタン

トン解と言っても良い｡ここでは､これら実古典多様体と直接接続しているトンネル解のことを､通

常我々か陰れ親 しんだ トンネル解という意埠で､NaturalBranch(自然分技)と呼ぶことにするCし

かし､このNaturalBrancllのみでは､図2で見たような複雑な トンネル領域の波動関数の様子を再

現することはできない (図6参照)0

01-

(B
oz

)
円
〓

d

)
良
二

図 6 半古典論を用いて計算した波

動関数の絶対値二乗 (対数スケール

)Oそれぞれ､細線がNaturalBranch

のみ､破線が NaturalBranch及び

LowerBranchを､太線がNaturalBranch､
LowerBranch及びLaputaChainを

半古典和に入れて計算したもの｡時

間ステップはいずれも6ステップで､

図2の耗量子論に基づく計算と比べ

ると､非常に良く一致していること
がわかる｡

カオスが存在する場合の複素軌道の著しい特徴は､NaturalBranchの以外に(E,77)面の深い領域に

きわめて多くの寄与候補解が存在することである｡以下これらを､実ブランチに接着せず複素空間の

中空に浮かんでいることからLaplltaBranchと呼ぶことにするo

ILowerLaputaBranch-

Laputabranch一本一本の上では (拡大図をからわかるように､密集した塊りはすべて紐状のものか

らできていることがわかる)､終状態ptは-∞ から+∞ まで動く｡つまり､紐状の構造の一本一本が､

(9)式の半古典和に現れる各複素軌道 kということになるO ただし､複素半古典論を考える場合､す

べての候補解は無条件で半古典プロパゲータの和に寄与するわけではない.それらのなかには一般的
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には指数関数的に増大してしまうような非物理的な部分が存在する｡これらは､"ストークス現象"に

よって除去されなければならない｡ここに示したような複雑な複素ブランチの中で､いかにストーク

ス現象を処理すべきか?という問題は､それ自身興味深く大きな問題ではあるが､ここではその間題

には深入りしない【8】｡

いずれにしても､もしたとえ図4に示した候補複素ブランチのうち､およそ半数がス トークス現象で

寄与しないとしても､依然として膨大な数の トンネル解が依然として残る｡では残った多くの トンネ

ルブランチは､同等に半古典和に寄与するのであろうか?

半古典和の表式(9)を見ると､寄与する軌道が実古典軌道であれば､古典作用が実数であるから､

それぞれの軌道の重みは各項の係数Ak(pt,Po)の大小で決まる｡しかし､いま考えている複素軌道の

場合､古典作用が複素値を取るため､その虚部の大きさも寄与の大小に関係してくる｡実際いろいろ

な軌道を調べて見た結果､ トンネル軌道の場合は､各軌道の重みを決めているのは係数 Ak(pt,Po)で

はなく､古典作用の虚部である事がわかった｡そうなると問題は､どのような斡道の虚部が大きく半

古典和としては無視することができ､またどのような軌道の虚部が小さく寄与として重要か?という

ことになる｡

古典作用は複素軌道の各時間での値を累積したようなものだから､実面近くを運動しているような軌

道であれば､作用の虚部が小さくなるO最も単純に､そのような性質を持っていると考えられる軌道

は､最初t=0から常時実面近くにいる軌道であるOそのような複素解は､図3の上では､密集した

ブランチの塊りから､実軸77=0に近くまで降りてきている長い紐状のブランチであるO いま､その

ようなブランチをLowerLaputaBranchと呼ぶことにする｡実際､これらの虚部を計算すると､

初期の虚部が大きい､つまりりの大きい領域に密集して存在するブランチに比べると､古典作用の虚

部は小さくなっていることを確認できる｡それらのブランチを半古典和に加えると､NaturalBranch

では再現できなかった深い トンネル領域の波動関数の据をつくる (図6参照)0

また､以上で考慮にいれたLowerLaputaBranchを､伏見表示された疲動関数に重ね合わせる

と､可積分領域から出ている複数の参みだLはLowerLaputaBranchに対応していることがわかる

(図7)0

0 ReOt+1 27T
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図 7 伏見表示した波動関数 (純量

子論)に､半古典諭の確率振幅に寄

与する複素古典軌道 (図中の破線)杏

重ね書きしたもの｡ここでは､示さ

れてはいないが､より深い(lpJ≫ 1)
トンネル領域ではさらにたくさんの

複素経路が重要な寄与を与える｡
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1.05 1.10 1.15

E/7T

0.37 0.38 0.39

E/7T

1.08 1.09 1.10 1.ll

E/7T
図 8 半古典的な波動関数に寄与する複素経路の初期条件の集合 仙 (但しl=7)の密集部分の拡大

図｡回申ハッチを施した部分が文中Laputachainと呼んだ複素 トンネル解の連銃構造｡この連銃構

造が複素空間で引き延ばしと折れ畳みを行う｡ハッチをした以外の紐状の構造も､一方の端からもう

ー方の端に初期条件Clを動かすと､終状態のptは､-∞ から+∞ まですべての値をとる｡従って､紐

状の構造すべてが､(5)の半古卯 口に寄与する トンネリング解になっている｡しかし､鎖状の構造を

もつLaputachain以外のブランチは､古典作用の虚部が大きいため､実質的な寄与はほとんど無視
できる｡
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-LaputaChain-

しかし依然として､さらに深い トンネル領域あるいは"棚(plateau)"と呼んだ､ トンネル領域の平坦

部分の上のランダムな振動は､これらNat11ralBranch+LowerBranchをもってしても再現すること

ができない｡もし､複素半古典論がこれらの構造を再現することができるとするとするならば､その

源となるブランチは､町のさらに大きい､非常に密集した塊りの中に埋もれていることになる｡

ブランチが激しく密集したこの領域では､複素領域に深く入るに従って､ブランチの数が猛烈な

勢いで増えていくため､たとえ数値的とはいえ､その探索には大きな困難を伴う｡特にいまの場合､

ポテンシャルに超越関数が入っているため､ほとんどの初期点は僅か数ステップですみやかに無限遠

に飛んでいってしまう｡

しかし率い､発見的探索の結果､図8に示すような非常に特徴的な鎖状構造 (図でハッチを入れた構

追-Laputa,Chain-)がLowerBranchの根元に存在し (必ず存在しているわけではないが)､これら

のブランチの連鎖構造が､波動関数の裾の複雑な構造を生み出す源になっていることがわかった｡以

下にそのメカニズムの概略を示す｡

LaputaChainの最大の特徴は､各ブランチが対構造をつくり､それぞれが非常に接近していること

である｡それ以外の (つまりLaputaChain以外の)LaputaBranchも必ず対をつくるブランチを特

定できる､という意味ではLa,putaCIlainと同じであるが､それら対をなすブランチどうLはE-71面

上で一般に非常に離れている｡

0.19

亡.I/7T
0.2
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図 9 典型的なLaputaChainを抜

き出したもの｡鎖構造を構成する各

ブランチに1,2,3,- と番号を振って

ある｡ここでは､ブランチ1がLower

Laputa.Branchと呼んだものに対応

している｡図中のCl,C2,･-の位置に

複素火点が存在する｡火点を介 して

向き合うブランチの間隔は狭いもの

と広いものがあり､その間隔は自己

相似性をもっている｡
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典型的なLaputaBranchを抜き出したものを図9に示す｡一番下の 1.という番号を付けたものが先

にLowerLaputaBranchと呼んだものである.図中にCl,C2,-･と記したものは､

(18)

を満たす点､すなわちこの表示でみたときの複素caustics(火点)である｡火点の近傍では､

p(i,01)-P;-a(e1- 0;)2,

となる｡局所的な性質から以下のようなことがいえる｡

いま､正準共役な対をなすei+1とpiは､どちらともC1の関数だから､

Ci+1-0(i+1,91),Pt-P(t,01)･

(19)

(20)

である｡ここで､C1を消去すると､ラグランジュアン多様体 L:tが得られる｡同時に､火点の条件

(18)は､

dpt

dot+1
Ct+1=et++1

= 0, (21)

と書き換えられる｡ただし､(Ot+1,Pi)面上の火点は､(et'+1,Pit)≡(0(i+1,01*),P(t,01'))･と書かれるO

その結果､火点の近傍では､

△pt=a△oi2+lI

△pf≡pt-P;,

△Ot+1≡Ot+1-Ot++1

a≡回eia - ; (軌 十1=CC..1

△pi-Rexp(iO)

-820-

ただし､

また､

である｡ここでいま､

とおくと､角変数β叶 1の虚部は､

Im △ β叶 1=士

となる｡

(22)

(25)

(26)

(27)
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ところで上でも触れたように､波動関数の絶対値を決めるのは､作用の虚部である｡つまり､

ImS(pi,Po)～log鶴 (pt)l

火点に非常に近い領域では､作用の虚部は､ImOt+1=-∂ImS(pt,po)/aptで評価されるから､

･S(pt)≡S(pt,po)-S(pt',po)--Jp;t(ot+･1I△0" 1)dpt･

ここで､(26)を用いると､

2R3/2

Im(△S(pt)+私 1(ptA ))-〒秤 sin(30/2-α/2)

というように､火点近傍での作用の虚部が見積もられる｡

(28)

(29)

(30)

ところで､LaputaChain内の火点近傍では､p言の絶対値も小さいが､対応するOi*+1の絶対値も小さ

くなっている｡この事実から､α=△αもしくはα-7r+△α,ただしl△可≪ 1と置くことが許され

よう｡p言の虚部を e*≪ 1とすると､Impt-0という条件より､Rと中に対して以下のようは拘束が

なければならない :

Rsin◎(=Im△pt)=-E*, (31)

ここで図 10に､△Ot+1と△Sの△pt≡ △p/i+iApi' (△p;,△p;/∈R)依存性を示したCただし､

E*,△α≪ 1のときである｡例えば､△Ot+1に関しては､図中実線と波線で示した2つの場合があるが､

△Oi+1が原点を横切るような波線のような場合はあり得ない｡なぜならば､もし△Ot+1がゼロとなる

よう.な点が存在したとすると､そのような点では(0叶 1,Pt)がともに実数をとる′ことになり､その点

から逆写像して得られる初期点(01,Po)も実数でなければならないQしかし､それはLaputaBranch

の定義より反する｡従って､α仙o(case(a))､α～7r(case(b))のどちらかの場合のみが実現されて

いるはずである.それぞれの場合に対して､

case(a)

△p;- +∞ Im△Ot+1-

△p;一 一∞ Im△Ot+1-

△p/t一 一∞ Im△Ot+1-

△pli- +∞ Im△Ot+1-

l△p;Isin△ck/2

l△p/ilcos△α/2

l△矧 sin△α/2

L△p/ilcos△α/2

(32)

(33)

case(b)

となっているQまた､(a)(b)どちらの場合についても､△Ot十1はIAp;ト ∞ とともに発散して早くO

しかし重要な点は､△α≪1であることにより､片側の発散の度合いは他方のそれに比べてずっと弱

いことである (図10参照)0
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Im△βけ 1 (a) Im△βt+1

-Im△SJ

Apt 0

(b)

(a) _Im△S′

Apt 0

(b)

図 10 火点近傍の△Ot+1と△Stの△p掘 存性oただし､e',α≪ lo(a)と(b)はそれぞれ､α=△α､
α=7r+△αの場合に対応する｡
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以上､局所的な解析を基にすると､LaputaChain内で各ブランチが火点 C1,C2,･･･を経てどのよう

につながっているか､ということを系統的に考察することが可能となる｡

以上の考察が正しいことは､実際に各ブランチ1,2,3,4,5のImOl+1およびImSlのpi依存性を見

ることによって確かめられる (図11)｡

0

I

+
?o
tL
I
Z
･

3 4 5 6 7

.Pi

0

1一

t
s
tLIII

0 1 2 3 4 5 6 7

Pi

図11 LaputaChainを構成する各ブランチに対する(a)ImOi.1､(b)-ImStのp推 存性O図中の番号

は､図9のなかの各ブランチに振られたものに対応する｡

例えば､ブランチ1に注目すると､ImOl+1は最初､0に近づき､暫くゼロ近傍をpt方向に移動した後､

ブランチ1とブランチ2の間にある火点近傍で再び大きくなりはじめるolmOt+1=-∂ImS(pt,po)/apt
の関係式から対応するImStを見ると､最初急激に現象した後､しばらくプラ トーをつくり､火点2

と最も接近したところで､また再び急激に現象し始めるC対応する波動関数はImSlとほぼ同じ振る

舞いを示す (図 12)｡ブランチ 1の半古典波動関数logl申(p)f2は､最初急激に減少した後､比較的

平坦な勾配をつくり､再び急激に減少し始める｡

ブランチ2に関してもまったく同様である｡ImSh log丹(p)I2 ともに､ブランチ 1とブランチ

3とのそれぞれとの間にある火点にある間は平坦な棚を作るがそれ以外の場所では､急激な減少 (あ

るいは増大)を示す｡

- 823-



研究会報告

Giiコl
b)
QL二王『l～⊆l■Ji-10

0 0.4 0.8 1.2

p/27T･

図 12 LaputaChainを構成する各

ブランチから与えられる半古典波動

関数｡図中の番号は､図9のなかの

各ブランチに振られたものに対応す

る｡破線部分はス トークス現象で除

去される部分Oここでは､ス トーク

ス現象の除去には指数的最大優越の

原理を用いている｡向かい合うブラ

ンチの波動関数が入れ替わっている

ところで､ス ト クス現象が起こ?
ていることに注意｡

注目すべき点は､ブランチ 1とブランチ2､あるいはブランチ2とブランチ 3のそれぞれの半古典

波動関数が全く正反対の方向を向いていることである｡通常､ トンネルを記述する波動関数は､ トン

ネル方向対して一方的に減少するのか常識であるが､ここで見られる半古典プロパゲータに寄与する

各要素波動関数は､ トンネル方向と反対の方向を向いているものがLaputaChainに沿って交互に現

れる｡

各ブランチの棚の辺りでは､相連なるブランチどうLではそれほど波動関数の絶対値に差がない

お陰で､それぞれが干渉を引き起こす｡これも､これまで知られた トンネルの常識からは説明できな

い性質である｡

このLaputaChain内の構造を実面ReOt+1lReptの上に投影したのが図13であるO急激に減少､もし

くは増大している部分を除いた､プラトーをつくっている部分をつなぐと､実面にひじょうに近いと

ころに､複素多様体が引き延ばしと折れた畳みを行っていることがわかる｡

-824-



｢第5回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

0 1 2 3 4 5 6

0叶1/7T

図 13 LaputaChainを構成する各

ブランチをOt+1-Pi面に射影したもの｡
図中の番号は､図9のなかの各ブラ

ンチに振られたものに対応する｡図

中 A,且Cは､図12の A,β.Cの各

部分に対応する｡破線部分はス トー

クス現象で除去される部分｡小さい

点は､LaputaChain内の向き合うブ

ランチの間にある複素火点をOt+1-Pt
面に射影 したものC

以上をまとめると､LaputaChainのなかではおおよそ次のようなことが起こっていることになる｡

まず､Laputa,chainを形成するトンネル経路は複素空間の虚部深くに存在するが､それの実面への

射影がカオス海に達するや実面すれすれに近づ く｡それらは､火点(ca･ustics)で新しい経路に切り換

わる｡(火点は鎖状の構造の繋ぎ目の実面に近いところに存在する｡)一つの経路には複数の火点があ

り､経路が次々分岐して木(tree)構造をつくる｡treeの任意の分枝をたどると実数カオスに対応した

複雑な引き延ばしと折れ畳みが形成される｡つまり､初期に複素空間深くに存在していた軌道は､動

的に形成された複素火点 (擬実火点)で折れ曲がりながら次第に実面に接近していく｡その過程で形

成された､引き延ばしと折れ畳み領域は､擬実火点に挟まれているため､きわめて実的な振舞いを見

せる｡動的に形成された擬実火点の間を波は進行 ･反射を繰り返す｡但し､火点のわずかな複素性の

ため､その過程で振幅が次第に減衰していく｡棚の上に見られたランダムな振動構造は､そのような

LaputaChainに沿った波の行き来の結果できた干渉パターンであり､急峻な崖構造は､進行する波

が擬火点近傍で反射されて､その先で急激に振幅が減衰する結果できたものである｡また､崖の位置

がランダムに形成される理由は､擬火点が複素面上でランダムに揺らぐことに起因している｡

図6にLaputachainからの寄与をすべて入れた後のl=6での半古典的波動関数の結果を示してあ

る｡図3の純量子論で見られた諸特徴が見事に再現されているのがわかる｡

- 82 5 -



研究会報告

これらの構造は､カオスとト-ラスの界面の複素構造として普遍的であり､以上のような複雑な複素 ト

ンネル経路に由来する非可積分系特有の トンネル現象一カオス的 トンネリング(ChaoticTunneling-

は､考えているモデルの詳細に依存しない非可積分系に共通の性質であることを再び強調しておく｡

丁複素半古典論および複素古典力学に波及する諸問題

半古典諭を用いて多自由度 トンネリング (トンネルに関与する自由度自体が多自由度)を理解する試

みは､可積分系における定式化の問題を含めてようやく始まったばかりといえる[9】｡一般の力学系

が､古典的には非可積分でカオスを発生するのと全く同じ意味で､カオス存在下の トンネル現象は､

実際に多くの局面で観測されるはずである｡

カオス系での トンネル現象の発生機構を複素半古典論の立場から見てきたが､この間題をさらに

深めるための方向として､ここで触れることのできなかった重要な問題は､

(1)非可積分系の複素半古典論におけるストークス現象

ここで明らかにされたように､非可積分系では膨大な数の複素古典解が半古典プロパゲータの寄与

する｡これらのうち､どの軌道の作用の虚部が小さく､最終的な寄与として書いてくるか?という問

題がひとつの大きな問題であるが､上でも少し触れたが､もうひとつ複素半古典諭を実行する際に避

けて通ることのできない重要な問題がある【10】｡一般に､ここで用いた複素半古典諭はもちろんのこ

と､積分表示されたものに対して鞍点近似を使ったとき､得られた鞍点解はいつでも近似解として寄

与するわけではない｡このような､鞍点近似を行ったときに現れる寄与非寄与問題は､ス トークス現

象として知られてL,,る【11]｡ス トークス現象が､どのように起こるか､という問題は微分方程式の大

域解の構成の問題とも絡んでおり､一般的な取り扱いは困難を究める｡ましてや､ここで問題になっ

たような､多変数の多重積分のストークス現象に関しては､ほとんど解析が進んでいないのが現状で

あるciteHowls｡我々は､以上の解析においては､複素多様体のもつ木構造と指数的最大優越の原理

をもとにして､非可積分系での現象論を構築しそれを用いた[81｡詳しい方法論はここでは述べられ

なかったが､少なくとも得られた結果は満足のいくもので､その作業仮説の有効性は確かめられた｡

しかし､なぜその方法がうまくいくか､という我々の方法に対する基礎付けを与えることは､カオス

系の複素半古典論を実行する際には避けて通ることはできないC

(2)カオス的 トンネル現象と複素解析写像のジュリア集合

カオス的 トンネリングの機構を理解するために用いられた複素古典力学は､すでに急速に進展しつ

つある数学の一研究分野でもある[13]｡しかし､これまでの所､その研究の多くは純粋数学的な観点

を巡って進められており､物理的な現象解析の道具としては､今のところほとんど意識されていな

いように思われる【13】｡しかし実は､カオス的 トンネリングの機構の中で､最も重要な役割を果た

すLaputaChainの時間無限大の極限が､複素力学系で最も重要な概念であるジュリア集合と非常に

密接な関係があることがその後の解析で判明しつつある｡ やや誇張気味に言うと､"カオス系の トン

ネル現象は対応する複素写像のジュリア集合が見えている"ことになっているC現在､理想カオス系

(例えばエノン写像)に対して[14]､その精密な解析にあたっている最中であるが､カオス系のトンネ

リングを左右するLaputachainは､実面上にあるジュリア集合の複素安定多様体とRepo-consi､

Impo=0の断面 (正確に言うと時間と共にそこに接近していく点)というはっきりとした意味づけ

を与えることができる｡
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このように､複素半古典諭を介してカオス系の トンネリングを理解することは､複素古典写像の構造

を解析することに直結する｡さらに言うと､量子力学は､Balian-Blochの方法を用いて､複素古典論

によって原理的には厳密に再現される【15]｡解析接続された複素作用のリーマン面の構造を調べるこ

とは量子力学自身を古典論の言葉で理解する事に相当し､カオス系の量子論を理解するうえで重要な

課題となってくるはずである｡
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