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モンテカルロ対角化法からみた L,-1/2状態

東京大学大学院理学系研究科 小野田 勝 1,水崎高浩 2,大塚孝治 3,青木秀夫 4

Landau準位占有率 Z/-1/2の磁場中の2次元電子系は､複合フェルミオン措像の平均場近似

では無磁場中の自由 Fermi気体と見なされるが､ゲージ場の揺らぎや電子間 Coulomb相互作用

を考慮した場合にLanda11の Fermi液体理論に整合するか否かなどは未解決である. 我々は､モ

ンテカルロ対角化法 (有限系の対角化に際する基底の importa.neesampling)を､分数量子 Hal1

系に初めて適用して数値的に有限系の低エネルギ一助起スペクトルを求め､自由 Fermi気体の励

起スペクトルとの対応を調べた｡

1 はじめに

分数量子 Hal1効果 用 とは､2次元電子系に強磁場をかけたときにHal1伝導度が e2/hの分数

倍に量子化される現象であるが､その本質は多体効果により､荷電励起にギャップを伴うような量

子液体状態になっていることである. このギャップは磁場中電子の 1体措像における Landau準

位間隔ではなく､相互作用により生じたものであり､Coulombエネルギーのオーダーで現れる｡

また､このような特殊な非圧縮性状態は､電子を複合ボソンに変換すると､平均場近似では複合

ボソンのBose-Einstein凝縮として解釈できる 【2,1]｡あるいは､複合フェルミオン措像において

は､平均場近似では複合フェルミオンの整数量子 Hal1状態として解釈される 【3,1]｡つまり､荷

電励起ギャップは複合フェルミオンの有効 Landau準位間隔で与えられる｡

以上の単純な措像では､分数量子 Ⅱal1効果は純粋に多体効果なのに､複合粒子措像のどこに

も電子間相互作用の効果が取 り入れられていない｡この点は､相関を取 り入れた最近の複合粒子

理論が解明しつつあるが､一言で言えば､電子が斥力相互作用のために他の電子を排除する効果

(相関正孔)を､自由複合粒子の磁束が実効的に表現する､という事情がたまたま有利に働いたと

考えられる｡ つまり､Coulomb斥力相互作用の存在下で複合粒子措像がどのように正当化される

かについての明確な描像は未だにopenquestionであり､これを数値的に調べるのが本研究の主

要テーマである｡

ここでは上で述べた二つの複合粒子描像のうち､複合フェルミオン措像を取 り上げる｡この主

な理由は､粒子の統計性を変えない､分数量子 IIdl状態間の相対的安定性をよく説明できる､ま
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た､なによりも2次元非 Fermi液体 (あるいはmarginalFermi 液体)として注目されるZ,-1/2

状態 [4]へのアプローチに適していると考えられるからである｡

以下では特に励起スペクトルから〝-1/2状態の特徴を調べる｡低エネルギー励起スペクトル

の全体像を知るため､有限系の数値計算によるアプローチをとった｡さらに､複合フェルミオン

描像の平均場近似において U-1/2状態がギャップレスとなることの真偽が興味の焦点であるこ

と､実験的にもギャップレスな振舞いが観測されていることを考慮 し､系のサイズ ･スケーリング

を試みた｡そして､この目的のために厳密対角化の限界を越えた数の粒子系を扱う必要から､モ

ンテカルロ対角化法 [5】を採用 した｡

2 複合フェルミオン描像および球面系

直観的には､複合フェルミオンは電子に偶数本の磁束量子を貼 り付けたものとして定義される｡

複合フェルミオンの感 じる有効磁場は､平均場の範囲ではBeLf-B-214,opとなるo Bは一様

外部磁場､は 整数で､21は貼 り付けた磁束量子の数､また以下では C-1,h-27Tの単位系を

とり､Qo≡27r/eは磁束量子,pは電子の数密度であり､複合フェル ミオンの数密度もこれに等

しい｡このとき､複合フェルミオンの有効 Landau準位占有率を i,cF≡27rP/leBcfrlで定義する

と､i,- i,cF/J2lL,cF土1Iの関係が得られる｡ 特に､整数本の有効 Landau準位を占有 している

状態 (i,cF-P,Pは正整数)は､もとの電子系でみたとき､U-p/121p土11という系列の分数量

子 IIall状態に対応 している｡ つまり､分数量子 Hal1状態におけるギャップは､複合フェルミオ

ン描像の平均場近似において､有効 Landau準位間隔として解釈される.また､複合フェルミオ

ンの感 じる有効磁場がゼロとなる状態を考えると､〝cF → ∞ の極限であり､もとの電子系でみ

るとU-1/I211という偶数分母の系列に対応 している｡

分数量子 Hal1系の研究において､有限系の数値計算は一つの有力な方法であるが､特にバルク

の性質を調べる場合､端のないトーラスあるいは球面がよく使われる｡ここでは､球面系を採用

することにする｡ これは､系の回転対称性により､相互作用の行列要素を擬ポテンシャルで記述

できるという利点があるためである 【7】｡

半径 Rの球面上における1電子ハ ミルトニアンは､Ho-桓×(-i∇ +A(正))l2/(2mR2)で与え

られる｡ここで､A(a!)は外部磁場を表すベクトル･ポテンシャルである｡球面の各点に垂直な一様

磁場をかけるには､球の中心に磁気単極子をおけばよい｡ただし､Diracの量子化条件 【8】により､

全磁束は磁束量子 4,0の整数倍 2S4,0 (2Sは正整数)でなければならない｡つまり､磁束密度を

B>0として47TR2B-2SQoとなる｡ このとき､1電子スペクトルe-(I(l+1ト S2)/(2mR2)

が得られる｡ (lは S以上の半整数あるいは整数｡)したがって､球面系の最低 Landall準位は､

I-Sの状態である｡ また､最低 Landau準位の全状態数は､2S+1で与えられるが､球面の曲

率の効果から､無限平面系における Landau準位占有率 L'の状態に対応するのは､電子数を N

として (〟-1)/(25)-〝であることが知られている [7]｡

次に電子間の相互作用を Co11lomb型であるとし､さらに最低 Landa.11準位射影を行うと､擬

ポテンシャル VJl9,1]を用いた表現が得られる｡ ここで詳細は述べないが､球面系2電子状態の
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無限平面系-の写像より､V2S_,nは相対角運動量 m の電子間のポテンシャルを表 している｡ し

たがって､m の大きい状態は電子間の平均距離が離れている状態に対応するから､m の小さいも

のはポテンシャルの短距離成分を､m の大きいものは長距離成分を表 している｡

先に述べたように､U-1/2状態は複合フェルミオン措像の平均場近似においては､無磁場中

自由Fermi気体と見なすことができる｡ 前述の磁場中の例において､∫=0の置き換えをすれば､

無磁場中の 1粒子スペクトル e-i(I+1)/(2mR2) (lはゼロ以上の整数)が得られる｡

3 モンテカルロ対角化法およびサイズ ･スケーリング

モンテカルロ村角化法 [5]とは､端的に言って村角化の際に基底のimportancesamp血gを行

うことであり､元々原子核のために本間､水崎､大塚らにより開発された方法である｡ 具体的には

まず､一般的に2体の相互作用を含む系のハ ミルトニアンは､以下のように書き直す事ができる｡

H-∑eijC/Cj+去EICiTcjtckC,-;(EaOα+妄vaoa2)･ (1)

ただし､Citは i状態の生成演算子､0 α は適当な量子指標 α をもつ 1体演算子である｡ このと

き､密度演算子はHubba.rd-Stratonovich変換 [10】をもちいて

e-pH = I:apndqαn(仝酎 e-∑a･-苧帆 甲e-△β∑-(Ea･SaVaq- (2)

のように表せる｡ ただし､虚時間 βのスライスの数を 〃丁 としたとき､△β ≡β/〃丁 であり､

Va<0(>0)に対 して Sα-1(-i)である｡通常のモンテカルロ法と違うところは､前述の積分

を行う代わりに､上の式におけるガウシアンの重みで確率的に (さらに､エネルギーの最低固有

値を下げるように)､補助場qctnの値を選び､

NT N N

Je(q)>∝Il e-△β∑a(EJ SaVaq- )OaI16Ilo>, 6.T≡∑〇ijC3, (3)n-1 1 3
の手続きにより基底を順次生成しながら対角化を行 う｡

また､系の対称性から､保存量 (例えば角運動量)が存在するときには､その保存量の射影演

算子を導入することにより､角運動量の同時固有状態を扱 うこともできる｡

つぎに､球面系のサイズ･スケーリングについて述べる｡まず､磁場中の電子系について考える｡

特定の状態にある様々なサイズの系を較べたとき､サイズによらず系を特徴づける量として電子密

度 βと磁束密度 βがある｡ したがって､ある特定の状態のサイズ依存性を見る場合には､これら

二つの量を固定して､電子数､半径､仝磁束を変化させれば良いことがわかる｡ 具体的には､電子

数 N を増やした場合､系の半径をR2-(N-1)/(47rP)のように､磁束の本数を2S-(N-1)/U

のように増やせばよいことになる｡ 一方､対応する無磁場中自由 Fermi気体を考えた場合､磁束

の本数はゼロのままで､系の半径を前述と同様にスケールさせればよい｡

〝-1/2系は､複合フェルミオン平均場では無磁場中自由Fer血 気体に写像される｡球面上で無

磁場中自由 Fermi 気体を考えると､角運動量 l固有状態に電子が収納されて行き､N=(lF+1)2
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の場合は IFの殻に詰まった closedshell状態､これ以外ではnon-interactingの場合に基底状態

が縮退しているopenshell状態である｡IF-0,1,･-は､詰まったlの最大値であるが､球面上の

角運動量は､立体射影により平面上の運動量にk-i/R の関係で対応するので､ここでは Fermi

角運動量と呼ぼう｡磁場中電子系の場合､相互作用があれば仝角運動量に関する縮退は解けるが､

基底状態の全角運動量は､無磁場中自由 Fermi気体の縮退準位に電子が Hundの第2法則 にし

たがって詰まる､という描像で解釈できるような nonzero値をとることが知られている [11]0

本研究では特に｡osedshellの N-(lF+1)2を満たす系のサイズ依存性を調べた｡これは､無

限平面系との対応を考えた場合､基底状態は仝角運動量がゼロの状態であるから､この系列を見る

べきと考えられるからである｡このとき､無磁場中自由Fermi 気体のギャップ△-(lF+1)/(mR2)

は､N と共にノ万/(N-1)のようにゼロに近づく｡

〝-1/3における (厳密対角化法による)計算 [9]および 〝=1/2における (厳密村角化法と

Ⅳ=16のモンテカルロ対角化法による)計算から得られた､電子系の第 1励起エネルギーのサ

イズ依存性を調べた｡ただし､i/-1/2,N -4の場合は全角運動量が 3(-2lF+1)の励起エネ

ルギーである｡ これは､N =9,16の場合に第 1励起の仝角運動量が 2lF+1であることによる｡

現段階ではっきりした結論を述べるのは尚早であるが､〟-1/3の場合に∬ - ∞ への外挿にお

いて､ギャップが残る傾向が見られるのに対 して､〟-1/2の場合には､この極限においてギャッ

プレスとなる傾向がみられた｡

4 励起スペクトルの相互作用依存性

はじめに述べたように複合粒子措像は､電子系の斥力相互作用によって初めて正当化され得て､

I,-1/q (qは奇数)で相互作用が短距離の場合_は Laughlin波動関数が厳密になり､複合粒子

平均場解とも一致する｡すると､相互作用の距離依存性を変化させたときのスペクトルの変化に

興味がもたれる｡この観点から､擬ポテンシャル V2S_m の m依存性を変化させ､U-1/2状態

における励起スペクトルの相互作用依存性を調べた｡具体的には､VJ- VJ-VJa (a-1のと

きCoulomb型､a<1のとき長距離型､a>1のとき短距離型)の変換を行い､それぞれの場合

の励起スペクトルを無磁場中自由Fermi気体のものと較べてどのような特徴がみられるかを調べ

た｡ここでは特に､〟-1/2,〟 -9の場合に厳密対角化法を用いて行った｡

得られた結果より､相互作用が長距離型になるほど自由 Fermi気体のものに近づき､短距離型

になるほど特徴的なカスプ構造が見てとれた｡(〟-1/3の場合には､このような傾向は見られな

い｡)ここで興味深いのは相互作用が短距離型になり､その特徴がより顕著になった場合でも､カ

スプの頂点となる状態の仝角運動量は､自由 Fermi気体の Fermi角運動量を IF (N =9の場

合､ IF-2)とした場合､2lF+1,4lF,･･･,に一致し続ける｡ このことは､1次元系における朝

永-Luttinger液体の場合と似ている｡ (1次元では､自由系の段階で励起スペクトルにカスプがみ

られる｡ また､相互作用により朝永-Luttinger液体となってもその位置は変わらない｡無限系の

場合､このカスプの位置は 2nkF に現れる｡ ただし､nは整数｡)

また､複合フェルミオンの有効ゲージ理論をもちいた､乱雑位相近似 【41および繰り込み群 【12]
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による解析においても､朝永-Luttinger液体との類似が見て取れる.Coulomb型よりも短距離型

の相互作用の場合､複合フェルミオン1体相関関数が極ではなくbranchclltをもち､ゲージ相互

作用の結合定数 (正確にはその2乗に Fermi速度を掛けたもの)は non-trivialな赤外固定点を

もつようになる｡さらに､短距離型になるほど準粒子描像は悪 くなり､赤外固定点における結合

定数は大きくなる｡

今後は､有限系の数値計算において相関関数も含めて､以上の観点から調べていく予定である｡

また､ここでは簡単のためにスピン自由度 [6]を無視したが､これについても考えたい｡
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