
｢量子ホール効果及び関連する物理｣

拡張されたsu(2)代数とプロッホ電子問題1

高エネルギー加速器研究機構 素粒子原子核研究所 久保 晴信 2

一様磁場中の電子系に周期ポテンシャルを加えた問題に対する､拡張されたsu(2)代数を

用いた解析について解説する｡これはプロツホ電子の問題に対して､WiegmannとZabrodin

が行った解析を一般化するものである｡拡張されたsu(2)代数の表現論を用いてベ-テ仮

設方程式を立る｡また､ゼロエネルギー波動関数が､AskeyWilson多項式で与えられるこ

とも示す｡

1 拡張されたsu(2)代数

まず始めに､拡張されたsu(2)について説明する【1,2,3】Oこの代数は､Biedenharn【4】と
Macfarlane[51がUq(sZ2)[6】をホップ構造〔7】を持つ変形調和振動子[8,9】から構成した方法

を､拡張することにより構成されている【10】｡そして､光子の負ノルムの問題〔11,12】をイ

ンデックスの概念を用いて考察するのに応用されている【13】｡
その交換関係は､

[S土■,S3】 - 芋S土,

[5.,5-】- 〔2S3恒 【no]sin汀Osin2qOlS31〔C･喜】･ (1)

ただし､回-欝 とするo演算子Cは他の全ての演算子と交換し､2日 1次元表現に

対しては2C+1-2j+1-2n｡と選ぶ｡代数(1)は､任意の実Cを用いてパラメータqを

q-e2m'0, (2)

と表 した場合に､任意のn｡に対 して2j+1次元最高の重み表現を持つOまた､2j+1次

元最高の重み表現をq一差分方程式として表すことが出来る.

5+車(I)=(q-q~1)~lz(q2''-no車(q-Iz)-q-2j'no車(qz))+zln｡】頼 ),

5_車(I)ニ ー(q-q-1)-12-1(qnoO(q~1Z)-q-nod,(qz))+I-1ln｡】4,(I), (3)

qs34,(I)-q-旬,(qz).
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ここで､*(I)は2j次の多項式である.つまり､表現空間は一般形としてIF(I)-nSi'=1(2-
Z,～)と表せているOこの表現が最高 (最低)の重み状態を持つことはき十22'-o(S_･1-0)

により分かる｡

パラメータqが 1の巾根の時には､互いに素な整数 PとQを用いてq-expl7riP/Q】と

表すことにする｡この時にサイクリッック表現を以下のように構成することが出来る｡(サ

イクリッック表現とは､最高の重み状態も最低の重み状態も持たない表現のことである｡)

(3)式のZにZ-qk,(k-1,2,･･･,2Q)を代入し､2Q個の基底を4,k≡4,(qk)のように作るO

この基底は周期的性質4,A+2Q-4,k持つ.(3)式は､

p(S.)車k-(q-q~1)~1トqkl2''+nod,i+1+qk+2j~no4,k_1)+qkln｡軌 ,

p(S_)Qk-(q-q~1)~1(q-k~no擁 +1-q-A+nod,i_1)+q-kln.]4,k,

qp(53)4,k -q-∫4,A+1, (4)

となり､これがサイクリック表現である｡交換関係が(1)式となることは､直接の計算に

より確かめられる.もともと､この代数が定義された【1】では､noを(5)式のように選んで

いた｡

･no】-讃 - 毒 ･ (5)

この様にn｡を選ぶと､標準的な2j+1次元表現において負のノルムを取り除 くことが出

来ることが示されている｡

2 プロッホ電子問題

一様磁場中の､格子に乗った電子に周期的ポテンシャルをかけた系を考える｡これは､

Hofstadter問題 〔14,15:16,17】の拡張と見なせる.

H =ViTc+VITct+V2T,+V2Tyf+V3U十VIUl,

VlとV2は実で､V3は複素数である.

(6)

Tc-∑ cLl,nCm,net'e3-･n,Ty-∑ cLn.1cm,net'呪R,U-∑ qm'ncL,ncm,n･ (7)
m,A 7n,A m,n

cm,n はサイト('m,n)にいる電子の消滅演算子である｡Uは便利のために特別なものを選ん

でいる｡以下では､各格子あたりの磁場車は一様で有理数に値をとるとする｡つまり､互

いに素な整数pとQを用いて¢-P/Qと表す.ハニルトニアンは､ゲージ普遍性を持って

いるので､ゲージポテンシャルを呪 n-7T4(m+n),私 n--7ri(m+n+1)と選ぶ｡ま

た､パラメータqもq2Q=1,q-et巧 ,p,Q∈Z,と1の巾根に選ぶ｡

(1,1)と(1,-1)方向に対して系が周期的になるので､ブロッホの定理を用いて (運動量

をp+とp_とする)1粒子波動関数は､

桝p.,p_))-∑ 中れ,A(p',p-)cLnZo),
Tnln
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で､中m,n(p)-et'p-(m~n)+t'p･('n+n)0m+n(p),血+2Q(p)=擁(p), k-1,･･･,2Q となるo

シュレディンガ-方程式HI◎(p))-E沖(p))は､

(viqk-le-t'(p-+p･)+V,q-kei(P-P･))4,A_l+(Vlq~ket'(pJp･)+V2qk'1e~t'(P-P'))擁.1

+(V,qk+V3+q~k)擁 -即 ん. (9)

この方程式と変形された㍑(2)代数のサイクリック表現(4)を比較すると､パラメータ｡>0

と実 β｡を用いて､

H-i(q-ql1)a(e~t'C｡p(S_)+eiCQp(S+)), (10)

とまとめられることが読み取れる｡この時の可能なパラメータの億の例として､Vl-V2-

a,p+=汀ml,P_--O｡+汀m2,V3≡2aet'e3--2aet'C｡sin(7TnoP/Q);ml,m2∈Z等がある｡

このハミルトニアンの表現の仕方は､Uq(st2)を用いたWiegman工とZabrodinの表現 〔15】

の一般化となっている｡

変形されたsu(2)代数の2j+1次元差分表示(3)からサイクリック表現(4)を構成した手

続きを逆にたどることにより､プロッホ電子の波動関数を多項式関数空間上4,(I)上で表す

ことが出来る｡q2''+1-1を満たすような特別の表現を選ぶことにより､

ia(-eiCaql+nor+e~t'C｡q-noz~1)車(qz)+ia(eI'ccq-1~noz-e-t'eQqnOz-1)4,(q-Iz)

+ia(e~t'edz-1+et'eaz)(qno-q-no)¢(I)-EQ(I),

と多項式上で表すことが出来る｡

3 ベ-テ仮設方程式

拡張されたsu(2)代数の表現空間が*(I)-nL''=1(I-I,n)となるので(ll)式は､

ia(iet'eaql･nozIe-1'C4q-nOzll,鼻 誓

.,.･o__1_九∧ _.･a_n̂ _一､ 喜 qllz-I,n
+ia(et'eQq-1-nor-e-ieQqnOz-1) 刀

m-=-1I-ZTn

+ia(e~t'eaz-1+et'O｡Z)(qno-q-no)-E.

(ll)

(12)

と与えられることがわかるが､(12)式の右辺がポールを持たないので左辺もポールを持っ

てはならない｡この条件からベ-テ仮設方程式が以下のように得られる｡

e21'OozL2 -q2no+1 喜 qzL-I,n一口
q2n o +1e 2ieQZE2+1 ,nl:llZL-qZm

エネルギー固有値は

, 7-i,･･･,2j.

2j
E--iaet'eQ(qnO-q~nO-qnOll+q-no'1)∑zm,m=1
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と与えあられる.E-0の時の波動関数は､AskeyWilson多項式 ll8]を用いて与えられ

ることが示せる.AskeyWilson多項式P.n(W)とは､(W+W-1)の次数mの多項式で､パ

ラメータa,b,C,dを含むような､

A(W)P,～(qw)+A(W-1)pm(qw)-(A(W)+A(wll))pm(W)

=(q-'n-1)(1-abedqm-1)p,A(W), (15)

を満たすものである｡A(W)はA(W)-(1-aw)(1-bw)(1-cw)(1-dw)/(1-W2)(1-qw2)

である｡E-0の解車(I)は､αニーb-ql/2､C--d､W-Ezとして

4,(I)-(Ez)7nP,n(fz); E2--e2t'Ca,C2--ql+2no,qm-q-1, (16)

とASkeyWilson多項式で与えられる｡

演算子Tz"T,,Uと新たな演算子C-T,TcU2を導入して､その交換関係を考える3 .

T3,-q2TyTG, U2Tc=q2TcU2, U2Ty=q2T,U2, (17)

lc,TC]-0, lC,T,]-0, lC,U2]-o (18)

これらの関係より､半分の格子間隔を持った演算子Tc2- TCとT,2- Ty (交換関係は

TcTy-qTyTc)を用いて演算子UをU=TcTyと表すことが出来る.そうするとプロツホ電

子のハミルトニアンH ～ Tc+T,+U+h･Cは､H～(Tc+Ty)2+h･CとなるO演算子,Cが

他の演算子と可換であることより､Tcと中 土薄い3次元三角格子上に乗っていると見なせ

ることも分かる｡
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