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1 はじめに

微視的な運動方程式から出発してマスター方程式や確率微分方程式などの巨視的な方程式を導

出する際,時間と空間の粗視化が重要である(以下では,時間の粗視化のみを扱う)｡ただし,確

率微分方程式とはランジュバン方程式と確率Liouville方程式を意味するものとする｡量子系でも

Heisenberg方程式から量子マスター方程式や量子確率微分方程式(QSDE)を導出する際に,同様

の事情が存在する｡

量子マスター方程式は,通常,熱浴と相互作用ハミル トニアンHl-∑k(abと+albk)8こより
線形散逸結合する系に対して,減衰理論【1]-[3]により系統的に時間の粗視化を行うことで導出さ

れる｡ただし,aは注目する系の演算子,bkは熱浴の演算子である｡粗視化は注目する系と熱浴の

間の結合に関する弱結合極限を,長時間極限と合わせてとることにより行われる(vanHove極限

[4])｡Accardi等は【51-【9]波動関数の時間発展演算子がvanHove極限で確率演算子に収束すること

を示し,Schr6dinger方程式から同じモデルに対するQSDEを得た｡

注目する系と熱浴の間の相互作用がx-X型のハミル トニアンHl～ X∑kXkで与えられる系に

対して,著者の一人(T.A)【10]により量子マスター方程式が導出された｡ただし,x,xkはそれぞ

れ注目する系と熱浴の位置演算子である｡そこで得られた量子マスター方程式を量子Kramers方

程式と呼ぶ｡量子Kramers方程式は,熱浴のスペクトル関数J(LJ)がLJに比例する(J(LJ)～LL,)とき

A- 0の極限をとると,古典系のKramers方程式に帰着する【11]｡このときの条件をKramers方

程式極限という[10】｡同じ条件がCaldeiraとLeggett【12,13】により摩擦が速度に比例するオーム

的散逸の条件として提出されている. I-X型のハミル トニアンは回転波近似により線形散逸結合

の相互作用ハミル トニアンに帰着する｡

QSDEをミクロな視点から導出する試みが数多くなされている｡その多くは,Heisenberg方程

式をLangevin方程式型に書き換えるもので【14,15],通常の微分方程式がどのようにして確率微

分方程式に変化するのかは明らかではない｡

この論文では,確率的時間発展演算子を得る際に適切な時間の粗視化を行うことにより,量子
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Kramers方程式に対応するQSDEを導出する｡導出にあたっては,量子マスター方程式とQSDE

に対する適切な枠組みを提供する[16日26】系統的な正準演算子形式である非平衡ThermoField

Dynamics(NETFD)[27日31]を用いることにする｡

2 微視的モデル

熱浴と相互作用する調和振動子を考える｡系のハミル トニアンは

Htot-Ho+入Hl,Ho-Hs+HR, (1)

と与えられる｡ただし,HsおよびHRはそれぞれ注目する振動子および熱浴の自由ハミル トニア

ンで,

Hs-藍 +争 HR-冒(蕊 +事 …),
と与えられる｡Hlは振動子と熱浴の相互作用ハミル トニアンで

Hl-X∑ pkXk,
k

と与えられる｡I,pおよびxk,Pkは交換関係

lx,p]-ih, 【xk,Pl]-ih∂kl,

を満たす｡

ハミル トニアンHs,HRおよびHlはそれぞれ

Hs-huo(a†a+芸),HR-写hwk(btbk･;),
Hl-
h2rTWo∑ FLkk

と書き換えられる｡ただし,正準変換

志(abt･aTbk･abk･atbL),
rnkLA)A

2h (xk･i志 ),

により,演算子a,bkを導入した｡これらは,正準交換関係

la,at]-1, lbk,blt]-6kE,

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

を満たす｡

NETFDでは,演算子a,aI,bk,btの他にテイル ド付き演算子丘,at,5k湖 を考える.ただし,

テイル ド共役～は次のように定義される｡

(AIA2)～-AIA2,
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(cIAl+C2A2)～-C;Al+C芸Å2,

(A)～-A,

(AI)～-At.

Al,A2およびAは演算子, clおよびC2はC一数である.以下では,(a,aI,a,aI)の表現空間を7tsと

記し,(bk,舶 k,bi)の表現空間を砧 と記すことにする.

熱浴は熱平衡状態にあると仮定する｡熱平衡状態は(1R舶 lOR)-元k6klを満たす熟真空によ

り表されるOただし,兎kはブランク分布

nk=
ehuk/(kBT)-1'

である.IIR上の消滅演算子(ck,∂k)および生成演算子(cE,産)tまβ0901iubov変換

(C芸 ) - ( 免k1 1 -Ink) ( 鉦
により導入される｡それらは,熱真空を消す,すなわち

cklOR)-aklOR)-0,(1RlcE-(1R憧 -0,

が成り立ち,また,正準交換関係

lck,Cl%]-lEk,61%]-6kl,

(13)

(ユ4)

(15)

(16)

を満たす｡IIRは,(cE,産)をlOR)に,(ck,∂k)を(1R=こ繰り返し作用して得られる基底ベクトルに

より張られる｡

3 量子確率微分方程式の導出

NETFDでは任意の演算子Aに対するHeisenberg演算子は

AH(i)-eijitotl/hAe-ijitott/A-UA-1(i)eijiot/hAe-ihot/h払(i),

と与えられる｡ただし,

Htol-Htot-Hiot, Ho-Ho-Ho,

である｡相互作用表示の時間発展演算子払(i)を

弘(i)-eijiot/he-ijitott/h,
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により定義した｡Û(i)は熟空間7ts㊨IIRに作用するoUA(i)の時間発展方程式は

孟如 )-一芸AklI(i)0 (̂i),
と与えられる｡ただし,

hlI(i)-eijiot/a(H1-Hl)e-ijiot/h,

(20)

(21)

である｡

T-人類 こより定義される巨視的な時間Tを導入し,時間発展演算子弘(T/入2)のvanHove極限

に対応する入- 0極限を考える｡この極限を評価するために,孤(T/入2)をIIR内の集団的指数ベ

クトル(collectiveexponentialvectors)または集団的コヒーレント状態(collectivecoherentstates)

と呼ばれるべクトル

Ie入(zlS,T],wlS,,Tl),-exp [;(zklS,T,ck%･wllS,,T′]ak%)].oR,,

･e入(zlS,T,-lS,,T,]).-(lR.eXPl写 (zlls,T]ck+wklS,,T,叶
を導入するoただし,zk[S,T],wklS′,T′】はC一数zk,Wkを用いて

zklS,T]-FLk

wklS',T/]-pk--1nl-.＼
2mkLL)k /,,I:;I

duzkei(wk-WO)u,

/入2

人2
duwkei(wk-UO)u,

(22)

(23)

(24)

(25)

および

と与えられる｡UA(7-/入2)の集団的指数ベクトルに関する行列要素をk入(T)と記す｡すなわち,

kA(T)≡(e入(zllSl,Tl],WllSi,Tl'])直入(7-/入2)le入(Z2[S2,T2],W2[S;,T3])), (26)

である｡

dk入(T)/dTの入- 0極限を評価する.指数ベクトルが生成消滅演算子ck,C吉とそのテイル ド共
役演算子の固有ベクトルであろことを用ると,

孟 kA(T)-一志(e入(zllSl,Tl],WllSi,Tl,])LhlI(T/̂2)姉 /入2)lei(Z2[S2,T2],W2lS;,T3]))

-;(IAIÎIA), (27)

を得る｡ただし,ムは熱真空の消滅演算子(ck,ak)と生成演算子(cE,産)に関する正規順序積で構
成される項であり,I"IAは交換関係【ck,孤(T/A)】および[さk,弘(T/A)】から得られる項であるojA

とJJ人の代表的な項を書くと次のようになる:

Ẑ -
志 (ae-2hoT/入2+a†)芸/.∞dwJ(u)A(W)-1(W)/

-36 4 -
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･̂IA-一塩 aae-2hoT/入2三l∞duJ(W)lh(W)+ll/_OT,̂2dvei'u-uo'vkA(T+入2V)I････(29)
ただし,J(LL,)は

J(W)-芸写葱 (- k), (30)

で定義されるスペクトル関数である｡

入→ 0極限をとる際,時間に関する粗視化の意味を注意深く考慮しなければならない｡すなわ

ち,巨視的な時間発展因子e土2iwoT/入2と微視的な時間発展因子ei(wj=wo)Vとの時間スケールの違いを

保ちながら入→ 0極限をとらなければならない｡これは,次の手続きによりなされる｡

ple土2iwot/入2の中のLJoを繰り込まれた量LJ.r-LJo/入2で表れ ei=i(W-wo)Vの中のLJ.はそのままに

しておく｡

P2関数J(LJ),Zl,2(LJ),Wl,2(LJ),兎(W)を

J(LJ)ニス2Jr(LJr), Zl,2(LU)- Zr,2(wr)/A, W',2(LJ)-Wr,2(LJr)/A, (31)

兎(LJ)-hr(LJr)- ehwr/(kBTr)-1'

のように繰 り込まれた量Jr(wr),zlr,2(LJr),Wi,2(wr),hr(ur)で表すoただし,

w r-U/̂2,Tr-T/̂2,

である｡

(32)

(33)

時間に関する粗視化の手続きPlとP2により,注目する系に対して散逸のある時間発展が導

入さる｡その時間発展は次の緩和係数(輸送係数)により特徴付けられる :

K(wo)-嘉 敦 /.∞d萌 舶 lxk(0,,xk(i,,.OR,ei'uo+ie't-慧 (34)

上記の手続きP2において導入された繰 り込まれた量を用いると緩和係数FC(LJo)は

Jr(iJor)
FC(LJo)-fCr(LL,6)--

rTWor)

となることが分かる｡これは,緩和係数FC(LJo)が繰り込まれた量であることを示している.

これらの手続きにより,ZAおよびIZ人はそれぞれ,

N声

(35)

㌫ 2hJr(wor)(ae12horT･a†)hr(wor)W"wor)xlsi,Tl,(T)A(T)････, (36)

および

･̂I-一端 aae-2iworT(Jr(wor)lhr(wor)Il上 i;p/.∞dJr言 霊 【hr(ur)+1])A(T)+･･･,
(37)
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に収束することが分かるoただし,xls,T](T)はステップ関数0(,)を用いて

xls,T](T)-0(7--S)0(T-T),

と定義される｡A(T)はk 入(T)の入-0極限

k(T)-ii_m.KA(T),

である｡結局,(27)の入- 0極限は

まk(T)-一芸(I･ÎI)I

(38)

(39)

(40)

となることが分かる｡

k(T)が量子Wiener過程(付録A参照)の表現空間内で定義される指数ベクトル

(e(zrlsl,Tl],WrlSi,Tl'])lおよびIe(Z2rlS2,T2],W2rlS;,Ti]))に関する確率的時間発展演算子0(T)の
行列要素として表現できると仮定する｡すなわち,

k(T)≡(e(zrlSl,Tl],W;lSi,Tl/])lO(T)le(Z2rlS2,T2],W2rlS;,T3])), (41)

である.指数ベクトル(e(zrlS,T],wrlS′,T′]))およびIe(zrlS,T],wrlS′,T′】))が,量子Wiener過程

の生成消滅演算子(付録A)の固有ベクトルであることを表す性質(66ト(69)を用いると,育(丁)に

対するIto型のQSDE

dO(T)-一芸〈【Ar(T)+ihr(T)]dT+d′hr(T)〉0(T),
が得られる｡ただし,△γ(丁),〟γ(丁)およびd′〟r(丁)は,

毎-Hb-私 Hb-誓 .響 (xr)2,

Ar-一拍 r一意r)誓 +孟62(W.r)(xr一孟r)br-pl,

kr--iKr(W.r)(xr一孟r)誓 一言D(W.r)(xr-ir)2,

dMTr-

により定義される演算子を用いて

2hmworJCr(LJor)(xrdXT-孟rdkT)

Ar(T)-eiH;'/hAre~iH計/h,

hr(T)-eij互,/hare-iji;T/A,

d'hr(T)-eiji;T/hdMTre-ijl計/A,

- 366 -

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)



｢第6回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

(50)

と与えられる.ここで,xr,prは

である｡また,次の量を導入した｡

･Hwor)-最 ∞dwrJr(wr)(読 +訪㌔ )
(51)

62(uor)-志 三pl∞dwr讐 Ep(ur)(志 一万㌔ ), (52)

D(wor)--Kr(W6)Ep(W6),Ep(wr)-hwrlhr＼(wr)+;], (53)

dXT-dBTe-iuorT+dB工eiLJor' (54)

dβ,およびd坤 ま(72)により定義される量子Wiener過程βTおよび朝の増分である(付録A参照)0

4 量子確率微分方程式

確率的時間発展演算子Of(T)-e-ihs,/hO(T)は確率微分方程式

dVf(T)-一芸7if,TdTVf(T),7if,TdT-(hE+Ar+ihr)dT+dhTr, (55)

を満たす｡この方程式をもとにQSDEの体系を構成することができる｡

量子確率Liouville方程式は熱真空lOf(T))-Vf(T)lOf(0))に対する方程式として与えられ,

dlOf(T))-一芸7if,,dTIOf(T)), (56)

となる｡

量子Wiener過程の表現空間内の熱ブラ真空(l(付録A参照)を確率Liouville方程式(56)に作用

することにより,熱裏町 0(T))-(lOf(T))に対する方程式である量子マスター方程式を得る.その

表式は,

glo(T))-一芸kJO(T)),巌 Hb･Ar･ihr,

となる｡この方程式は量子Kramers方程式を表す｡

量子Langevin方程式は任意の注目する系の演算子Aに対するHeisenberg演算子

AH(T)-年1(T)AVf(T)

の従う方程式として,

(57)

(58)

dAH(T)-芸酵(T)dT,AH(T)]一嘉dhrH(T)[dhrH(T),AH(T)], (59)

と与えられる｡
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5 まとめと議論

この論文では,時間に関する適切な粗視化を行うことにより,微視的なモデルから量子Kramers

方程式に対応するQSDEを導出した｡

時間に関する粗視化の手続きはvanHove極限の換作を,注目する系の振動数叫)の繰り込みと

ともに行うことによりなされる.すなわち,巨視的な時間発展を表す因子に現れるLJo/入2を繰り

込まれた振動数LJorに置き換え,微視的な時間発展を表す因子に現れる振動数LJoはそのままにして

vanHove極限をとる｡

もし繰り込みの操作をせずに入-0極限をとると,量子Kramers方程式に対応するQSDEは

得られず,線形散逸結合系に対するQSDEが得られる｡これは,微視的なモデルから出発して正

しいQSDEを導出するには,時間の粗視化の情報を適切に考慮することが重要であることを示し

ている｡

この論文では,NETFDの枠組みを用いて熱空間でQSDEを構成した｡これは密度演算子のダ

イナミクスをもとにQSDEを構成することに対応する｡一方,Accardi等の数学者は,波動関数に

対する確率微分方程式である確率Schr6dinger方程式をもとにQSDEを構成した[5]-[9],[32日36]｡

しかし,そのようにして構成された確率Schr6dinger方程式は線形散逸系に対するものに限られて

いる｡量子Kramers方程式に対応する確率Schr6dinger方程式が構成することができるかどうか

を調べることは,今後の課題である｡

A 量子Wiener過程

次の交換関係を満たすボゾン演算子cT,C吾およびそのテイル ド共役6,,年を導入する[26]:

lc,,cf,]-laT,Ef,]-6(T-T′).

これらは真空l)と(lを消す:

cTl)-ETJ)-0,(lcT%-(leT%-0.

(60)

(61)

指数ベクトルを次のように定義する:

le(zrlS,T],wrlS,,Tl))-explL∞dT(zrlS,T](T)CHwr･ls/,T'](T)aT%)][), (62)

(e(zrls,T],wrlS,,T′】)l-(lexpl/.∞dT(zr*lS,T](T)cJ wrlS',T'](T)EJ]･ (63)

ただし,zrlS,T](T)とwrlS',T'](T)は繰り込まれた量LJor,rCr(LJor),Zr(LJor),Wr(LJor)を用いてそれぞれ

zrlS,T](T)=2hr,worfCr(LJor)x【S,T](T)zr(LJor),
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wrlS/,T'](T)= 2hT,WorrCr(LJor)xls′,T′](T)wr(LJor), (65)

および

と定義される｡

指数ベクトルは,消滅演算子(cT,gT)と生成演算子(C君,斧)の固有ベクトルあり,次の性質を

もつ:

cTle(zlS,T],wlS′,T/]))-zrlS,T](T)le(2:lS,T],wlS′,T′】)),

∂Tle(zlS,T],wlS′,T′]))-w r*[S′,T′】(T)le(zlS,T],wlS′,T'])),

(e(zls,T],wlS/,T'])lcチエ(e(zls,T],wlS′,T'])lzr*[S,T](T),

(e(zls,T],wlS/,T'])16,i(wor)-(e(zlS,T],wlS′,T'])lwrlS′,T′](T).

量子Wiener過程を

C,- ( dscs,C,i-rdscE,

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

とそのテイル ド共役により定義する｡増分dC,,dCT%とそのテイル ド共役の積の規則は次の表のよ

うにまとめられる【26]:
dCTdCT%deT deT%dT

dCT

a(:T+
｡(-Y,

'1(t亨
dT

0 dT 0 0
0 0 0 0
0 0 0 dT
0 0 0

0 0 0
0
0

0

0

0

0

0

量子Wiener過程B,,Biとそのテイル ド共役を

B,-CT+元r(wor)eT%,B王-eT+匝r(u岩)+1]CT%,

(71)

(72)

とそのテイル ド共役により定義する｡BTとBIの定義(72)と積の規則(71)より,増分dBT,dBiと

そのテイル ド共役に関する積の規則が次の表のようになることが分かる[261‥

dBI dBT d朝
略

叫
砲

碑

か

T

T

Iα
.α

ー
nuー
nu

o

L3O
L30
0

′し

(

γ

r

lm
Im

0

匝r(LJor)+1]dT 兎r(LJor)dT 0
O O 匝r(LJ.r)
0 0lhr(LJ.r)

liir(LJ.r)+1】dT 元r(LJ.r)dT 0O 0 0
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